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Leber,  die  Krümmting  der  von  Ebenen  gebildeten 
Schnitte  des  dreiaxigen  EHipsoidB. 


Von 

dem  Herensgelier. 


I         I  Ii 


•<  I 


I         I  ■ 


BeLaiiotlich  hat  man  verscbiedeoe  allgemeioe  Untersuchungen 
über  die  Krümmung  lier  von  Ebenen   gebildeten  Schnitte  der 
krarumen  Flächen  angestellt,  und  eine  grössere  Aüzahl  merkwflr- 
diger,  die«etbe  betreffender  8ätze  gefunden.    Auf  besondere  Arten 
der  FlicbeD  aind  diese  Sätze  aber  our  weoig  angewandt  irorden, 
ned  man  besitzt  z.  B.,  so  viel  ich  weiss,  noch  keine  allgemeinen 
AoedrGcke  für  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  und  die  Halb- 
niesser  der  Krammungskreise  der  Nornialsciniitte  de«  allgemeinen 
dreiaxigen  fiiUpeolde  nnd  anderer  Fliehen  den  sweiten  Gradee« 
denen  die  grteten  and  kleinsten  Krflmmniigeh^lbnwser  epitapre- 
dien«  Man  ireias  femer»  daaa  dle.jSumne  der  recipreken  KrCnt- 
nnagabalbmeaaer  jeder  awei.  B^f  einander  aenkredbt  atebeaden 
Nennaladioltle  dner  beliebigen  krummen  Fl&cbe  eine  conatante 
Grösse  ist,  aber  den  Werth  dieser  Constanten  für  die  vorherge- 
narmten  und  aiidere  krumme  Flächen  kennt  man,  so  viel  ich  weiss, 
ncN!h  nicht.    Jedenfalls  ist  dies  ein  Mangel,  der  um  so  grösser 
ist,  je  merkwflrdiger  und  eleganter  die  in  Rede  stehenden  Au»- 
ificke  .«irh  für  viele  besondere  krumme  Fiächen  gestalten.  Die 
und  \Velse,  wie  man  bisher  die  allgemeinen  Untersucbungen 
fiW  die  Krümmung  der  von  Ebenen  gebildeten  Scboitte  der 
Fliehen  unter  Anwendung  einer  nicht  geringen  Anzahl  verschie- 
dener Coeadiaaten- Verwandiongen  geffliirt  hat«  ist  aller  ia  der 
SpeMHeo  Anwendungen  wenig  geeignet«  waa  anch 
de^' Grund  aein  mag»  daaa  dergleicbmi  Anwea- 

Tk«il  XXVIII.  I 
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•    :  ''jOnu,aeri:.  fJi}^'(Üe  i^r^^itniikp' tier.  pon  Ebenen 

duügen  bis  jetzt  nur  wenia:  ^eniaclit  worden  sind  ).  Ich  halte  dabei 
eioe  ganz  neue  lieliamiliiM^  dieses  uichtiiren  und  interessanter 
Gegenstände«  für  notbwt ndiir ,  wenn  diest  thc  c^ppicrnpt  sein  soll 
Anwendungen  auf  besondere  Fälle  mit  Leichtigkeit  zu  vermittelr 
lind  SU  gestatten,  und  hoffe  eioe  aus  dieseiD  Gesichtspunkte  an 
gestellte  derartige  sehr  allgeroeioe  Untersuchung  bald  veruffentli< 
eben  tu  kOnnea  im  Stande  sii  eeln.  Für  jetxt  will  Ich  mich  be 
gnfl^eo,  in  dieeer  Abhandlung  die  Krümmung  der  Ten  Ebenei 
gebildeten  Schnitte  den  allgemeinen  dreiaxigen  Ellipaoida  nacl 
einer  besonderen,  so  ?iel  als  möglich  elementar  gehaltenen  Me 
thode  zu  untersuchen,  und  hoffe,  dass  die  Leser  des  Archiv« 
Aber  die  Merkwürdigkeit  und  Cleeanz  der  neu#n  Ausdrucke,  welch« 
ans  derstl l)*M)  in  ziemlich  crosser  Anzahl  sich  erueben  haben 
mit  mir  einerlei  Meinung  sein  werden.  Dass  diese  Untersuchun§ 
eine  nnmittetbare  Anwendung  in  bekannter  Weise  auf  die  allge 
meinen  dreiaxigen  Hyperboloide  gestattet,  versteht  sich  ▼on  selbst, 
und  bedarf  hiw  kaum  noch  einer  besenderen  Bemerkung;  und  wli 
dieselbe  Ar  die  Parabeleide  ansostellen  sein  dflrfke,  wird  gleich* 
falls  mit  Leichtigkeit  ersichtlich  sein. 

I. 

Die  Kraumuagskreise  der  SchsUte  des  filllpseids  im 

AllgemeiBea. 

yfXt  grOnden  hier  die  Bestimmung  der  Kriiinnum^skrelse  der 
Schnitte  des  ElUpsoids  im  AH^remeinen  auf  das  Princip,  dass  der 
Mittelpunkt  des  kriiniiiiimL>krcises  einer  beliebigen  Curve  in 
einem  bestimmten  Punkte  derselben  der  Dorcbschnlttspunkt  dei 
Normale  der  Curve  in  diesem  Punkte  mit  einer,  einem  diesem 
Pntokte  mendlkk  ftshd  liegenden  Punkte  der  Conre  entsprechen« 
den-Nermalen  derselben  Ist,  wonach  man  also  elgenflhA  der 
mttteipnnkt  des  Krflmmungskrelses  einer  Ounre  in  einem  bestlmro^ 
ten  Punkte  derselben  sIs  die  €rlnae  oder  den  Grinspunkt  nnfm^ 
fassen  hat,  welchem  die  Durehschnlttspunkte  der  Normale  der 
Curve  in  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  »lerselberi  mit  Jen  dieser 
Norni^h'  benachbarten  Normalen  der  Curve  sich  ininier  mehr  und 
mehr  und  i)is  /u  JiMlem  b(  liebigen  Grade  n??hern,  wenn  man  die 
Pnnkte  der  Curve,  denen  die  letzteren  Normaieo  entsprechen,  dem 
Punkte  der  Curve»  welchem  die  erstere  Normale  entspricht;  immei 
näher  und  näher  rücken  läset. 

*)  Seibat  die  DarstelluMg  vnn  Moigno  in  den  Le^ea«  4e  cSlesl 
äiff.  et  iat  T.  I.  Iie^oni  WWlk  «4  XILUV  lisil,  bei  aUir  VUS- 
4lfsallichkoi^  noch  Msschot  an  wAsschM  nhrig» 
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«Hl  ititfcigw  ISnkt  in  seiner  OberiäclM  Mi  («tw),  »6  ilang 
rf>t  «Hell 

»t  Dip  Gleicfiunof  der  liernhrung«ebene  des  EIMpsnid.«!  in  dem 
Pwkte  {wmo)      oacb  den  Lehren  der  analytiecben  Geometrie: 


Die  Gleichung  der  Ebene  eines  beliebiffen  dareb  den  Funkt 
(w)  g«UgtMi  SdiiiHts  de«  Elli|Moidfl  e«! 

-^(« — «) + — ») + C(s — t«?) = ö. 
Am  dm  beidm  GIcichiiogeii 

- 1^ -f  li(f — «)  4  €(««^ei#» 

* 

V 


JT^ti    y-*e  w 

IMckmgM  der  DwcbscbalttsUBie  der  £b«ie  dee  Schnitt« 

V 
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4  6run€rt:  Ve&er  äie  hrummuHg  äer  wt/u  treuen 

mit  der  BerffhninüfjBebenp  des  FJlipsoids  in  dem  Punkte  (law?), 
(oiglicb  die  Gleicbuiigeo  der  BfliüiiEeaden  der  Curire,  in  welckcr 
di«  Obeiflich«  das  filii|woid«  von  der  dorcb  dw  Glelebung 


charaictorWrteii  Ebeae  geMtmitten  wird*  in  dmn  Pakt«  (mmd), 
wobei  wir  bemerken,  das«  von  nun  an  diese  Curve  der  Kürte 

wegen  immer  «eiii^t  der  ScboiU  ^euaiuil  werdeu  solL 

f 
I 

Ist  nuo 

die  Gleichung  der  Noroialebene  de^  Schnitts  in  dem  Punkte  {ui>w}, 
welche  auf  der  Berührenden  den  SthuilU  m  ciienom  Punkte  senk- 
recbt  etebt»  so  ist  nacb  den  Lebren  der  aoalytiscbeo  Geometrie: 


Ak-b"' 


■ 

md  feigitcb 


die  Gieicbung  der  ^oriDslebeiie«de«$cUiiUts  m  4eia  Poukte  (ums). 
Aus  den  Gleieboogen 

^(y-*)-!^  C{*-«)»0, 


1  f 


folgt,  weno  G*  einen  gewissfo  Factor  beieicbnet: 

.  ... 

,-.e  =  Cia^  J  -  C  J  -  *  5)^* 

^deri         '    '        '  ' 
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iebiiätteH  acAniite  det  äreiaxigeu  EiU^ytiU.  5 

1 

FolgUek  «M 


1— «• 

dit*  Gleichungen  <ler  l)urch«chiiitUHnie  der  Ebewe  de»  Scbnltts 
aüt  «etoer  ^nrniale^eno  iji  dem  Pirnkte  (urtr),  alao  die  GleicliBO- 
fiB  der  NoraMie  des  jSchnUu  ia  diMem  Punkte. 

Fflr  «in«»  sweiteB  Punkt  {u%viw%)  da«  Scboitto»  wo  mbo 

(?■)■=' 

Iii.  M  folglkb  die  Gieicbengen  dar  Mormele  dee  Schnitte: 

 y— »«  

 '— «1  
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SeUen  vrU 


uod 


•o  sind 


oder 


"CT  ^  "F"  ^  H 


•  I 


f^i  ^^J 

die  Glelchangen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Noniial«ii,  und 
wenn  2  die  (  onrdinaten  de«  Durchschnittpnnktedewelbeii  be- 
zeichnen, so  njüsi^ien  diese  Coordinaten  aus  den  vorstelieiidMI 
GleicboDgen  bestimmt  werden,  weau  wir  jetzt  übergehen  wolleo. 

Aas  diera  Gleldiniigeii  eriiill  man  snySrderst  lalebt  die  fol* 
geuden : 

iFj) - 1) - ( F—  F,)  («-•»)  =  Fi(«>i - «)— fFi(«|— t») . 
(17-  l7i)(f-«)-(IF-fri)(4e^)=  iri(iii-i*-Oi(»i-«); 
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geäUäeUn  scMUe  des  draaxigea  Eddi/tsmäs,  7 

ako,  u  enri  man  für  j[  —  u,  y  —  v%  ^  —  w  nach  und  nadl-ihte  aus 
km  Gleichungen 

X  —  u  y  —        — «<•  • 

TT—  V  ~  ~W~ 

•ich  «rirebeaden  Werth«  elafthrt: 

cc/Ft  -  Ki;i)(*-ii)=  i;  I F,  (Iii  ~  n)- Ui  »)u 


it;F,  ~Fl7|)(y-c)=  FiFi(iij-ii)-<7|(n-»)}, 

(FIF,  -  frF,)(5r-i^)=  Fi  if,(p,-.«)— Fi(«,  -.10)1, 

1  • 

(  UF,  -  Fü,)  (I- in F,(«, -  «) -  ü,  (e, 
(FWi  -»'F,)(»-*)a=H'jH',(i.,-r)-  F,(»,-»)J. 
(  W£74-C/»i)(:-ip)  =  »Fll/jCii-,-«-)-  lfi(u,  -«iL 

Von  den  ver«chiodenen  hieraus  ^»rch  ergebenden  'Formeln 
Holffn  ^^ir  die  lolgendcn  unseren  terperen  Untersuchungen  zu 
Gmode  legen: 

£—-11        g  _     w_        —  «)  —  t^i  {oj  —  'i) 

Liii  nun  die  Cuordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krunimungs- 
krmmen  des  SchnitU  in  defii  Punkte  (uvw)  zu  (indeo,  k^miut  es 
Uaraufan,  die  Granze  zu  ermitteln,  welcher  der  Bruch 


mehr,  upd  mehr  uod  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
Acrt*  wera  man  den  Pnnkf  («^i^toi)  io  dem  Schnitte  dem  ihtnkie 
(pM9)  imner  nlber  tiii4  näher  ritekto  ÜUßt  Denn  beseichnet  man 
iiee  Giinae  teeh  . 

und  die  Coordinaten  dAS  Mittelpunkts  des  in  Reile  stehenden 
KruniinaQgsk reise«  durch  A»       Z,  so  ist  offenbar: 


Digitized  by  Google 


8  4t runer t:  VeAer  äU  krämmuMg  der  wo»  £ä€H€H 

X-^u     F— r     Z  —  tn       .    V^iHj  —  Ti)  —  Uj  (r, 

Um  aber  die  («rüiiz« 
M  6iidMi«  bring«  man  den  Bmeh 


auf  die  Form 


«4 — U  Ui — If 

«lanii  iet  offenbar 

^-'^  DTW   

V^ÜUm        +Llni  (  K»    F)— L5ni(C;,-C0.  *-Hn  ?^ 
iii~~ti  1^*^11 

OLIm 'i^- -  FLtai^' ~" 
iiekauuUicb  ist  uua  oach  dem  Ubigeo 


•  "     '     •  •  *  » 

feWic||t.ify|ntt  O*!*  einen  gewienen  Faetor  beaiicbnet: 

I — ?  sr-(.* 
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wmoc  sieb  «ogleicb^ 

r,  —  r  _      a*   '       ip|  — <e  

c»  6«  c*     ^  6* 

ergiebt.  Lä.sst  man  abor  den  i'unkt  (ti|riU'i)  dem  Punkte  (uvw) 
in  dem  Schnitte  immer  näher  und  naher  rücken,  so  fallen  die 
Coordinaten  fij ,  ,  7i7|  immer  genauer  und  genauer  beziebunirt«- 
weise  mit  den  (  oordinuten  u,  r,  rr  zusammen,  «o  dass  sich  also 
die  Gr5»8eo  ii|  -f  ti,  t]  \-tf  Wi^w  immer  mehr  und  mehr  und  bis 
m  jedem  beliebigen  Grade  den  Grfinxen  2k,  3»»  2io  oibero»  nach 
ita  Vail^rgdieiidoo  folgUcli  offeiibftr 

r, —tf    ^     c*  «1^— V     6'  fl* 

.  .  "SS"-.*«. 

I 

Ut.  Wm  mni  ab«  Punkt  (ai|«k«^)  in  des  Schnitte  dem 
Pnnktn  (ww)  louner  ofther  nnd  niher  rilckt»  «o  liülen  oümbnr 
nneh  di«  GrOeien  F|  befiebnngeireUe  Innier  geoaner  nnd 
gannner  mit  den  GrOaaen  C7,  V  suaanmen ,  ao  daaa  alao  «ngen- 
•cMnlteh 

Li»(i;|--CO==U»     Liui(F,  -  F)=:0; 
MgUeb  Dach  dem  Ubigm 

y|fri~«')-t/.(r,-»)_  .  

% — Ii  «1 — II 

ist   Ferner  bat  man  na«jb  ()eni  Qbigen  offenbar,  die  Formeln: 

%~ai      va*       *  Ml  —  n    c* '  «4  — 11/  a*  * 

F.-F   ^/A     B  fi'-r  .  r  tfr=«\    ilMiÄ*+C«  r,-p 
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Cruntrt:  Leätr  (U0  Mriiamtuttg  der  mmi  £^e$t€n 
Lim -7*  z^A  (     +      Lim-  +  -.Lim-*  1 


Lim   ^      =    l  -«  +  X«  •  Liiu   +  ^ .  Lim  — * — !• 

 — ^^"ir-^* 

WQTäus  sich,  iu  Verbiodufig  mit  dem  Vorhergebenden ^  aui  g«ia;i 
^frei<Wutige  Wei»«  ergiebt,  d^s  man 

17  Fl  -  F 17,        -  C7(  Fl-  V)  -  F(  C/j  -  (7)  ' 
und  folgMi  «Mb 

X^u     F-^p    Z~iP      F(ti,  ~ti)- t7(0|^g) 
"17         F  ^   ÜT^  C7(Fi— F)-  F(C;,-17) 

•etven  kann»  weuu  mao  nui  in  dem  leute»  bruch«  (ibetail 


■  • 

I  Av  Bu 

setzt  Entwickeln  wi?  nuu  aber  unter  dieser  Voraussetzung  den 
In  Rede  stefaeuden  Brach  welter,  ao  «rbaiteo  wir  ftorifdiersl  oboe 
»lle  6diwloiigk«it: 

F(«i— «)— Hei— ©) 

•  * 
und  ferner,  mm  leicbleetc|i,  wenn  wir 
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nnd 


^  «*  T 

Atc,\ 

Bm,\ 

a«  J 

<  *» 

V  < 


I  •     i  -- 

M  wdcber  Entwickelang  man  die  ideotisebe  GleicbuDg 

-'(fr--g)t«(^-$)*<i'-S')=» 

n  bMdbtmi  btl. .  Ali«  i«t  Mb  dM  OMc«ns 


«iltdarcb  dte  CoordbftteD  das  MlttdpanbtB  das  KriliiimiiiigabrelMs 
4m  Scbaitte  H  dtm  Punkte  (tnw)  bestionnt  «bid. 


BeMicbBil  B  des  Halbmemp  des  KrüminiiiigekreiMe  dee 
gebaute  !■  des  Ptakle  (tnw),  wdcber  die  Betfenung  der  Punkte 
(«w)  and  (XYZ)  tob  eioanfler  Ut,  «o  bt 


aUo^  weii»  tvte  me  mittelf  tc  leicbtec  Recbniipg^  findet^  ) 
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WaU  pmIi  dem  Obigaa 


die  Glelchunf?  der  Berübrungsel>ene  des  EUipsoids  in  dem  Punkte 
{ucw)  int,  HO  ist  (lacb  den  Lebreo  der  analytUcheo  Geometrie  die 
Mormaie  des  EUipaotds  in  demselben  Punkte  durch  die  Gleicbungeu 

jp—M        p  t—U) 


dwrakterielrt;  und  eoll  nun  der  durch  die  Gleicbuiy 

A(a:-u)  +  ^(y  -  f»)  +  C(«— «r)  =0 

charakteriflirte  Schnitt  durch  diese  ü^ormaie  geben,  abo  ein  Nor- 
maUcbnitf  sein^  so  luass  offenber 

eela* 

Also  ist  nacb  dem  Obigen  für  die  Normaiscbnitte,; 

'"  U  ^   V  W 


■ 
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(II*     t*  to*\ 


I» 


a-i  +  6*  +  ^) 


1  1.4< 


 ^_^1^J"^) 

Fflr  jeden  beliebigen  durch  den  Punkt  (icetv)  gelegten  Schnitt 
Rittpaoids  «rhilt  man  nach  dem  Obigen  auch  leiclit  die  fol- 
M«dee  beverkeMweriheo  Aundrücke: 


Ar  dt«  NonMiechBitI«: 


Oigitized  by 


F— f»cs—  V. . 


R 


aw  dais  also  in  diM»m  Falle 
ist 

Mit  Ka^kMcit  aar  die  CUafasbaaf 

» 

^      fpt  fgfl 

iiiiiiei  man  aueh  leicht»  daaa 

ist,  und  kann  daher  auch  diesen  letzteren  Aut»druck  für  den  er- 
flterea  in  die  obigen  Formelo  citHiihren,  wenn  dies  in  ^wisaea 
Fillea  awakmiaaig  aad  Tortbeilliail  aein  aoUte» 


KrUmaiaDgakfalaa  dar 

Dneh  den  Punkt  (uvic)  wallea  frtr  «na  jelit  alna  Miebige 
gerade  Linie  gezogen  deaken,  deren  Gleicbnngen 

eo9$  '~'cea»'~'eääS 
aein  wAfsw,  nad  wellen  aanehnen,  daaa  die  Lage  der  Ebene  dea 
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i«t,  durcb  diese  gerade  Lioie  und  die  Normale  des  Ellipüoids  \n 
im  Paokte  (ifpic)  baslimmt  sei.  Dann  babeo  wir  die  beiden 
(yieicboBfcen 

CO»  61 -f-  ^  C06  Q) -I- Ccos  u  ssO, 

^ 

od  tfiul  al«o  offenbar  berecbtigt 

if  s  gl  coaS— ^eoas, 

^s=:^coa& — ^coao, 

^     u  V 

=r      CO«?  tö  —  Tk  COS 


MH  RficlMicht  auf  die  Glefcbnng 

eo0^  4- eoa  ee«ö*aKl 

^  bieraoa  letcbt: 


iü^  ferner  M 


rno  aber  die  darcb  die  Gleichuogeo 


coa0  '!~eoafl»**coacS 
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dhaniMetMitc;  flltittde  Liai«  1»  ilwcll  4m  Paiikt  (iiMi>  gelMn- 
den  B«HMirung8ebrae  de«  Elllpuoid«  an»  deren  GIdcliinif  Im» 

kannUicb 


IC' 


ist,  ee  iet 


•  • '  «  .  - 


M  e  ei 

j|coe0^  -1-  pceeSssOf 


und  felglick.  anter  diceer  Voimneeetanng  nach  dem  Obigen : 
nnd 

AIko  ist  unter  der  genuicliteQ  Vorauftsetzung 

-vi^+ V"«^^ 

and  folglicb  nach  L  (&r  den  Noriualtfcbuiti: 


COS  a>*        C<KS  (,)•  ' 


I 


 yt  

co«^     cos  ca*     coao^  * 


cos  6*     cos  ö'-'  cos 
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cosd*  ,  cos«»*  cö«5*' 

Wir  wollen  nan  sfret  NonnaUchiiitt«  betrachten,  welche  durch 

4ie  beideOy  durch  die  Gleichungen 


x—u    y — V    z — «7 


cob6     cos»  coec» 


CO«  6^    cootti    cos  Ol 

f^hmkterisirten ,  in  der  dem  Piinklo  (uvw)  efitsprecbonden  Be- 
rührunssebene  (1<  s  EIIip.»;oi(i ^  lioirenden  geraden  Linien  gelegt 
sind.  Den  180^  nicht  üb<;rstei2eiHlen  AVinkel,  welchen  die  beiden 
Tbeile  dieser  Geraden,  doiien  die  Winkel  9,  &>,  nnd  6^,  oj, ,  Q|' 
entsprechen,  mit  einander  einschliessen»  bezeichnen  vvir  durch  Sl^, 
and  die  Coordioaten  der  Mittelpunkte  der  Krummongskreise  und 
die  krämniungshalbn^rsser  der  beiden  NnrroaUcbnitte  sollen  re« 
«pecfite  durch  Ä,  Z  ;  Xi,  y\,  und  R,  »^  beieichuet 
*Hdn;  DenD  haben  wir  die  folgenden  Gleichnngen : 

^  COR  6 -|-^  COSA»  +  ^COSW  =ü, 
M         ^       D  If         _  _ 

nd 

-coe^coaOi  -|-cosc»coai»i-f  co6c»cool5|  =  ceaA|. 
Setien  wir 

cos  09^  —  cos  (i)  cos^i  4  ^» 

coac»!  scoecScoa^  -t*-^* 

tl  V  ff! 

••Itipiiciren  diese  Gleichungen  nach  der  Keihe  mit 

■d  iddiren  sie  dann  an  einander,  so  erhalten  wir  nach  dem  OM» 
IMlit  deiehinig: 
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Maltiplicim  wir  ferner  die  drei  obigen  Glelebnngen  nach  der 
Reibe  mit  eee0i,  eoe»»  ceeS  nnd  «ddiceneie  dann  wieder  sn  ein- 
ender, flo  erhalten  wir  die  Gleichung ' 

L  eoc  0  4- 4f  cos  iD -f  iV  cos  «5 = 0. 

Weil  eher 

L  ^cQa$i  — eoed  coei^, 

üls  cee  a»i^eoe  »cea  i&i , 

A  sseoeSi  eoeScoei^i 

let»  eo  eihalton  wir,  wenn  wir  dieee  Gleichnngen  qnadriren  nnd 
4mm  an  dbaader  addiren,  nittolet  dee  Obigen  leleht  die  Gleichungx 

Aue  dea  beiüeo  Gleicbungeii 

■  « 

£eee6-|-^€oe«»4-iVceeösO 
erhalten  wir»  wenn  Gi  einen  gewiesen  Factor  lieieichnet:  ' 


-Gi(^coea^  Jcoeö), 

aleo»  weon  mao  diese  Anadrücke  io  die  Gleichung 
eintthrt: 

sin  51, 


^(^coaii-^oed)*f(^coay--^oafi>)*f(^ieee^^cee5)s 


•der»  weil,  wie  man  leicht  findet» 
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^l^ewti— ^jcosö^  +  ^^cosö— ^cosw^  ^«»S^' 

Wfl  /tl  9  10  _\' 

=  ii  +  ji  +     -      «~  *  +  p     • + 3  cos  G)  Jl 


=    +  + 


\,fl*  +  6*  +  c^J 
mi  mimt  man  also  der  KOrte  fregen : 

f  10 
^^CQSS  2^^'^ 

+  6*  ^  c*^ 

-SCO06  ^CMCS 

/II*      r«      tr^Ni  ' 


Af:=i:/fmAi,  J\rssi:^«ihi2, ; 
^olgüdi  nacb  dem  Obigen: 

CM^  SS  eoslKco«  ^  -Jb  FbIü  A|  » 
CO«  fli|  es  coo  oco«  Ai  Jb  i^oiii  ^  t 
M  6|  =  cos  ö  cos  i2|  J: sin 

AWo  ist 

•»«1*  .  coM^i* .  eoiSj*       /co«6*  .  coott*  ,  co«ö*\       _  . 


.  /Fco«  ^  .  l7cos«  .  •/conti)  \  . 


1 
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•9d»  trie  Bin  ««gleicb 


FCOB  ß  ^IJ  cos  09  ^  JCOS  Q   

1^  ^4 

Wenn  owd  aus  den  beiden  Gleichungen 

CM  ^ -i- CM  «* cot  S*  sss  1 

■ach  md  Mcb  eostf,  coa»,'  cmIS  •llninirt»  so  erhllt  man  di« 
folgendeo  Gleicbimgen :  ^ 

■ 

also,  wie  man  sogleich  Qbersiebti 

■ 

5»  +  4T  +  ^/cos»*+coscj*)— ^^cosü-^cos«^  =ii* 

■  * 

folgllieh 


^^cos6^-,cosöj  =(^j4+j4  +  ^^6m««-j'^. 
^ jitos a—     cos =  ^-^  +  i*  +  i*/     <^      iT • 


Weil  aus 
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M«    p«    5^«  -  -  . 

ist*  so  Üiidet  jmao  miUelst  der  vorateheoden  HeiatioBen  Mglelek: 


«®  .        .  I©* 


BesaicliDtt  man  das  von  dem  AnfaDge  der  Coordinaton  auf  dl« 
Bmhrungsebaiw»  des  BUipaoida  in  dem  Pankte  (hwp).  dereo 
GleKliwig  bekaDDtlicli 

II  p 

-  U)  ^  -  r>  f      (2T-.tü)  =  0  ^ 

iit^cailto  Perpendikel  durch  P,  so  Ut  nach  deo  L«lireo  der 
Geometrie: 


■ 

weil  OBo  bekaimtlich 
^t.  ee  ist; 

CQ«»^     C08Ö^_     1  «Oedl».  €0.0)4«      COSÖ.«  '       1  , 
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JJ  Crunerf;   (J€^r  die  Krümmung  der  Ebenen 

und 


.  ,  ... 

-Fmiar  iat  aiiioli  dem  OMgea: 

i 

und  folgiicb: 
odiri 

/»TIS  =?  1P«  -  ±  +  -y»  -  +        J  «" 

oder  auch: 

Wenn  rlir  beiden  Normal  sc  In.  itte  aui' einander  seokrecht  •tehen» 
aWo  ittt,  so  ergiobt  «ich  hieraus  die  Gleichung: 


also 


woraus  man  sioht»  dsss  die  Sunnie  der  reciproken  Krämmuags- 
bsUi;|iiesser4edeir  .swri  auf  elusoder  senkreehl  stehenden  riforauil- 
scMtae  flir  Jeden  Punkt  des  Ellifisoids  eine  constante  GrCaee  ist, 
deren  Werth  die  vorbeigehende  Formel  angiebt 


Leicht  erhftit  man  aus  dem  Vorhergehenden^  auch  Air  awel 
auf  einitadisr  smdmcht  stebeade  Nettni^biiHls  : 


Digitized  by  Google 


CO»ö*       COSü)*  C08Ö5* 

I  — +       1,1       ^  —.A— 


giPÖ^     8incD*  gincJ* 


III  tf^     t)*  to^ 

C082Ö     co8  2ü>     ros2G)  ^^^jl.^ 


^tk^t  Ausdrucke  jedenfalls  sehr  merkwürdig  «iod. 
Hit  ROcIwieiit  auf  dw  Gleidraog 


-L  ~  _1-  !^  —  1 


maii  auch  leicht: 


^    «  \*     1  /tu  U  \»     1    M  » 

Bod  folglicli  oadi  dem  Obigen : 

J9« 

■^co»  ^  -f  ^coa  ei*  -f  c^cos  5^ — (n  cos  ö  4-  i^ces  « -j-  lecoi  8)* 

V 

4il(r  kttiB  teftfl  di«*  KrfltninaDgahinuiieaiier  awdar  tttf  riandtr 
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S4         erumeri:  iMer  äit  grümmiim$  ätr  m»  Am«« 

Mnbeclit  «tahaniltr  NoraialaehnHte  meh  auf  folgend«  Art  «li* 
drfIdkMi  s 


COH  (/^      COS  COS  * 

■ 

Well  Dacb  dem  Obigen 
1 


X  —  n    Xi  —  ti 
1     .  1 


_         1/1  1^\ 

ist,  80  »ind  in  jedem  Funkte  dm  Ellipsoidä  für  die  auf  einander 
aenkrecbt  etehendeo  Mormelechnifto  aneh  die  Snnmieo 


constaote  Grüasen. 

Aul  den  obigen  Formeln  iioch  nienebe  andere  benerkene- 
wertbe  Relationen  abinlelten>  wflrde  nicbt  aebwer  sein,  wobei 
leb  jedoeb  Jetst  nicbt  iSnger  verireilen  will. 


r^oriualttc'li  iiitte  der  grüti«iteii  uüd  kleint^teu  Kriiuiniuag. 

hüt  erneu  beU<;bigen  iSoruiüiscbDtti  ist  uacb  11. 

^n*  .  e«  . 


iür  j#»den  Punkt  dos  EfHphoidiä  der  Zahler  des  Bruchs  auf  der 
rechten  Seite  des  Gl  eich  Ii  ei  ts  z  e  i  c  h  e  ii  s  consfant  und  nur  der  Nen- 
ner* 4ioMii  Bracbe  veriüiderlicli  iet   Will  man  aieo  die  I^oraai- 
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§0äUä$im  Helmute  des  äreiaxtgen  LUijwtitU.  26 

•cioftte  bestlmnieii,  deoen  die  grGsstcn  und  kleinsten  Krümmung«- 

haflin!f>sfr  entsprechen,  so  wird  es  bloss  auf  ilie  Betrachtung 
des  iSeuiicrs  di  8  ohii^en  Bruchs  aukouinien ,  'ujLiL'iij  der  Krümiiiiings- 
blbmesser  ein  Maximum  oder  ein  Mininmiii  sein  wird,  jeuadidem 
Ü€icr  Nenoer  ein  Mioimum  oder  ein  Maxinuin  Ut 

Wir  froUen  der  Kfirze  ^egen 

C08Ö*  .  cos  CO*  .  coso* 

*ft7<'tj,  und  diese  (i rosse  nun  differentiireii.  i>a  wir  swiscbeil  den 
Wifikelo      fl».  ü  bekannllicb  die  xwei  Gleicbo^gto 

~,  CM  0 -f- peo««  <f  ^  cosü = Ot 

haben,  so  kennen  wir  nur  einen  der  drei  in  Rede  «tehcnden 
Wmk'pf ,  etw  a  als  unfihhSn!?ice  verfinderliche  flrösse  hetrnchten  ; 
lad  differentiireii  wir  nun  die  beiden  vorsteiiendeu  (ileichun^en  io 
Bezog  auf  diese  ver&oderliche  GroMe«  so  erhalten  wir  die  beiden 
Gleicbaogea: 

e    3  CO«  A>      W    8C08Q       u  . 

coeo» — -i-coeil— gg— =8iodco«öf 


-ar=— ""^ — —5  

pCMS— peoa« 


-»-=-»^*^ — — 

tilgt    Führt  wiin  aber  diese  Ausdrücice  io 

dU        siu  B      .    coA  ctt  d  coe  m    coett  d  cos  q 

M  erbäit  mao:* 
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,  au  • 

ssglo^  III    ■       '  ■■■      ■  ■ " » 

Soli  also  diesor  pifferentialquotlent»  wie  es  da«  Mazinraiii  uod 
MiDlmmn  erfordern,  veracbwindeo t  ao  nnaa 

sein,  und  zur  Bestimmung  der  Wiokel  6,  a,  u  haben  wir  also 
die  drei  Gleichungen: 

«>«4*-f  eM<^-f  c«Mö*=  I  . 

oder 

ti  r  tc  ^ 

cos  ö  Hr  pco9  ca  -(-  ^  cos  Q = 0» 

eos6  cos«  cosö  ' 

cos  Ö*  -f  cos  a>*  -f  cos     =  1. 

Für  einen  auf  dem  durch  die  Winkel  c5  senkrecht  ste- 

henden Normalschnitt  haben  wir  die  GleicUungcu: 

» 

^  cos  0|  4- ^  cos  »1 -l-  ^  €08  0|  =0  > 

eos  ^ cos6|  4-  cos  ^  cos  «t  -|-  cos  S  cos  cSi  =  0,  ' 

cos     -f-  cos  (Oi^  -|-  cos      =  1« 
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Vis»  ^''^••^  GleichuDgen  ist,  weuu  6;i'  ei«©ft 

gevHM  Factor  beseicbnet:  ,  . 

co«flk=Ci' (^««»      3  CO«  ») . 

(tu  -\  \ 


Entwickelt  tnai»  nun,  nach  Ausscheidung  de«  FactoM'Ci'«,  A# 
Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  GleichheitszeWien«/  90  «AlH 
im  lör  dieselbe  zuvörderst  den  folgentleu  Ausdruck:  "  /  * 

-jj-5!(p-?)-«"+(?-i'>""+(*-p)"'",'l 

<ttd  irdi  mm 

C08Ö*  =  1  — (COSCÖ*  +  C08Ö*),  ^ 
'  '    '  '  1 

eoa  Q^s  1 — (cos  6'  -|-  cos  m*) 
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und  -   .  . 

ist,  80  wird  voratebender  Aundruck  uoserer su  entwickelndeD Grösse: 

u    V    te  AI  1\ 
+  iä  •  ja  •  J2      — Jiy  (cos     +  CO«  0)2) 

Diesen  Ausdruck  bringt  nian  aber  durch  weitere  Entiviekeluag 
leicht  auf  die  folgende  Form : 

(l      l\u/v       -.w        \/u      ^    t  'w  \ 

+  (si-p)^(5l«o««+||Co»ö)  (j|C08d+~co8»+  ^ceso^ 

»  * 

+  3  ^^S«-5«^c«««coa»|, 


Digitized  by  Google 


*(am  man,  vn 


M  9  ^0 


ift»  0itbt,  daM  dieser  Aoedrack  verschT^indet,  und  daher  nach 
dem  Obigen 


^ ji  -      CO«  o,  CO«  %  +  ji      -  p j  c  w  «1  CO«  0k 


in 


+    (    — ^a)  cos    cos     =  0 


ffieraos  ergiebt  eieb  tleo,  das«  die 

••U*""<^/    6*Vc*"'aV    cn«*'^W  _H 


^co»  $1  +  ^€0^  ^»1  +     cos  a>|  =:  0 . 
coe^i  eoaiDi  coeS|  * 

cos  h\  +  cos  wj  ^  -f  cos  G)i*=  1 , 


C09  0  COS       COS  a>  coa  <0|  4-  co«  &>  cos  U|  =  U, 

■ 

lOMmtiieii  bestehen.  Wenn  also  ein  Nornialschnitt  in  Be- 

Vgmf  den  Krümm aog^haibmesser  den  Fall  eines  Maximums  oder 
fcninms'  darbietet,  so  gilt  «lies  immer  auch  för  den  daraof 
•«ibccht  stehenden  iNormaischnitt.  Diese  beiden  auf  einander 
•«krecLt  stehenden  Normalschnitte,  welche  in  liezithnng  auf  die 
I^^ttogsbalbmesser  Maiina  oder  Minima  darbieten,  wollm 
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aO         ermm^rt:  OMr  m  Krmmmm§      mm  Mmm 

wir  im  Folgenden  ßlr  jeden  Pankt  iuvw)  des  BUipsoMs  Hmf  t«- 

schnitte  nennen. 

Fflr  die  beiden  Hauptscbnitte  Ist  unter  Veraneeeteang  der 
obigen  Gj^^hungen;  ?     ^  ^ 

COiö^      cos  £»*      cos  O^'         *        COg^i^  ,  €08  ©i ^    COS  * 

Weil  nach  dem  Obigen 

COS^I  s  Gl'        C08  O  —  ^COS  C»^ » • 
cos  0»!  =  Gl  ^^COS^  —  ^SStt^  • 


und 

ist,  so  ist 


cos  Qi^  -f  cos  40|*  -f-  cos      =  1 


^cesai-jscosöj  +(^jiCQsw-3Cosai^  +(^^cosÖ-^cosü ^ 
und  folgiieb,  wie  man,  mit  Röcksieb t  anf  die  Gleiebnng 


sogleich  übersieht: 


-sees  0  *f  ücofl  » -s  eoe  ocsO» 
n» 


Ferner  ist 


+  + 


cos  cos  »i*  COSOi* 


«     •  k 
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COS  Öl*  .  cosiöi^  .  cos  Ol 


6  '2  _  _ 

ik9  oadi  dem  Obigeo: 

^  

a^Cü«6^  +  6*C08«*-f  c'co«  (i)*^ —  (wco8Ö    tcosco  +  10  cos  o)^  * 
Aw  den  beideo  GleMiiiigeii 


-    ^co8^+^C«i«  +  ^CdS©aÄ0,     '  ' 

«UtaaD»^weDD  €r|'  einen  gewinnen  Factor  bexeicbnet: 

=  Gl "  cos  6  I       -  jä)  cos  «2  ^  ^  i  -  1^  cos     I  , 

Ct'üon«  { -     oonö*^  (j,  ~      eos    } ,  • 


cos  «0* -f- cos  1      ^  ^9 

COS  -f  cos  6*  =  1  —  cos  »*, 
e««6*  4-€osci*=:l<^CQsc5* 


^=  C/'cosfl  +-^-+~-^)  i  . 

t?  -  4  1       /cos  6*  .  C08(0'  .  coso*\  3 

•  M       _cl       /«>•<•,€••••,  COS Ö»\  , 
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also: 

■ 

foigHch : 

WeU  famer. 

« 

•  /»  l   '  /COSÖ*      COSW*      C08t5*\  » 

-  =cf.'«c««fl  ^  -  (- ,  +     +  — I . 

»   ^  »A™      %  ^  /CO*^  ,  cos  03*  ,  C0S(3*\  , 

-  =  G.  «CO.«  J  3- 

ist»  00  «rhSlt  mao,  wenn  man  diese  GleiqfaDogen  qoadrirt  und 
dann  kv  dnander  addirt,  mit  Rfickslclit  auf  die  Gleicboogan 

M*  tr*  , 

i    ►         '    '  "  I 

leicht: 


Q     ^  —  ^ _  _ ^ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

(ucos  $-^v  cos  (Q-^-w  coa  <ö)* 

I  —  (a^ruN      -j-  ß'cos  CD^4  C*COS(i)*)  (   ■   1"  — 
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geUüUien  Schnitte  de*  dreiaxigen  EUipioids.  33 

»der 

(if  cos  $  -f  ««08    -f  WCOS  Q)* 

=  +  6«co. ««+€»€011 Q« -  cosöf    cJü»^     cos^ö^  ' 

treldte  Gleicbuog  man  auch  unter  der  folg^^iiden  l'orn)  schreiben  kann: 

 1  

COOd*  ,  €08»*     CO» 5* 

St*COB^+6'cOBII»*-|-€^COSQ* —  (||€08<9 -f-  9C08  a  +  t0CO8O)*. 

Daher  hat  man  nach  dea»  Ol  iizf  n  din  heiden  folsfonden  sehr 
iKincrkensvverthen  Ausdrücke  für  die  Krümmuugsiialbiuesser  der 
BanpUcboitte : 

COS  6*    cos  a>*    cos  CJ* ' 
+  €* 

»       ...  •/^W*  .        .  tc"^\|  /COS^  ,  cos«*  ,  C08Q*\ 

ist  alifto 

+  + 

fatgüeh»  wenn  P  seine  aus  Ii.  bekannte  Bedeutung  auch  hier  behftit: 


9 


andi; 


«elebe  sehr  bemerkeosnerthe  Kelation,  so  viel  ich  weiss»  scboit 
Ovpia  gefunden  bat 

Sfittelst  der  beiden  Gleicbuugen : 

Jl      1       1  tt*  c* 

Ttol  XXVIII«  S 
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i  1  1 


kann  man  die  Krümimin^shalbinesscr  <lrr  flanptsclinitte  in  dem 
Punkte  (iirtp)  bloss  durcli  die  Coordiuateu   dieses  Punktes  :ujs 
drücken;  denn  wenn  man  die  lii'iden  vorstehenden  Gieichungeo 
Bsch  einem  alls^emein  bekannten  Verliakren  auflöst,  so  erliAlt  IBM 
dl*  beiden  folgenden  «ehr  merkwArdigen  Aeedrfieke: 

1     ^  •  i         tt'  tc* 

1         ä^^b^^d^         o«  +  i«+c« 


M 


I 


III  r«  fo* 


Wir  wollen  nun  zunächst  auch  den  zweiten  Dtffereiui alijua- 
ti*  fitm  von  l)  in  Be/ui^  auf  $  als  unabhäiis^igc  veränderliche  Cir<V,s© 
eiituickein,  mit  Hiicksicht  daranl',  dass  der  erate  Differenüai(|ao* 
tient  fereckwindet  Nack  dem  Obigen  uil 

uA      1  >    i   1      1       _         tr  1  r 

V  w 
2^caä  (i>  —    cos  ü) 
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P        _  tr 

__  ^ 

Cmb  f  V         _      fr  \       vasw  /"w  u  \ 

.   COiSC)      U  V  ^\ 

Der  Uifferentialquotient  der  ürösse  auf  der  rechten  3ette  de» 

— "«^"""V  ■*■  ~5*"      ■  ?S  i'  ~W  ) 

Nniitaber  oach  dem  Obigeo: 
«0  c       _    fr  cd  r 


tki,  wie  man  leicht  findet: 


P  "ä5 — 3*n5S"=^i» — r   «woo.6f, 

II*  ip* 

IT   .         u  BcoBfd            a*^b*  c* 
^^Mad--^.-3j-    =7  ^ifi6co«(a, 

TäCO«  {i>  4  cos  (0 

IC« 

tt   dcoso      r  a**     6"*  C* 

^ — gg-  smöcosü; 

cos  cos  (D  ^ 

mtuk  die  Gteidning  • 
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^CO«  cos  «  +  ^  CÜ6  d)  =  U 

SU  beachten  hat;  also  ist  die  Summe  der  drei  leUteo  Theile  dei 
ofaigei  DifferentialqiiotieQteo: 

m 

a*  cl*      ,  ^ /cos  6^  .  CO»»*  ,  coKo2\ 


Die  8amme  der  drei  eretea  Tbeileiet,  wiemao  aogleich  uberaielii: 

— «inö  :  — , 


©       _  w 
cos  dl  — >    cos  » 


die  aacb  II. 


.  i^u^ cos    -|-  6^  cos  ca*  4-    cu s     — (« cos Ö  i-  tJ cos  iq-^-w Cos d))* 

a*6^*  f  p  CO»  ö  —  ^  coa  » J 

« 

oder,  weil  nach  dem  Obigen 
'  e^eoa^^-f 6*coa  cD*4*^co8S*^(»coa0-|'ecea«  -l-wceaS)* 

 1  

cosÖ*     cos  £a*     cos  tt* 

iat: 

aind 


Mit  Piii  k^iclit  dariiul  ,  dass  der  eriste  Uifferentialquotient  von  ü 
Yerscbwiodet«  ist  aUo: 

1 


3öi=77— — \^       V    +  *•  +     y  L 

(  l=cos(i)-~^cosw  I  J  I 
V6»        e"      /  /       ,  e> ,  ip^^^coae* .  coa«* ,  coaS'y 

a*  ^  6»       c«  /i 

Bezeichnen  wir  nan  den  Werth,  welchen  U  erhalt,  wenn  juari 
4i>  «1*  ^1  ^ür  ^»  fOt  ü  setzt«  durch  U^,  so  ist  natürlich  eben  so: 
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ftUUttea  ScAnUtt  den  itreiaxigtn  EMptotäf. 


ST 


.  1  ______  , 

(isCOdÜi  äCUSOi)*  1  I  ' 

^  /  CO.ÖI»    co.B),a    CO.«,»  ^ 

■her  nach  dem  Obigm 

cos fl^cos cos o*     „/'co96f*jCoso»* ,  cosu^'X' 

.  CO«  fi>*  .  cos    1^  COÄ^i*      C08l»i^     COSOj*   I 


1 


^•roer  Uil  bekaoutiich 


P^RR^ 


«?*\  /co«         cos  fl»*  cos 


j.        /cos cos  Wi'*  ,  cos 
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Alto  ist  nach  dem 

Hferauft  sieht  man, 

inner  eDtgegeogeeetiCe  Vorteichen  habee,  and  daee  daher  innei 
der  «Ine  der  beiden  Krflmmungsliaibmeaeer  ein  Mannnii»  dei 
anddre  ein  Mtninam  iet  HVenn  ll>i^  ist,  so  bt  Ü  ein  Mlni^ 

nam  und  Ui  ein  Maximum,  also  Ü  ein  Maximum  und  Hi  eir 
Miiiirmtm  Weriü  R  ^  Ri  ist,  so  ist  U  ein  Maximum  und  Uj  eii 
Minimum,  also  R  ein  Mininnm»  und  ^|  eiu  iMaxlini] m.  Also  iül 
immer  der  irriissere  der  KriininiunifshalhmeSsser  der  beiden  Haupt 
t^ehnitte  ein  ^laximuro»  d«r  kleinere  ein  Minimum,  woliei  man  nui 
niclit  unbeachtet  an  lansen  hat,  dass  das  Maximum  und  Minimom 
bier  Innner  In  den  aus  der  Differentialrechnung  bekannten  SiniK 
SU  nehnen  ist.  Analyliach  Icann  man  daa  Kriterinm  den  Maxi« 
mnns  and  Rfinlmama  anf  folgende  Art  avadrffnl^en:  ^ 
Jenacbdem  die  Grösse 

1  

(M^  ir^\  /cos^^    cos  o)*  cos 

liosithr  oder  negntlr  iat»  ist  K  ein  Maximum  nnd  ein  Hfinimam, 
oder  B  ein  Minimam  und  Rt  ein  Mazimnm. 

Um  nun  noch  die  Lage  der  llauptscfinitte  im  Allgemeinen  sc 

bestiuimen,  int      nOtb^,  die  drei  Gleicbuogen* 

H        .      r  IV  _ 

Or  ilr  C* 
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ra  Bemg  auf  i^,  to,  (3  als  unbekannte  <iri>.sseii  aufzulösen.  Zu 
dem  Eode  stelle  man  die  zwei  orstea  dieser  drei  Uleichuogeo  oiif 
lilgOBde  Art  dar: 

n  V  w 


DiBB  wt»  wenn  Cr^  oineD  gewiooeo  Factor  bezeicbiiet: 

eoa«^6,i (^^, - coa»--,  - ^^^coaÄI, 

_        ,ttYl     1\  «  »/l  IN 

««»=^atj4(5t^^^cosö^^,  -,(^-,-j,^co.*|; 

alio: 

'  =-^4» 

MuiUplidrt  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichhaitszeichen  und 
babt  auf,  was  aich  aufheben  Ifiaat»  ao  trb&ltinao  aor  Baatimniung 
voa  Cpf  die  folgende  Gleiebong :  - 

w^/l     INA    l\  fl  M 

adcbe  aber  durch  laaitare  fiatwiciLeJiiiig  «egleieb  aaf  die  feig  wie 
ffim  gebradil  wird: 


1 

]  1 

] 

«2 

M 

ü 

-)(--- 

^0. 


Durch  Auflösung  dieser  Gieicbuug  des.  sweiteu  Grades  erhilt 
HMD,  weno  der  Kürze  wegeo 


4 


^or-L  JL^/i- 


gesellt  irird: 

Ü  +  v3 


6»  = 


2<£ 


Hat  man  aber  mittelst  dieser  Formel  gefnndeo,  so  lasseo 
sich  $,  o«  Q  auf  verschiedene  Arten  finden.  Denn  nach  dem 
Ohlgen  bt  s.  B. 
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§§Aildeten  sctmiUe  des  äreiaxigen  EUipsakU, 

aUo,  wenn  mau  der  kürze  tvegeo 
setzt : 

cos  ta  =  xcos d>   cos  c$  =  icoa B ; 
folgpcli»  uegen  der  GletcBuiig 

Bui  Ikzieiiuog  d^r  oberen  uod  unteren  Zeichen  aui'  einander 

Auch  Iii  nach  dem  Obigeo: 

Cosas —  1  1 — ^C08  Ö, 

^«  weno  DiaD 


■ 
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folglich  auf  ähnliche  Art  wie  votber»  mit  BeBiehang  d«r  obrnn 
und  aotercD  Zeichen  aaf  elnAeder: 

1 


^1 

CMOS 4-       —   '    ■  f 


Oh  man  io  diesen  und  den  vorhergehenden  Formeln  die  obe* 
ren  oder  unteren  Zeichen  nimmt;  ist  an  sich  ganz  gleichgültig, 
da  man  dadurch  doch  mv  «ln#  dmch  den  Pnnkt  (mtw)  gehende 
gerade  Linie  erhiit,  wogegen  aber  wobi  kanm  noch  beaondeis 
daraof  liingewieaen  an  werden  brancbt,  daaa,  wegen  des  doppel* 
ten  In  dem  Anadmcbe  Ton  G2  vorkommenden  Zeichens ,  diene 
Grosse  immer  zwei  Wertlic  liat,  die,  wie  auf  folgende  Art  leicht 
gezeigt  werden  kann,  beide  reell  sind. 

Man  fiberalebt  nimllch  leicht,  dase  die  oben  durch  V  beielch- 
nete  GrSese  jederselt  positiv  Ist  oder  verschwindet,  welcher  iets- 

tcre  Fall  offenbar  immer  eintritt,  wenn  die  Grössen  «,  6,  c  alle 
drei  unter  einander  ^rleicli  ^ind.  Sind  daireLien  nur  zwei  dieser  ürüi}- 
eep  einander  gleich»  etwa  b  =  c,  so  ist  nach  dem  Obigen 

also 

I       l  1       1  «D^ 

« - 51)  ^¥ 

nnd  daher  fiosttlv.    I^nd  «ndlich  die  GrSasen  a,  6,  e  alle  drei 

unter  einander  ungleich ,  so  wollen  wir  annehmen,  dass 


1  11 

sei;  dann  ist 


iji  <  fts  < 
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ü-i)(i-i)<«. 

and  da  Dun 

kt^mtmtl^  offenlitr  Mch  io  diesM  Falla  tt9iB  positiv. 

Wean  ich  auch  dio  vorhergehende  AliftSeong  der  drei  tilei- 
fheogtti 

-m  COS  Ö  +  X*  COS  ca  +  -s  cos  (•>  =0, 

^COS WCOSÜ^-  ji^^-r- ^ jcOStüCQSÖf -^(^-i -  ^ ^COSÖCÜSCÜ 

=0, 

COS  6^  +  CO«  fa"^  -f  cos  1 

4ie  zugleich  eiiier  allgemeineren  Anwendung  (ähig  ist»  für  beson- 
nt eiolacb  und  elegant  halte,  so  fulirt  dieselbe  doch  nicht  zu 
ptt  s\mmelTi%cb  gebildeten  Formeln,  und  ich  H'ill  daher  jetst 
Mch  eine  andere  AufldsuDg  der  drei  ebigee  CMchangeo  geben. 

Die  beiden  ersten  CiieichuDgen  kann  man  unter  (Ur  toigeodeo 
F«m  darateUea: 
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U_       V     €OSm      W    C08Ö   ^ 


und  bestinimt  mao  Dun  ans  dimeti  beiden  GleichoDgen  saets 

mittelst  eioer  leicht  anfmlOeenden  quadratischen  Gleichung  dei 

cos  C9  cosS 
Brach  — ^  j  und  dann  den  Bruch   ^  mittelst  der  Formel 

cos  6  coH B 


cos  O  / U        V      CU8  (o\  ^ 

cösö     "^i  vi*       *  cosö/ ' 

so  erhält  mao»  wenn  der  Kürze  wegen  jetzt 

Va*    6VU*  cV 
Koiietst  wird,  leicht  die  folgenden  Aut>(irückc: 


cosd ' 


cos 
cos  6 


in  fleiien  die  oheren  und  unteren  Zeichen  sicli  auf  eii*aiidt;r  be» 
ziehen.    Setzen  wir  der  ikürze  wegen 


*)  DiMofte  OfitM,  walehe  TorlMr  iofch  6  fcwwlclunt  «ndt.  A  Ut 
hier  der  henerei  Syninetvie  mit  den  fvlgcodea  0  weges  gewihic 
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geMäeien  üchtUite  dei  ärekuigm  EUipsoids*  45 
«0  ist  mit  Üeziebung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  aufeinander: 

Mittolat  leichter  Recinmig  6o«Iet  man  aber: 
Mmt  Isaiuii  inao  auch  aetaeo: 


launet  mtt  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicben  aut  ciitander. 
Setieo  wir  aber 

»•/I      1\  »e*/! 


•a  iai,  wie  laicht  erhellet: 

»        5— r  cos«        >  4^  r 


cos 


weil  ano 

coa0*= 


1 


i*t,  so  ist,  wie  man  leicht  lindet: 
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WO  wir  aus  leicht  ans  dem  Obigen  erskhüichen  Grfioden  diese 
ÜMinn»  nicht  opeli  mll  deppeitan  Vomichea  geDammeD  haben. 

Entwickelt  man  aber  die  GrSuse  vnter  dem  Wnnelaelchen  Im 
Nenner,  ao  findet  man  nach  verschiedenen»  an  sich  keiner  8chwl#< 
rigkeit  unterliegenden  Tranafonnationeo,  dai«»  dieselbe  auf  den 

folgeudeo  merkwürdigeo  Ausdruck  gebracht  ^^erileo  kann; 


so  dass  also 


COS0  = 


U     V    w/l       l\  ^ 


COSM  = 
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cm5  » 


Natörlich  kiinnte  man  durch  blosse  Vcrwechseliini;  der  Buch- 
Ktjib«n  für  Goscüinid  cosö)  leicht  i^anz  «'ihnlich  i;estalt(;tc  Formelo 
«ri«  für  cos 6  angeben;  dann  würde  aber  immer  noch  eine  beson- 
dere Unter8ucbuDg  über  die  Beziehung  der  Zeichen  in  den  For- 
mIo  för  cn8  0,  cos(o,  C08O  nothig  sein,  die  sich  aber  nicht  ohne 
ebife  WeitlAuigkeit  anstellen  iMsen  dürfte,  vreehalb  dieeelb^p 
m  dteser  Abbandloiig  nicht  eine  zu  grosse  Ausdehnung  so  geben« 
ftr  jetst  unterbleiben  mag,   da  (li<>  obigen  Formeln  zur  vSlüg 
usweideotigenr  Bestimmung  der  Winlcel  0,  lo,  c5  in  allen  Fftllen 
in  der  Tbat  TolUtfindlg  binreicbeo,  wie  durch  das  folgende  Bei* 
»piel  Biber  erläutert  werden  wird.    Uehrigene  bitte  ich  die  in 
eiMB  der  nieheteo  Hefte  erscheinenden  gans  allgemeinen  Unter- 
•ecfcnagen  über  die  Fliehen  lo  vergleichen. 


iF. 

Das  i^otations- Ellipaoid. 

wir  die  Axe  der  z  als  Drehuu^aie  annehroen,  so  ist 
im  \  "rhert^eheuüüu  a  =  ^  zu  setzen*  Dadurch  wird,  wie  man 
leidit  liodct; 

wir  liSnnen  alao 

Nehmen  wir  non  invOrdevst  im  Ohig«n  die  oberen  Zeichen» 
an  M: 
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und  die  Grösse  unter  deni  Wurxelzeichen  in  den  Nennern  dt 
obigen  Aueidrucke  von  C08     cosa,  i^o^ü  itfi,  wie  man  leicht  finde 


also  ist: 


cos  «9= 


oder: 


Weil 


eo«o==:    —   — .» 

COMC»=  ,  


ist;  so  kann  man  auch  setzen: 

C080  —         ,  r::    , 

Cl>0<lll=:       j  ■  

cosc»=  —  >^  -—    -   . 
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0§Hi40Un  SckniUe  det  äreiaxifien  liiipsaids.  49 
Nthmeii  wir  feroer  im  Obigen  die  unteren  Zeichen»  «o  iai: 

und  (iie  (iriisse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  den  Nennern  der 
oi»igen  4u«<irüci^e  von  cobO,  cQ»a,  co«Q  isd,  wie  man  leiciit  findet; 

II«  w*  if*+e^/l  ! 


AJko  ist,  wenn  wir  die  Werth«  von  6,  cd,  ü  jetzt  durch  6|,  «i» 
tt|  beseiclMien:  ■  <' 


*  ■ 


gi  SS— = — ^ ,     co«oi|:=  7^  _r.     eoec>)|  =11. 

Vii«+e«  ^  V^i?^^* 


BtiraMitilch  ist  Mch  dem  Obigen 


a«  + 


iIm        wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  ieicht  findet: 

+c*7  


we  MMi  bei  der  Entwiekeliiog  dieeer  Formet     beachten  bat,  daae 

■ 

Eb— f  Ut  naeb  dem  Obigen 


Cüs^j*-f-C08«H*  COHÜj* 

 o*  +^3^- 


^  wie  man  nitlelfit  dee  Obfgeii  lelcbl  fodel: 


f 
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Mittoitt  leicliter  Recbnvig  findet  mao,  weil 


Ut: 


und  weil  nun  bei  dem  FJlipsoid  fc*— ir^  nie  net^ativ  sein  kann»  00 
bat  U'^Rx  gleiches  Vorzeichen  mit  — o*,  worads  sich  nach 
daaijc-waa  in  iü.  bewiesen  worden  \»U  Folgendes  ergiebt; 

Wenn  o>c  ist»  ao  Ut  ^  ein  Minimum  und  ein  Maximum; 
wenn  dagegen  a  <  e  bt»  m  lat  i2  «Ka  Maxhnimi  «ut  i2>|  ete 
Mioiiiittin, 

Ea  klar,  da<!8  es  im  voriie£;euden  Falle  ?eratattet  ial^ 
•sO  an  aetaen.   Dadurch  erhftit  mbi 

a*?p  „  _  cht 

eo>6^    i   ,  ^"=>    cosw:=-;U,    cut»(«}=  — 


tMßi^Of  coaa|=:i:l,  coaQisO; 
Äi  =  a«(^jj  +  ^^  =  3  

Atoo  iat 

1        1  «4^,6 


Ana  den  in  III.  flir  daa  allgemeine  dreiazige  EllipsAid  bewie- 
aeaeo  Relationen  ergiebt  aicfa,  weuu  man  a^ö,  v=^U  aetit: 
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2^  1 

1    1  __  g^'c« 


wd  nitteUt  leichter  Rechnuog  lässt  «ich»  wenn  man  nur  die 


fctrtcksiehtigft,  «eigen,  daee  die  venteheodeo  Relatieneo  ie  der 
Tfcit  velMbi^      des  obigen  fibereioeHnBieB. 

(Re  obigen  Resnltafe'  wird  man  rticluilcliüicli  der  Lage  der 
Htoptechoitte  leicht  geometrisch  za  deuten  verstehen,  was  ich 
daher  hier  nicht  neiter  erläutern  will. 

Ei*en  so  unterlasse  ich  det  Kurze  wegen  die  keiner  Schwie- 
rifkeit  miterliegende  Ableitung  noch  mancher  anderer  merkwürdi- 
eer  R^lafloDcn  aus  dem  Obigen,  weil  dieselben  dem  gröflsern 
Theile  nach  von  anderen  Schriftstellern  schon  filr  Flächen  ölier- 
bapt  bewiesen  werden  sind. 


4' 
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n. 

■ 

Ueber  die  Segmente  der  EUipee  and  Hyperbel ,  des 
EUipsoideft  and  des  aweitheiligen  Hyperboloides. 

Tob 

^        Herro  Franz  Unferdingery 

iiotMUf  ntdmaBf»«  Ciltfototor  im  k.  k*  |p»  äMitaim 

ra  Triett 


1.    Die  Ellipse. 


1)  BeMshfeibt  mu  mn  den  Pimkl  O  (Taf.IL  Fig.  9.)  ab  Mil- 
telpaokt  Bwai  Ellipsen  AAi  ond  Ä*A\9  deren  bomeloge  HsUmubsd 
OA^m,  OA'=a^  ond  OB^b,  ORssib'  die  geraeioaehaftiichen 

Richtungen  Ojt,      haben  and  lat  a=Aa',  6s=A6',  A>1,  so  daaa 

die  Axen  beider  Ellipsen  in  Proportion  stehen,  so  ist,  wenn  wir 
O  tnm  Anfangspunkt  der  Coordin.iteii  y  und  Ox,  Oy  zu  Coor- 
dinatenaxeu  wähloo«  die  Gleichung  der  Eilipae  AAi^i 

und  die  GleichoDg  der  Elllpae  A'A\i 

und  die  Ellipse  (2)  ist  wegen  der  Keditigung  A>1  TOQ  derElüpae 
(I)  nmacfalossen.  Sind  Xi ,  yi  die  CoordioateD  eines  Punktes  M 
der  inneren  EtUpse  (2)>  no  daaa  anch 
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äm  JMe^MMt  wiä  des  tmHUMtgem ^pperMaUtit.  03 

»0  bat  mao  aU  Gleicbnog  der  io  dieaea  Ponkto  barabrendwi 

'  LNi 


(4  =-.^\;r+ 

3f  % 


DiM,  an  die  laoere  EUipee  geMgeoe  Taugente  LN  sehneidet 
M  dtr  ineseren  Ellipse  AAi  ein  gewisses  Segment  LitN  ib, 
damn  GrOsse  Im  Voraus  als  eine  Function  der  Coordlnaten  xi, 
9i  te  BerOlirungsponktes  M  an  betrachten  ist»  und  weiche  im 
ISidirolgeoden  bestimmt  werden  soll. 

Za  diesem  Zwecke  suchen  wir  sunlcbst  die  Coordlnaten  Lm, 
Lf  md  iVx,  Np  der  Punkte  L  und  N  an  bestimmen,  fai  weichen 
fie  u  die  innere  Ellipse  gezogene  Tangente  (4)  die  äussere  El- 
%w  (1)  schneidet  Elimioirt  man  aus  den  GleichuogeD  (2)  und 
(4)  die  Ordinate      so  ergibt  sich  leicht  die  Gleicboog: 

ttoj  wGüo  man  oach  x  entwickelt  uod  ordnet: 
«Dd  beraos  mit  Racksicht  auf  die  Gieicbuog  (3): 

weti  ai»er  nach  (3) 

i*t,  so  geht  die  Gleichung  über  io : 
(5)  (x-;ri)«-(A»-l)  :=:a 

KftWunebi  dieser  Gleichung  sind  die  Abedssen  I,,,  «ler 
I^BcbschDitte  L,  N,  nod  zwar  ist: 


Im  die  zogeburigen  Ordinaten  zu  finden,  seteeo  wir  diese  Vfertbi 
tmx  'm^  Glelcbnng  (4)  und  erbaUen  sofort: 
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4^1 

• 


Durch  die  Gleichungen  ((i)  utid  (7)  ist  nanmehr  die  La^e  der 
Fnnkte  L  und  N  auf  der  äusseren  £llipse  AJi  voUkonuDen  be- 
stimmt Aus  dieM^i)  toi^t  juuiä(b«t 

w  «1= — 2 — *  yi=«-^^» 

woraus  Iranrorgebt,  dass  der  Berdhrangspunkt  M  stets  im  Hit> 
tslpnokt  dar  Sthne  AAT  liegt 

Ziehen  wir  oun  an  die  äaaeere  Ellipse  AAi  eine  Tangente 
7^,  welche  zur  LN  parallel  ist;  sind  u;  t/'  die  Coordinateu  des 
Berührungspunktes  M',  ao  ist  die  Gleichung  der^eilieti 

•oll  dies«  Germie  mit  jener  LiV  parallel  sein,  so  mOssen  nseb 
de«  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  CoefBcienten  der 
Glieder  mit «  io  beides  Glelchuogeo  eisander  gleich  sein»  d.  i, 

«sfl  ^'  dift  Ceoidliisie»  e&ss  tahtas  4mi  Blipse  (1>  sis^, 
so  ist  asch  • 

(H) 

iMd  e#  küaoen  sonach  aus  den  Gleichuiii^oo  (JO)  und  (11)  die 
Coordloatoa      ^  de«  becthiuogspupktee  immet  betecfanet 
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4n  mß§9kkt  UMä  stet  mtHäiMgßm  BgpfMomiä.  fift 

Im.  lo  der  Th^U  weil  oedi  (10)  eo erbift  dmiii dtircb 

^bctitolioo  in  (11) 

S+^^V^=*  »Oer  *^(^V^)=V'  **=**«i*! 
■idÜB  wird 

Weil  Mcb  (10)  immer    =     «eto  muM,  so  betleben  eldi 

die  eetereii  nod  obeieii  Zeiebeo  auf  einaader  oed  ee  gibt  eenacli 
aaf  der  Eliipee  AA^  immer  swel  Punkte,  deren  Tangenten  mit  der 
ffgebenen  Rlebtung  LIS  parallel  lanreo.  Wir  wSblen  von  beiden 
Punkten  denjenigen,  dessen  Coordmateo  x^^  ^'  mit  Jenen  X|,  jfi 
einerlei  Vorzeichen  haben,  d.  b.  wir  setzen 

(ö)  af^^h^.  lf^^i>^v. 

§0  (his.s  also  die  bilden  ParaHfleti  LtlS  und  Ti  in  Bezug  auf  den 
AulaiiL'S|>u[ikt  O  atif  derselben  iseito  fielen  und  das  zwischen  Ihnen 
liegende  eüiptische  Segment  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  nicht 
entbUt. 

Aus  den  Gleichungen  (12)  folt^t  i»ach  Elimination  vun  Ä,  x'ty' 
=:Xi:yi.  mithin  liegt  der  Berijhriin(;.spunkt  M'  auf  der  durcb  den 
Lr«pruug  U  und  durch  den  Punkt  M  gezogenen  Geraden  OM' * 

Denken  \\\x  uns  zwischen  die  beiden  Fllipsen  AA^,  A' 
etoe  dritte  LlUpi»e  bee^chriebeo,  welche  ebenialls  ihren  Mittelpunkt 

bi  O  ond  Hwe  Halbaxeo     nnd  -g  auf        and  Oy  hat,  wobei 

al«»o  A  zwischen  1  und  /i  liegt,  (l^ii^vA)«  aiebt  man  an  diene 
Elüpee»  deren  Gleichung  ist 

^    e*  1 

nr  n  paraflete  Tmg^te  In,  nnd  eind       fi*  die  Ceordl« 
BeHlbningepttnktes»  so  ist  die  Oleicbung  derselben 


nsd  man  bat,  dn  die  neue  Ellipse  (13)  lu  jener  (1)  in  derselben 
Besiehung  steht,  wie  die  Ellipse  (2),  indem  man  in  den  Gieichun* 
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1^  Omftr.4iuM^r:  lieötr  die  ücgmeuu  ä€r  JSiUgu  tu  MiHf^rM, 
geo  (6),  (7)  und  (12)  die  Verbältaiamlil  k  fttoU  h  ß^Ui  and 

wenn  wir  mit  /x>  and  n^»  %  die  Coordinaten  der  Darcbschnit^- 
paiikte.it  U&4in  bezeichnen.   Aus  den  Gleicbuugen  (15)  folgt  aucb 


folfKiteb  llagt  der  BeriIhruDgspiiDkC  (^r^',  yi')  anf  der  Mitte  m  der 
Aebne  Iii.   Aus  den  iwei  letsten  der  Gleichungen  (15)  aber  folj^t 

:  f/, '  =je;' folgikli  liest  der  Puijkt  Vi  )  auf  der  Gtrafitjn 

OM',  welche  letztere  daher  die  Sehne  In  in  ihrem  Mitielpunl^ta 
m  durchfidineideL 

bt 

die  (ih-ichung  irgend  einer  Geraden,  8o  ist  bekaootlicb  der  Ab* 
stand  P  des  Aofangapanktea  O  von  deraelben  darch  die  Glei« 
cbmig  gi^geben: 

B' 

worlD  dae  Zelehen  immer  ae  gewftlilt  werden  maae,  daaa  der  Ab- 
ataad  P  positiv  wird.  Beaeicbaeo  wir  alao  mit  p  und  die  Ab» 
«tinde  dee  Aataagapttnittea  tob  den  parallelen  Tangenten  (9)  nnd 
(14),  so  ist 

(17,  p=   

^  1  aH^ 
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(U  vermöge  der  Gleichungen  (15)         j-,  ^|'  =  ^  i«t, 

■ithip»  w«nii  wir  den  AlMtand  der  beiden  panületen  Timgeoteii  kk 
ind  Ti  mit  if  beseichnen,  so  iet 

M  deae  also  der  Abstand  ^  alu  eine  Fanctioo  von  k  eraebetnt 
Beraas  wird  der  Abstand  q  der  parallelen  Tangenten  LNvnA  Ti 
IffiiodeD»  wenn  man  ks=ik  setat;  es  ist  also 

(30)  9=^^.//. 

Wenn  wir  jeUt  die  VcrhHltnii>8zabl  k  aU  variabel  betrachten 
uiiiJ  diej^e  Cirwssp  nach  unti  nach  alle  Wcrfhe  von  1  bis  h  anueh- 
racD  lassen,  so  wrrflpn  die,  «hirch  die  Cil  i«  liunii  (14)  dargestellten 
Tan!;enten ,  welch«*  den  anf^  inaiidt  i  ltilm;ndcn  Ellipsen  fl3)  ent- 
sprechen ,  das  zuisrhrii  den  Tangenten  LN  und  Tt  t'iitliatteiie 
Ne.;meiJt  in  eine  unendliche  Anzahl  von  Streifcu  zerlegen  von  der 
Breite  dq' .  Oer  lohalt  eines  solchen  Streitens  ist  das  Differf  nzial 
des  Inhaltes  des  Segmentes.  Bezeichnen  wir  dieses  ietatere  mit 
dF  nnd  den  Abstand  In  mit  12,  so  ist  also 

sder  weon  man  swiscben  den  Grenten  0  und  f  Integrirt: 

N«a  Inl  aber  offenbar 

sdar,  w«il  um  den  Gleldniiigen  (15) 

2  V  it*- 1  ..1'^  =  .  ^ , 

^          6«t'      Vi*— 1  ÄJt' 

ifc     Y  "p~  +  "J?^=^~i    ■  oft 
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FanMr  l»t 

folglieb»  w«on  mmn  dim  Warthe  in  das  lotegralo  (//)  aiiiwtitiiifi 
dHe  eoiistefiteii  Th«ile  tot  da«  fntegrslteicltefi  «etit  omi,  den  Ao> 

forderuiigen  der  Gleichung  (19)  entsprechend»  die  lutegratioiui* 
grenzen  0  und  q  \\\  jene  1  und  h  umsetzt: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (17) : 


nach  den  Lehren  der  Integralrechnung  ist  aber  bekanntlich: 


Vl*^  I 


•lao,  wenn  maBl  dlaaea  Integrale  xwiacheo  den  Grenaee  I  und  k 

niiiiuit: 


—JE» — .itt=4«ArcCo«j  3p— W 


wird  dh  ^er  Werth  de-«'  bestinnnten  Inte2;ra!«  in  ohii^en  Aufdruck 
för  den  Fiächeiirauin  F  substituirt,  so  erhält  man  endlich: 

(22)  F««6.jArcCo»y— -^-jp — 1; 

der  Flächenrauiu  i  i^t  aUu  von  den  Coordinaten  J'i,  yi  des  Punktes 
M  unabhängitr.  foltrlich  für  alle  Pnnkto  der  FJlipse  (2)  con- 
i»tant  —  Nach  dem  Obigen  gilt  nunmehr  ioigender 


1.   Lehrsat  a. 

Stehen  die  g  I  ei  chii  essende  n  Axen  zu  ei  er  conrentri- 
acher  Ellipsen  in  Proportion«  so  schneidet  jede. an  die 
innere  Ellipse  gesegeoe  Tangente  von  der  ftuaseree 
£lllpae  Segmente  von  constantem  Inhalt  ab  und  des 
▼e«  der  Ivseeren Ellipse  hegrenateStaelc  der  Tangente 
wird  stete  dnreb  den  Berttbrnngspenkt  halhirt 
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A*B«Tlt«n||«  DieMT  LalirMU  hano  auch  dmh  die  Litkf* 
v«a  den  Projeetioiieii  iMwtoMii  werden ,  weil  die  beides  EIHpeao 
ale  die  Projeetleiien  sweler  concMitriecber  Krelee  betracbtet  wer- 
ft 

dto  küooeo»  dereu  liadieu  a  und     tdod  und  deren  gemelDechafl» 

Ue  EbeM  cer  Projeetioiis- Ebene  opcer  eipen  Winlcel  geneigt 

iet,  der  ^  sen  Ceeioos  bat   Es  iet  jedocb  dieee  Metbode  der 

BeweiefllbntDg,  welcbe  leb  bier  In  Kfflne  erwftbete,  amgangeD 
frordeo,  weil  sie  auf  die  Hyperbel,  Dir  welcbe  epäter  ein  ibnlicber 

Satz  bewiesen  werden  soll,  nicht  an^^ewendet  werden  kann  uud 
dadurcb  die  Gleicbfciriuigkeit  der  Darstellung  Terloren  gebt. 

9)  Jeial  wollen  wk  nocb  dee  Sebwerpnnkt  elnee  eelehen 
elliptieebeB  Segmeetee  *ao  beetimoien  eneben.  Wir  bedienen  nne 
bie«  det  bekannten  Glelebangen 

wobei  X  «nd  F  die  Coordloaten  dee  Sebwerpunktee  des  FlSchen- 
rauias  F  nnd  x/,  ^i'  die  Coordinatcn  des  Scbwerpuoktes  des 
DiffereuziaUi  dF  bezeichnen,    in  dem  vorliegenden  Falle  ist 

:c^»dF^xi*Bdti=^'li^    ^  4k» 

dFz=z^{Rdq'  =  2fl4y ' ^^''^ dk ; 
BMtkiii»  weoD  maa  von  k^l  bis  k^h  iotegrirt»  so  bat  aians 


Nno  iet  bekaantlieb 


j 


setal  HM  diesen  Werth  dee  beetlnimten  Inttpnls  in  die 
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Glelcbungwi  vad  mgMch  filr  F  §rinm  Wcr^  wo» 
so  bat  nan: 

o^i  ArcCos  j-  — }  J[s3aA«' .  — -  • 

a6t  Are  Co«  j  p — |  2a6y' . —         '  i 

«nd  hietmiMi  folgt: 

(23) 

i'*^»  I   IT—  1   " 

IFArcCooj[-VK=I  *  Ä»ArcCos  ^  - 

ir— 1  1  — -—  •i-=f*  1  »j^i. 

Seilt  nmm  dor  Kflne  wegon 


(34)  = 


2  V^(jp::riy« 

00  wird 

(25)  -*^=  S'     *  "^Ä* 

mitbin  ist 

und  wenn  iiiiii  diese  Werthe  von  ^'  und  y'  in  die  Gleichung  (II) 
setzt  uüd  dann  durch       dividirt,      erhalt  luaii:. 

die  SchwerfniDirte  dor  Segmeoto»  welche  den  Torsciliedeoen  Piiiik* 
ten  (:r'3f')  oder  betlebungsweloe  Jonen  (jr^,      entoprecheii,  liegen 

also  auf  eioor  concoiitrlochen  Ellipae,  deren  üalliazon  ^  uod  ^ 

hiii<l  :  die  Glt  i«  1) nnc  (26)  bejReiclu.ut  sonach  den  ^eomelrischen 
Ort  der  Schuerininkte  aller  Set;n)ente,  u.I  Ih'  Uuich  i)eliebigo 
Tangeoten  LiV  der  innereo  EUipoe  A'Ai  vou  der  äusoereo  AA^ 
lA^geidmitten  weideoi 
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ätt  EUipsoideM  und  des  %weitheiUgen  HuperboUrtdei. 


61 


Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (25)  die  VerhSitniNSzahl 

B,  so  erffibt  sich  die  Proportion:  x'  i^'=-X'.  F;  der  Schwerpunkt 
de»  dem  Punkte  {^'y')  entsprechenden  Se^entes  liegt  also  auf 
der.  dnn  fi  Hm  Ursprung  O  und  durch  den  Funkt  (jr'j/')  gehenden 
Gerätieo;  er  liecrt  aber  auch  auf  Her  Ellipse  ('26),  folglicb  liegt  er 
ia  UurdMchmU  dieser  Geraden  mit  jeuer  kurve. 

3)  Die  bisher  abgeleiteten  Formeln  zur  Bestimmung  des  1  lä- 
cfaenraumes  und  Schwerpunkten  gewisser   elliptischer  Segmente 
kunoen  auch  gebraucht  werden,  um   den  f      lienraum   und  den 
Sfhutrpuükt  eines  Segmentes  zu  bestimmeo«  welches  eine  belie- 
bige Gerade 

vfb  4er  EUifise 

•Mitidet  Betrachtet  mn  die  Gende  <27)  »U  Tangente  einec 
EJipte»  deren  Ualbaxeo  j*  *  {'  aind,  und  sind  j?| ,  yi  die  Coordl^ 
ftttaadaa  Berflbmngspunktes«  so  dass  auch 

«0  moÄs  diese  Gerade  mit  jener  (4)  uothweodig  identiach  sein. 
Hso  bat  also 

  *--  +  i4'yi' 

wotias  leicht  felgt:" 

setzt  man  diese  Werthe  von  xi,  in  die  Gleichung  (28).  so  er- 
halt fflao: 


6* 

jpjÄ— +  Ä  oder  6«=:-e*iiS4.A>^ 

aiAio 


Ua  aim  6,  il,  ^  in  den  Gleiehongen  (1)  und  (27)  der  fii« 
Bpie  ud  der  Geraden  gegeben  aind,  ae  lat  anch  k  bei^annt  imd 


CMeldkmg  (22)  gilit  abdum  dm  fOinelrtMi  Fticii«iimiiiii  des 

Segmentes.   Ferner  folgt  aiu;        üleictiuugen  {J') 

oder  well  naeb  (210 

60  wird 

(30)        ;r'=-"7^^=^,  ^ 


lei  aleo  die  l»ieichang  (27)  der  Geraden  und  jene  (1)  der 
BlttpM  gegeben»  so  rechnet  man  mit  flilfe  der  FenMl  die 
Terbiltniaaaabi  A,  ana  (24)  JSF»  aua  (30)  nod  ^  and  aladam 
geben  die  Gleichungen  (25)  die  Coordlnaton  dea  Schwerponlrtaa* 

L  Znaatz.  Der  Natur  der  Sache  nach  niuss  A>1  aeln, 
d.  b.  ea  imaa  i^^-|-6^>jB*  aein,  waa  mit  den  Lehren  dav  an»* 
lytiachen  Geemetrie  im  Einhiange  iat;  dann  diaee  Relation  lat  ba* 
Inmntllcb  daa  analytiaefae  Kennseiehen,  daaa  die  Gerade  (27)  die 

Ellipse  (1)  schneidet.  —  let  ci;«^*46«=»*.  ao  wird  A=l,  feO, 

a[^=zx' y  ==jy'  ;  denn  iu  diesem  Falle  i>l  ili<"  Gerade  (27)  eine 
Tangente  der  Ellipse  (1).   U  erscheint  zwar  unter  der  unbei»tinim- 

ten  Vorm  ^  *  man  aberaengt  alcb  jedocb  leicbt  dorcb  Dlfcree* 
sktion ,  daaa  fiir  A=  l 

Are  Cos  j  -    2_  _ 


mithin  auch//=l  i*it,  und  es  wird  Xz=,x',  F=y,  indem  der  I^unkt 
iiX'jf')  sein  eigener  Schwerpunkt  mL 

%  Znants.  tat  llasO»  d.  b.  gabt  die  Gerade  (27)  durch  den 

1    Ä     ii^  J 

also  Fs^M^x  gleich  der  halben  bilipse;  ferner 


,  Arctosj-— ^  3^ 

im  ~  *  •  "   .  _    ■   -       SS  f 
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Dte^e  [)eiiiefi  Gleithungen  bestimmen  «ouach  die  L;ig«  Schwer« 
punkte»  einer  beliebigen  baibeo  Ellipse. 


U.   Die  Hyperbel. 

1)  BeMsbreibC  mao  um  den  Pank!  O  (Taf.  II.  Fig.  la)  ab  Mittel- 
pnkt  siret  Hyperbde  und  J'4i'«  deren  homologe  Hilbazen 
paarweiee  aaf  dea  lecbtifiakllgen  CoordinalaaaiaD  Qor,  Oy  Hegea 
iicb  betiehaogawei«e  za  einander  ▼erbalten  wie  1  :A»  ao  daaa^ 

wir  OA^a^  OB^b»  A<1  setsen,  O^'ssp  ^^'^I 

wird,  »o  Ist  In  Bezog  auf  den  Mittelponkt  O  als  Aafaogspankt 

der  Coordinaten,  Hidem  die  Scbeltei  beider  Hyperbeln  auf  der 
Abflcissenaxe  litigeo,  die  Gleicbung  der  Hyperbel  AAii 

CD  =  « 


•od  die  Gleicbttog  der  Hyperbel  A'Ai'i 

«  ?-^=|b' 


Beide  ifypeibeto  haben  gemeinaehalttlehe  Asymptoten  and  wegen 
Yoraossetsung  A<1  wird  die  Hyperbel  (2)  von  jenr  r  (1)  um- 
oehlossen.  Sind  Xi,  die  Coorüinaten  eioeA  beliebic^eu ,  aber 
bestimmten  Punkten  M  der  inneren  Hyperüel  A'Ai\  so  dai»»  al^ 
aacb  die  Gleichung  bestebt: 


ist  die  GMehaag  der»  in  dieeen  Pankta  an  die  Hyperbel  ge^ 
Taageate 


Diese  an  die  innere  Hyperbel  A'A^'  leezogeae  Tangente  LN 
wird  von  der  Süsseren  Hyperbel  AA^  ein  Segnest  abscbneidaa^ 
Grteec  im  AUgemeloeB  als  eiae  Faaetioa  der  GootdlMlea 
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xi ,  ffi  des  Popktea  M  so  betraefataii  ist  Di6MS  Sc^gMit  «oll 
im  NaebfolgendeD  bestimmt  werden. 

i»  dii|Mf  AlMlebt  bvetimmeo  wir  Toretet  die  Ceordlnatea  L«, 
JLy  und  iVx.  iVy  der  Punkte  L  «od  N,  in  m-eleiien  die  od  die 
ieoM  H^fierbel  gezogene  Tangente  (4)  die  Koieere  Hypefbel  (1) 

achneidet.    Eliminirt  man  aas  den  betreffenden  Gleichungen  (I) 

und  (4)  die  Ordinate  ^,  so  erhält  man  die  Gleichung 

oder  wenn  man  naeb  9  entwickelt  und  ordnet: 
ond  bler^ua  mit  Anwendung  der  Gleichung  (3) : 


1  •» 


^7« 


luan  hat  aber  nach  (6): 


Ulli!  80  geht  übige  Gleichung  über  in; 

(6)  (;r-;Pi)«-(l-A«)^^=0- 

Die  Wnraeln  dieser  Gleichung  geben  die  Absdsson  der  Dureb- 
sebnlttspunkte  L  und  iV  d.  I.  Lg  nnd  iV«;  man  bat  also 

(6)    Z*,=jr|+Vr^A^.^,  M»=a:i~Vi~>-^'; 

setst  man  diese  Werthe  naeb  und  nach  io  die  Glelcbnng  (4),  so 
erliSlt  man  die  Ordinaten  dieser  Durcbscbnittspunkte: 
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äa  Eidipmiäes  und  äet  iweiiAeiiigtfi  U^/peröoloides»  ^ 
der  renaSge  der  Uleiciiuog  (3) : 

Dnrcb  die  Gldlciniiigea  (6)  oed  (7)  ist  die  Lage  der  Punkte 
L  ad  auf  der  Saeaeren  Hyperbel  AAi  ToUkommeo  bestimiuf« 
km  dieaen  Glelcbnngen  felgt  auch 

—  — g — *    Ä'**  2~~^' 

wonns  einleocbtet,  dose  der  Üerührungspuakt  iU  «teU  im  Mit« 
Uipnokl  der  Seboe  LN  liegt 

♦ 

Ziebeo  wir  ao  die  Suaaere  Hyperbel  eine  aar  Geraden  LN 
pmitle  Taegente  md  beaeici»eii  dleCeerdlaaten  dea  Beribmnga- 
mit  X*,       aa  daaa  aeeb 


•0  ist  die  GieicbuDg  dieser  TaDgeote 

mI  dSeae  Gerade  mit  jener  (4)  parallel  eeln^  ao  mfiaaea  die 
CNffcienteo  von  «  In  beiden  Glelcbnngen  identieeb  «ein,  nnd  bier* 
au  folgt  dia  Bedfagongsgleicbnug 

Aua  den  (ileichungen  (9)  und  (11)  kmm  mau  unmittelbar  die 

Coerdbatea  af,  ^  beathnmen.  "Well  naeb  (It)  y^^.jr'»  ao  er- 
man  durch  Substitution  in  (9) 

e»  V,«*  ^'y""*^*' 

eitUa 

mi  e«  Ut 

jr'  «Pi 

«eil  mm  naeb  (11)  immer  -r^-^  sein  mnaa,  ao  beaieben 

llicü  XXVUl.  5 
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die  unteren  uod  oberen  Zeichen  aof  einander  and  es  gibt  atso  aof 
der  Hyperbel  A/i^  offenliar  zwei  Punkte,  deren  Tangenten  n 
einer  gegebenen  Geraden  LIS  parallel  lauien.  diesen  awv 

Punkten  wählen  wir  deiijeTii^eii .  dessen  Coordinaten  x',  y'  luU 
jenen  ;r|>      einerlei  Vorzeieheu  haben,  d.  h.  wir  setzen 

(12)  «'ä+äxi,  y'=+%i, 

80  dase  die  beiden  parallelen  Tangenten  LN  und  Tt,  iwieelieB  1 
welchen  das  zu  bestimmende  Segment  LMT^  enthalten  ie(*  Id 
Beiog  auf  den  Mittelpunict  O  aof  derselben  Seite  lief^en.   An*  1 
dea  iwei  letzten  Gleichungen  folgt  auch  die  Propovtioii  ü^'t  jf* 
der  Punkt  M'  liegt  daher  iitf  de».  QeaaAei,  «rcAdie 
diircb  den  Ursprung  und  durch  den  Punkt  M  geht 

Denken  wir  uns  rwischeii  die  beiden  Hyperh<?ln  AAx  'i'>d 
il'^i' eine  dritte  concentrische  Hyperbel  construirf,  deren  niitdenan*> 
dem  gleichliegende  Haibaxen  sich  zu  jenen  der  Hyperbel  (1)  wie 
1 :  k  f erhalten ,  so  dass  also  k  zwischen  1  und  h  liegt  und  die 
Relation  stattfindet  ]>A:>Ä,  und  zieht  man  an  diese  Hyperbel, 
deren  Gleichung  ist 


1  ■  • 


eine,  mit  der  LIS  parallele  Tangente  In»  so  wird  dieselbe  durch 
die  Gleichung  dargestellt 

wenn  Xi',  yi  die  roordinaten  des  n<»n'ihi ungspunktes  sind.  Ker- 
ner hat  man,  da  ilie  neue  Hyporljt  l  (1^{)  /ii  jener  (1)  in  derselben 
Beziehung  j«teht,  wie  die  Hyperbel  (2),  indem  man  in  den  Glel* 
diujogen  (0),  (7),  (12)  die  VerhlÜtnisszehl  iS;, statt  A,seUt.u|ia  ^ 
«1  In  «1%  9%*  verwandelt: 

(15)  %=y.'-VT^T».^'; 

wobei  Ix,  ly  und  nz>  %  die  Coordinaten  der  DurchschhHte  /  und 
n  bezeichnen.    Aus  diesen  Gleidiufigeu  folgt 


In  '  / 
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Ptokt  (jr/yiO  liegt  Milftdi  Auf  dtr  Mitte  der  Sehne  Ir;  aue 

Im  Gleichungen  (15)  folgt  aach  die  Proportion:  x^' lyi  =  x' i ff\ 

iroDach  dieser  l^inkt  auf  der  Geraden  OM'  liegt,  mithin  «jurcii- 
«diDeidet  diei»e  Gerade  die  Sehne  In  in  ihrem  Mittelpunkt  m* 

Es  sei  p  der  Abetand  der  Tangente  (10)  vom  Anfaogepottlct 
oid  ff  jeoer  der  Tangente  (U);  aledann  Ist  oaeli  den  GleiiBiiiifi« 


4/":  TTV^     V «y«  +  6*;r^ 


(17) 


6« 


V  l  +  e*yi'« 

ider»  da  nach  (15)  x^'  ^-^^       =r  ^  ,  aneh  ^ 

lUiUio,  wenn  wir  den  Abstand  der  parallelen  Taogeoteo  In  uud 
7/  mit      bezeichnen : 


daas  aleo  der  ^distand  als  eine  Faoction  ven  iS:  erscheint 
bt  eo  vrird  9' gleich  dem  Abetand  der  parallelen  Tan- 

gmten  hS  nnd  Tt,  d.  i.  i.      •  1 

(20) 

Betraclitet  man  k  als  eine  vernnderlirhe  Grosse  und  läset  sie 
•tccessive  allo  Weitivc  von  1  Ms  //  .jnriphmen,  ßo  werden  die  he- 
^^Wenflen  iTerrnion  ^4),  welche  den  rmit  iniinderrolgenden  Hyper- 
l>«in  (13j  entsprachen,  das  zwischen  den  parallelen  Tangenten 
l'A  und  Ti  enthaltene  Segment  in  eine  unendliche  Anzahl  tod 
^feo  zerlegen  Ton  der  Hreite  dq*.  Der  FIficheninhalt  eioee 
solchen  Stf^fens  ist  das  Differensial  des  Inhaltes  des  Segmentes; 
MgMi,  wenn  wie  dieaes  letatete  mit  dIP  nnd  ^ie  Diatana  Iii  mit 
Abetelehnea, 


6* 
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dFzuR.dq', 

»HMtt»  wtnii  mtn  Bwiacbea  dm  GraoiM  0  maA  f  Int^plrt: 

o 

■m  M  ftb«r  bekumtUch 

oder,  weil  au«  deu  GieicbuDgeo  (15) 

folgt  s 

iim«r,  ^  wie  man  an«  der  Glelelrnng  (19)  laicht  fiodat: 

fiilglteh»  waoB  nan  dieae  Warthe  In  daa  Integral  (4)  anbatltälr^ 
die  conataoten  Theile  vor  daa  Integralzeichen  aetat  und  ai^eleb» 

nach  den  Anforderungen  der  Gleichung  (19),  die  Integrationsgren- 

0  und  ^  in  1  und  h  uia wandelt: 


eder  alt  Racksicbt  auf  die  Gleichung  (17) : 


Bon  tat  ana  der  lutegralrecboung  bekannt»  daaa 


 3P 

alae,  wenn  man  dieaea  Integral  xwisebeo  den  Grenaeo  1  und  k  nimmt« 


»Vr^Ää..    ,,,  1  +    l-A«    VI— A«, 
_^,-rft=4(|g  j  jp— I, 
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JikstilBitL  imd  maa  ImI: 
(22)         Faa6.t —  lg  K 

Der  FlSehenraum  des  Segmentes  L^'N  Jst  also  von  den  Coordl- 
Dateo  Xi ,  }/j  des  Punktes  M  ud  abhängig,  folglich  für  alle  Puokl« 
der  uoereo  Hyperbel  constant   £a  gilt  al«o  auch  folgeadw 

2^  Lehraats. 

41e  gl«ieblUgeDdev  Ascn  sweier  e^oe^A- 
t/iieler  flypetb«lD  io  Prop^rtioo«  so  tehaeidat  Jed« 
II  4i«  ioMre  Hyperbel  gesogeDc  Taagente  von  da? 
liMcroB  Byperbel  Segmeate  von  eoDolantom  Inhalt 
ibmd  daa  voa  dar  iaoaof  eo  Hyperbol  begronsto  Stack 
'•rTaogente  wird  stets  durch  den  BerObrongspoakt 
k&lbirt 

Zaaata.  Weoa  man  io  doo  soMmroongtb5rigoo  Glelchvogia 
(I)«  (S)  aad  welche  deo  oben  aosgesprochoneo  Lebraatt  Ip 
dckttihaltMi,  mittelst  der  Relatloneo 

ii  4sr  insaereo  Hyperbel  aogehSrigen  Gritoseo  a  uod  6  eOai- 
iM  Hd  dalttr  Jena      6'  olnftthrt,  ao  orbSit  auo: 

und  wenn  man  A  =  0  setzt,  wodurch  auch  o=0,  6  =  0  wird»  so 
sich  dieselben  auf  folgende: 


^   ^       j  äod^äI.  mithia 
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Die  Gleichung  (53)  bezeichnet  jetzt  die  Asymptoten  der  Hy- 
perbel (24)  und      den  Flächenr  lum ,  \vel(  (»eii  eine  beliebige  Tao- 

•  gcnte  Hieser  Hyperlie!  von  dem  AsymptotenwinUel  abschneidet 
Der  von  mir  im  Archiv  Tbl.  XXVII.  8.55.  bewiesene  Lebrsati 
iff  .dU«  la  dm  okea  «tedneitlen  «U  «p«ci«Mer  FaU  fni/t^^m*'  ^ 

*'  Anmerkang.  Im  Vorhergehenden  wurde  der  Flficli«iri(^nii 
eines  elliptischen  oder  hyperbolischen  Setj^mcntes,  welclier  eib«r 
durch  zwei  bestimmte  Puiil^te  L  und  N  der  Kurve  gehenden  Sehne 
LN  entspricht,  dadurch  bestimmt,  dass  wir  das  parallel  mit  der 

*  Sehne  LN  genommene  Differenziai  desselben  als  Function  einer 
gewissen  Verhältnisszahl  k  darstellten,  —  also  nach  einer  von  der 
gungbaren  abweichenden  Methode.  Diess  ist  deshalb  gesdieheii, 
um  schon  hier  unter  einfachen  V  erhhltnissen  den  Ideengan^  zo 
?ei^ei> ,  der  uns  bei  der  Berechnung  der  8egmenle  des  Eliipüoides 
ufid  des  zweitheiligen  Hyperboloides  leiten  wird,  und  der  dort  d« 
einsiga  mt,  der  mhch  den  beabsicbtigten  Ztt eck  erreich««  liess.  ' 

2)  Um  auch  den  Schwerpunkt  eines  solchen  hyperbpmdiep 
Segmentes  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  wieder  der  Gleichuo« 
gen  (C):  ' 

(C)  F.X^fx^'.dF,  F,¥^fy^\dF, 

und  haben  io  dem  vorliegenden  FalU  offenbar: 

felglicb,  wenn  man  diese  Dilferensiale  «uminirt  von  ilr=l  bis 
kssh,  so  hat  man: 

— p — .dk, 
^  ^  .dk. 

Nun  ist  aber 


d  )ix 


/•Vl-4»  V  (1  - 


also 
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—J^-dk=Z  gp  i 

setzt  man  diesen  Werth  des  beiitimmt(Mi  Integrals  in  (Y\e  eben 

Lt  fuiidf  ncn  Gleicbupgeo«  »igleidi  für  F  fieineu  Werth  aus  (22), 
§0  erhält  maa: 


0») 

Sitst  mo  XBr  Abkürsung 

<«)      ^=  T  

(28;  A=g.  F=2,; 

y'  ^  U.Y, 

mA  rnmm  maii  diw«  W«rth«  von      y  ia  die  GMckaog  (9)  Mlit 
dttfcb  Bß  dMdiit,  CO  erhilf  mo: 


^  &:hvrcTpunkte  der  Segmente,  welche  den  versehiedopeii  Punk- 


Digitized  by  Google 


7^  l'nf€räin§€r:  Mir  m  SetmmUi  ätr  MIHfm  4ip«M^ 


ton  (yy)  respectiv»  jMieii  (;rijf|)  Mt»pr«eiie«»  liegen  also  Mf 
6ioer  ByperM»  deren  Halbazen  eich  sit  jenen  der  Hyperbel  (1) 
nie  l:if  verhallen.  Die  Glelehnng  (29)  beieiclinet  aonadi  den 

geonietrisc!! en  Ort  der  Sebwerpunkte  aller  Segmente,  welche 
diirtii  beliebige  Tangenten  /  .V  an  ille  innere  Hyperbel  von  der 
Süsseren  AAi  abgeschnitten  werden.  Ellniinirt  iQau  aus  den  (Jlei- 
cbuD«;en  (28)  die  Verhaitnisszahl  //,  so  ergibt  sieb  die  Propoiüciu 
XiY  ^  x' '.  tß'  j  d«  h.  der  Schwerpunkt  des  hyperbolischen  Seg- 
mentes LM'IS  liegt  auf  der,  durch  den  Anfangapunkt  O  und  d|irch 
deu  Punkt  M'  gehenden  Geraden;  da  er  eher  auch  anfder  Hypet» 
bei  {^)  liegen  muaa»  eo  liegt  er  hn  DBrchachnitt  dieser  Geraden 
alt  jener  Knr?e. 

3)  Die  Ergebnisse  der  vorstehenden  Untersnehnngen  lassen 
sieh  nun  antvendeo  zur  Bestimmung  des  Flichenramnca  mid  des 
Schwerpunhtes  eines  beliebigen  hyperbolischen  Segmentes.  Es  sei 

(30)  y^Aat  +  B 

dis  Gleichnn^r  einer  ire<?ebenen  Geraden,  so  dass  Ä  und  als 
bekannte  Grut»sen  zu  betrachten  sind;  es  soll  der  FIScheiiraum 
und  Schwerpunkt  desjenigen  Seii^Dientes  bestimmt  werden,  wel- 
che« die  Gerade  (30)  von  der  Hyperbel 

abschneidet. 

Betrachtet  mau  die  Gerade  (30;  als  eine  Tangeote  der  Hyperbel 
^as^»    Mb«!  h  eins  noch  unbekannte  Giööse  ist,  uud 
sind       $1  die  C-oordinaten  des  Berahrungspnnktes,  so  dassliaeh 

(31)  yi  =  ^«i+if. 

so  muss  die  («letchong  (30)  mit  jener  (4)  identisch  ämo  ;  e»  ist  also 


mithin  wird 


•^1— — A«^'   i^i  — —  jpg- 


setiet  man  diese  Werthe  von  in  die  Gleichung  {oi),  so 

bat  mau: 
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»der  weil  kB  ^Va^A^-^i^i 
m  fl*^  .  ^»  

Die  Gleichnn«^  (32)  gibt  den  Werth  der  VerhältnisszabI  h  and 
biermil  die  Gleichung  (*22)  den  gesuchteo  Flächeoraum  F.  H  wird 
m  der  Gleichong  (27) <  jp'  omI  y  au«  de»  Gleichungen  (33)  ge« 
rechnet,  wd  dann  gebra  die  Gleickengee  (38)  die  Coerdlnetea 
dee  Schwerpimktea. 

Zusatz.  Den  Bedingangen  der  Aufgabe  üach  mu*^  Ä  <  1 
•der  a*J^  — 6*<ß*  i^oin,  was  mit  den  Lehren  der  aoalytiNchefi 
f^eonii'trie  \u  befriedi^rüiier  Uebereinatimmiin^  steht;  denn  ist 
dit^K  Uelatiun  nicht  erfüllt ,  so  wirr)  die  Gerade  (30)  die  Hy|>er« 
bei  H)  nicht  ^schneiden.  —  Ist  (t^A'^ — b*=-B^,  so  ist  die  Gerade 
(30)  eine  Tangente  der  Hyperbel  (I)  unti  es  wird  ft  ^  \ ,  F=0, 
flksdP'»  »gsssg*»  II  erscheint  Clir  diesee  besoiidereii  Wertih  toa 

i  noier  der  nnbestimmtMi  Fwb  x:  ram  Aanmgt  alcb  J«docli 
Wdrt  dofcb  DiI»imsiati<M,  daM  Ob  k=l 

~1P  '«     A         a  _« 

« 

lü.  bHUb  «rird  eiicb  JVssJ»  ena  ee  Ul  Ä=^,  ^»f"- 


UL  Dee  EUlpeoid« 

l)  Nehmen  wir  an,  die  üalhazen  sweier  concentriedMr  Ellip» 
erfde»  welche  le  deieeUieii  Ordnung  einerlei  Riehteeg  heben» 
verhalteii  sieb  s«  eioender  wie  \ik,  und  k  sei  gfBeeer  ele  1. 
AIMm  IbI,  weae  wir  des  Mittelpeebl  sm  AifingipMhl  wmä 
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ZA  VmUräimß9r>9^  «/(Nur  m  «nwiMf  ii$r  OMm  m  M$tmM. 

die  Axea  ra  CoordlnatenaieD  wihleo,  dl«  GMcbaog  des 
reo  EllipeoldeB : 


nod  die  Glelehung  dee  Iniiereii,  von  dem  ereteren  nmcAloddeiiiad 
Ellipeeidee:     s.'.  i  •  . 

die  Helbesen  des  ersteo  Ellipeeidee  eind  a,     e«  die  des  sweHeft 

06  »  ■ 

k*  k*  K  yi9  ?i Coordiimtoii  emes  Poektea 

dee  imeren  Eiilpsoidee  (2),  so  ist  aocli 

und  man  hat  als  Gleichang  der  io  diesem  PiielU,,4es  i^Uipeali 
berahrendeD  Ebeoe: 


«       «  ff 


Ülee^'flRir^^  limerii  Ult^oid  geidele  la^reikle  Ebaee  eeknü^ 
dM  -dem  '^aMÜereB'EltipBolil  ei»  gewisse«  »Scgmeet  eb*  rdeeeee 
VeiIdykWi  (ro  Afi^^iMlAett  eis'  elee  Vim  irj ,  ^iVzi  abblngfge  GrSss« 

betrachten  ist  uu4  dessen  Bestimmung  der  Zweck  der  u^icli- 
folgenden  Reckoungen  ist. 

In  dieser  Absiebt  bestimmen  wir  santehst  die  Darcbschnitle* 

linie  der  Ebene  (4)  mit  dem  liii^spnen  Ellipeoid  ^1).    Wird  ans 

den  («leichuri^eu  (l)  uod  (4)  di^  Cöordinate  2  climinirt,  so  erhält 
man  leicht:      '-  ^  * 

wird  diese  Gieicbung  nach  x  und  jf  eotwickeU  und  geordnet,  so 
hat  man: 

6*A<(e»a?i»+ a*ii*)«*+ c^A^c'^iH  2aVA«*tyi . 

iev'lst'*aber -DiM^^^)!-''-    l  -..;;  --.  ;  '  .  '{  \i 
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wenn  man  sobstitoirt  und  al«danii  die  Gleichung  durch 
«ittineere  Gleichung  folgend^  (bestall: 
(8)  (6*— Ä*arji*);r'»  +  ia^—h'j:{') 

i  'ili.  Ii'»»' 

Diele  Gieiehnng  bezeichnet  die  Projection  der  Dorchechnitte- 
hdi^der  Ebene  (4)  mit  dem  Susseren  iHjpsoid  (1)  auf  die 
Bg»  der  a:y,  ^Oltt  "dfaT  ^iMtaff  tod^Mnieviu^ge^  ^emk  t^^el- 
KiMttee  mit  Leichtigkeit  end  ohne  weitere  Verwandlung  der  ('oor- 
ÜNtoi  so  erkennen,  bedienen  wir  pns  der  von  Iferrn  Grunert 
(Ärekiv  Till.  XXV.  p.  146.)  gegebenen  „Dis  (  ussion  der  all- 
geiiieioeo  Gleichung  des  zweiten  Gr» 9S.^;|W^a,cheo  xirei 
▼«rSsderfitben  Gxdssen'S  eelten     <    i  » 

i'=6»TrÄV'       =  tf^pj:,^.,  d\^r^b^x., 

wodarcb  die  Gleicbiuig  der  Kurve  ubergebt  In: 

«■d  htrecHnen  die  beiden  Anadrficke: 

afb'^e^  und  oVH^'ii  !l^2^^^^  '  " 

p       .  .         ^      ».-V      I  ♦   .  /        M  ,»  .1.; 

•  •    2,-2.1.  .  ■'»  ••■) 


•I 
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Werden  jetzt  diese  GleicbtiDgeii  addirl  «ad  die  Glieder  der  twel* 
Im  ThelU  decaelbeo  enteiHrecliMid  soflaniMiigefiMst,  colwImM: 


•e  ist  eHfer  Aopdcock  aneh  gleich 
«HUb  let 


de  min  eeirebl  die  GrüeeeB  i^»  ^9  wegen  p  >      and  jp>jfi*i 

als  anch  die  Aasdracke  (in)  und  (n)  stets  positiv  alad»  aa 
aelehaat  die  Glelcfaang  (5),  wie  auch  nicht  aadeia  aa  erwartaa 
war,  «lae  Bttipaa.    SM  il  aad     die  Ualbaxao  daiadliaBt  aa 
iat  (wla  in  daa  dttrteii  Anlaataa  gaseigt  ist) : 

(D)      JVis  (a'6'-0*  ' 

nithio  tn  den  voriiegendeB  Falle: 
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äii  EiUp$oiä£»  und  de»  twHikeiUgen  UpyeräoMäe».  77 

L«gen  Wir  an  das  äussere  EUipsoid  (1)  ein«  tMiglreiide  Ebene» 
«ilcbe  mit  der  Ebene  (4) 


panflel  lidl;  sind  a^,  die  aeeli  «DMautett  CeeidinntMi 
in  IMIiniiigepanktee»  ee  daie  «neb 

fo  ist  die  Glekbnog  derselben : 

Sitt  Ha  die  Ebene  (ß^  mit  jener  (4)  parallel  eeia»  ce  nUEeeea 
iftCNftdeatea  der  Glieder  mit  «  nod  jf  In  beidea  GMcbangea 
gleicb  eebi»  nad  nun  bat  biaraaeb  die  Bediagnageiis 


Am  dienen  Gleiebnngen  folgt:  s'ss^.s*,  y=^.s';  eeUt  man 
4iM  Wertbe  Ten  a?',  y  in  die  Gleicbnag  (7),  #e  erbilt  man: 

a»  +  Jß  +  c^=*'  \^  ^  6*  ^  ?j  ^«  ' 

mithio  mit  Bexiebnog  auf  (3): 

«A<1  M  wird 

weii  Dim  oacb  (0)  Unmer  ^  =    *  %  ^     m>b  btom«  ao  be- 

Men  eici  fai  dienen  drei  Gleiebnafea  die  «alefen  aaA  id 
iMeB  »af  einander»  woran«  berrotgebt,  daea  ea  aaf  daai^ 


98  Vnr0fiii00^Tf\\lM»,mä'^0§mmti  4if^  mm<^'Hy!t€rbel, 

soid..(l)^Kllii^  Izwd  vPunkte  gibt ,  deren  tau^irendc  Ebf^n  mit 
der  EljeMe>(4)  poHillel  'sirtd* die^eo  beiden  Punkten  wählen 
wir  denjenigen,  dessen  Coordinaten  mit  jenen  Vi*  ,^  ^iperlei 
Vorzeichen  haben,  d.h.  wir  setzen  '  ' 

(10)         2'=  +  ÄJi^  y  =  -|.4, 

gebenden  parallelen  Be/abrongeebenen '  «Hege«  'ib^mjobMicft^  I  »Afff 
Anfangsponktes  au^  derselben  Seite ,  so  daae  das  zwleebenliegende 
elUpsoldUcbe  Segm^^t  (den.  Miftelp^nUt  des  Elüpsoidea  nicht  ent- 
bSit.   Da  aus  oblg^n'^Gleicblm^en  auch  folgt:     :y :«'  =  Xi  rxj, 

lio  i<>Ji;;fiin)Qucbt/eHtl,  dswss  der  Berührungspunkt  {,v'y'i')  ayf  der- 
jenigen Geraden  Hegt,  welche  durch  den  jÜJCff^Mpg  <|er  i(}opirfil\ft^ 
teu  und  durch  den  Punkt  {x^yii^)  geht. 

Die  Gtelcbang  (5)  ^jfer  P^ojec^pn^-C^fipse  kann  aneb  1»  IM- 
gender  Form  aufgeschrieben  werden: 

■        :  :  ■        •  •]     '-'l.i^ir.:         .   i  •■  '  ■  •     '        •  i,    .  *    ,  ,. 

Delikt  wir  «mNf{tgeiM  ein<»n  Punkt  {xt/)  dttse?  Kvrvii'MMtidMi 
PuiM>fdH!|^)f^^niMeh       üin.«l^«fbindnngelinle  übef  (a!^^..8o 
weil  verlängert,  bis  die  Verl&ogerung gleicl^  dem  Abstand  {xy^^r^yi) 
wird.  Sind  |  und  ti  dll»  Goo^inathn  4es '  Endpunkten  der  /Ver- 
,  iSngemng»  so  ist 

''•(12)'-         '^»i-'^^l^.  •  yM^f  •• 

denn  der  Punkt  (.rjTyi)  liegt  aul  der  Mitte  der  Distanz  (xy){l^)* 
Aus  diesen  b|iden  Gleichungen  toigt  .  i- 

werden  diese  Wertbe  von  x  und  m  fjle  G|^^n||  ffflM^' 
toirt,  60  erb&lt  man  die  Gleichung  einer  Kurve»  auf  welcher  die 
mit  den  Punkten  {xy)  in  der  «ai^^eg^ftiiBnen  Constructionsweise  cor- 
respondirenden  Punkte  (|/})  liegen.  Nun  gibt  aber  di^»Miintitntiop 

eilM<%l^nlfgrHMGiMf'6M'«nb*i|dj^ii*  PMfvMieiiaiiiMipnnilm 
«fcUr  ^hlWM<wli>tly  ddbiiitMiklnv<«l»llaitbttii«i*«iMi  irrnik.41* 
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8teii«j  ton  «/  steht  Folgiicb  Ut  aUcb«  «der  Pankt  (|t;)  dir  Putikl 
4er  pNjectione- Ellipse.  Jede  dürfchvdenxPonkt  (jti^i)  (gei^£re«i<» 
Mwwird  Mo  dvrtili  diesen  iHM»faUlkUbi|t^  >a&eo  Ut  ixt^}  dm 
Xiltelpnn  (v't  der  Projectioos  -  Ellipse  und  deiLiBmk^40iy^9tiiy$ 
Rme  der  Mittelpunkt  der  Qurcheebnitts  -  E||ipse. 

Wird  nun  um  den  Ai»rangÄpunkt  dt*  Courdinaten  als  IVtittel- 
|aolU  ein  drittes  ^lipsoijd  bescliriekien«  w/^ipkee  die  g)eichtiegen- 

ile&  Ualbaxeo         -^9  ^  ha{  und  zwlöchen  den  EUipsoidcn  (1) 

od  (2)  liegt,  «e  daee  k  zwischen  i  olid  M  enthalten  bt,  Wist 
&  Qeichpng  den  neuen  EUipe eides :  .     .  < 

»         41      '4.    f  f      Iii  fit  •i*«ir:inii>'i>l 

and  die  dnrch  einen  l'unkt  desselben  gelegte  tangirende 

tMae,  deren  Gleichung  ist  ^\ 


Ii::   il  -  H       ^  \'.) 

#  I  >     .  / \  >  w 


• . ... '  :  ^  -   all,',  :f  .rA%<^  •*  +.*i'V  ' 

«vdnitj^her       parallel  sem.' wenn  ,  apalo'g  mit  (10), 

»0  dusR  aUo  der  Berüiiruiigspunkt  (j^i  yi'^i')  auch  auf  der  durch 
den  ürspmni^  und  durcli  dewi  Punkt  {x'y'z')  gehenden  Geraden 
liegt  Diese  tangircnde  Lbene  (15)  wird  das  äusisere  Etiipsoiid  {i) 
in  einer  Ellipse  schneiden ,  deren  Projectioo  auf  die  Eben^  der 
Jif  dureb  die  Gleichung  (5)  oder  jene  (11)  dargestellt  wird,  wenn 
man  ar,,  jki.,  und  /*  in  pci  ,  yi  ^  Zi  und  ^  yerwandelt;  der  Punkt 
(Jt'fiÖ  aisdann«  in  Üebereinstinimting  mit'  dibm'  e'beii  B'em^» 
ttsen,  der  Mltteipunkt  der  Pre|ectlon0*  Ellipse,  und  der  Punkt 
('i'jfi''/)  1™  Räume*  der  MittelpunklHdef  nluen  Durcbsebnitts- 
EUipse.  Beseicbnen  lür  die  Halbazen  der  neuen  Projections« 
Ellipse  mit  A' ,  B' ,  so  ist  analog  mit  (6):  , ,  , 

{17}  -J/r-  «*^e  'T'*^" 

Der  FÜcfaenraum  dieä^  filkipseist  Aiß'!»,  nud^itei  Micheiaiilim 

A'  H*n 

<ia  ibr  eotspfecbeii^defi  Durchschnitts  :Elli|^f^  vvird  sein  "^"^ 

«v«n  wir  mit  y  den  Neigungswinkel  der  tangirenden  Ebene  (15) 
a»  A«|ectien»KEibSne  (^:jhttaeiGh*en.tt;tt';F4Ut'nm.aiiii«,ilem  An- 
fibgipiriiftl  Am  €oeiäinMteki^  dle'ip«vblielen?fib«NNk(ü^>liBd.  <15) 
MPetpendikek»  do^  ietijr '4e#  WlikeW  ««ekihaft.clieeel  Mrpeadikel 
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■dl  ii»  hsm  4m  %  ihirMleMt»  »Mifai  M,  wenn  wir  dm  Ab«ted 

iic«  AofaDgspankteä  von  der  Ebene  (8j  durch  uuil  Jenen  von 
der  Ebene  (15)  durch  p*  betalcbii«ii»  nacb  den  Lehren  der  aiiAly* 
Htcliea  iveoaelrief 

aMfai  W  der  AUteod  dieeer  beiden  penUeleB  BbeMo  ®  oed  (15); 

(19)  |i-p'=«'=^^ii; 

der  Abstand  <^  der  Fbenen  (4)  nnr!  (8),  zwi^heo  welchen  dae  eq 
beetinuneiule  eilip«oidi«cbe  äagment  enthelteii  ist»  ward  aoe 
fetoden»  ireaK  aun  iksA  eetst,  d.  L 

(W)  f=-3r"-^' 

Wenn  wir  nun  k  als  eine  Veränderliche  betrachten  und  diese 
Griisse  nach  und  nach  alte  Werthe  von  1  bia  h  annehmen  iaefteo« 
so  werden  die  taiigirenden  Ebenen  (15),  welche  den  anfeinander- 
folgenden  Ellipsotdeo  (14)  entsprechen,  das  iwischen  den  Ebcoeo 
(4)  nnd  (8)  eotlMlteae  Segment  ie  eine  unendltcbe  Aoieht  wen 
Schicbteo  lerlegen  von  der  Dicke  rfq'.  Der  Inhalt  einer  eoleben 
Scbidhte  iet  dee  Difmoiial  dee  Inbnltee  dee  Segmenlen..  Be- 
aeicbnen  wir  dleaee  Mstere  mit  dV^  ee  let 

wd  wenn  man  awieeh«i  den  lirenien  U  und  9  iotegrirt: 
ea  lat  aber  aacb  (10) 

Milbia,  mH  Bern«  aaf  die  Gkdebnag  (17)t 

also,  wenn  man  snhstitnirt,  die  constanten  f'heile  vor  das  fote- 
graiiekhen  setzt  und  zugleich  den  Anforderungen  der  Gieichung  (19) 
die  laiegntieaigiinaen  0  aad  f  la  jene  I  and  A  aanroBdall: 
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61 


€    Loaf  J  k* 


9kt,  «dl  Meh  (IQ   J^'  ^4*1 

— n^dki 

kr  .       .  *ff. 

man  eiidlicb  die  lotagratiDD  aosAllirt  und  d4^  lo^gr^ 

den  amrezeigten  Grenzen  nimmt: 

(2)     F=  — ^j^— .a6c»=       ^  !^ — ^-a^c«; 

das  Volaroeo  V  \si  abo  von  den  Coordinaten  Xi,  yi,  %  nnab* 
^^n^l»  folglicb  fär  alle  Paokta  des  EUipaoides  ^  ceoataDt 

Die  Resultate  dieser  Untersuchnng  geben  folgenden 


3.  Lehrsat  s. 

Stfbeo  die  f^ieicbliegeoden  Azea  zweier  eeeeeetri- 
ttler  EM  i  pfioide  in  Proportion,  so  schneidet  jede  das 
JtBcre  Ellipsoid  iaiigireode  Ebcjjc  von  dem  auÄseren 
Ellipsoid  Segmente  von  constantem  Inlialt  ah  und  der 
Bfrährnngspunkt  liegt  atet«  iai  Mittelpunkt  der  Ourch- 
»clioitta<Eliipae. 

%  Um  auch  den  Sciiwerpunkt  eines  solcheu  tllipsoidigchea 
^<?Tnentes  zu  bestimaiefi ,  beiiieoea  wir  uns  folgender,  aus  der 
Meciianik  bekaooteo  Formeln: 

(EU  F.JTä/x,  .dF,  F.  F=r/y,'.dF,  V.Z-fH'.dV; 

^»     Z  fceuicbaes  die  C^oerdiiialen  des  Scbtrcfpenktes  des 
^^SMtes  F;  ^%  f|%  i|' jeoe  des  DÜefenisls  ^Fml 
^fpAm  hat  sich  ssf  das  gaase  Vefanea  F  an  efstredce«. 

Ifi  dem  «oriiegesdea  Falle  iat 


.  d  F  =:  tf^rx      '  — TS"  dir ; 


T&eU  XXV Ali. 
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Mif  dl<ielb#  Art  fiodet  man: 


■Mbto  ist 


/k  lA  1 
1 

•dtr«  wenn  mii  die  Mbr  ieicbte  Integrtttion  miuifKlbrt,  das  Int^prala 
•wiseban  daa  aagaaaigtao  Gtanaan  Dlmmt  aad  fflr  V  aafam  Warti 
ana  (SS)  aabatttabrts 


Alt  Mit  imb: 


Wird  nr  VaretafaefaiiDg 

iiaatal«  aa  lat 

(25)  ^=B'  ^=|f' 

waraaa  fa|gl: 

and  waan  maa  diaae  Wartha  tob  x\  jf^it  in  dia  Glaidiiing  (7) 
das  Ellipaoidaa  aatat,  auf  welcbera  der  Paabt  i/Xf^i')  liegte  imd 
dann  durcli  //^  dividtri*       zeigt  sieb: 
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än  EUtptoiäes  und  dei  vmeitheiUfftn  nj/pert&iokUi, 


Ä»    r«    2*  1^. 

Im  Ivd  dIcM  Gleicliiiiig  ibrgesteltte  Ellipsoid,  desMO  flafbuMi 

1*  V*  W  mnmtk  der  g«oiftetri»elie  Ott  dw 

Sdiwerpunkte  aller  Se^Tnente,  »velche  den  TerscIiiedeoeD  Punk- 
ten  (^'y'iO»  rc«pective  (^i^iJj)  enUprecheD, 

WeoQ  man  ans  den  Gleicbangen  (25)  die  Grusse  JU  elimioirt^ 
»0  gtlingt  man  zur  Proportion  Xi  F:  Z  =  jc' :  :  z',  woraus  ehi- 
i«Mliliod  wird,  daM  der  Sebwerpirnkt  dea  dem  Punkte  (xifiX|) 
«iiipRdmideii  Segraentce  aaf  derjenigen  Geraden  liegt,  welcbe 
M  dtn  Aafangi^wkt  mä  dvrcb  den  Pmiit  «yV)  g»ht»  Um 
Am  4er  Sehfrerpankt  auch  aof  dem  Bilipaoid  (96)  Begen  miii«; 
M  lif?t  er  im  Durehschnift  dieser  Geraden  mit  jener  Fläche.* 
Ol»Iekb  diese  Gerade  da**  Lllipsoid  in  zwei  Punkten  durch- 
«efcneidet,  tio  kanD  doch  nie  ein  Z\\f  ilt  l  eutstf^hen,  welcher  von 
Widen  der  Schwerpunkt  ist,  da  aus  den  (mtk  Illingen  (*26)  hervor- 
geht, da^  (iie  Coordinateu  Ji,  l',  Z  mit  jenen  s*,  f",  i'  ateta 
ciKdci  Vorzeichen  haben. 

3)  Mit  Hilfe  dps  oben  bewiesenen  Lehriiatz«a  sind  wir  auch 
im  ^^tande,  das  \ulumen  eines  eflipsoidi^ehf n  Segmentes,  wel' 
ches  irgend  eine  Ebene«  deren  Gleichung 

(27)  i^Axi^By^C 

•eb  «ag,  TOM  dem  JKUiiiaoid 

'mit  yl  .2 

abscboctdet,  za  bestimaien.  —  Denkt  man  ni«  h  um  d<  ff  l^rspmnf^ 
in  Oierdiaaten  als  MHtetpnnkt  ein  Lllip^oid  beschrieben,  wtri« 

chea  die  gleidillegenden  Halhaum  f »  p  J  «»^  ^'^  Eb«M 
(17)  in  dem  Pankte  (J^9^%)  heMnt,  ae  daaa  mA 

nt,  ie  kommt  ea  jatit  nur  daranf  an»  die  der  Ebene  (27)  enl» 
V^kmile  VerhiitniantnM  k  mn  beatimiaefi,  nm  dann  nomittefhar 

db  Formel  (22)  anwenden  zu  küoneo.    Wenn  die  El>er*e  (27/  dd« 
tlinp»«id  (2)  in  dem  Vunktm  (j'ift^t)  b^rüitrt,  »o  oin»«  »ie  wit 
j^oer  (4)  zosammenraUen,  d.  iu  es  inni4 

a« 
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84  Vnferäinger:  iJeäer  nie  ^e^mente  ätr  üiUfiie  v.  üifperöei^ 
•eip»  und  hierau«  fiodet  man  leicht: 

«tlit  MD  dl«M  Werth«  in  die  GleMraiig  (28),  eo  erhilt  md: 

-ji^-^fC  oder  c«=  -  oM^^^*^  A*C«, 

mitbui  iai 

(29)  Ä=  ^»  . 

«od  mit  diesem  Wordic-  von  ii  ^ibt  dip  (lih  Ichung  (22)  daa  frag- 
ttdie  Voiamea.  I^eriier  geben  die  Giekiningea  i4")i 

■ 

oder,  «rdl 


(Ja  hiiii  yy  ii.ich  (24)  gerechnet  werden  kann,  so  erhält  mau  au« 
den  C^leicbuDgen  (26)  auch  die  Coordiuateo  Y,  Z  de«  Schwer- 
punkte«. 

1.  Zeeets.  Der  Natur  der  Sache  nach  .nioee  A>  1,  d«  h, 
ni^t^^^^^>      eeio,  und  dieee  Relatien  iat  bekanntlich 

auch  das  analytische  Kennzeichen,  da««  die  Ebene  (27)  das  EIllp- 
soid  (l)  schneidet  Ist  a*A^+fj'^ß'^^d^=:C^,  so  wird  die  früher 
schneidende  Ehene  jetzt  das  EUipsoid  (1)  berühren,  es  wird  /<  =  1, 
die  Punkte  (^i^iZi)*  {^*y*'')  fallen  ziiKammen  und  mau  bat  F=:0^ 
x\  F=:^,  Z  =  da  der  Punkt  (x'^i^)  seio  eigener  Schwei^ 
pnnkl  l«t 

^  Zusatz.  Ist  C  =  0,  d.h.  geht  die  Ebene  (27)  durch  de» 
Aiifaiicspunkt  der  Coordinat^ju ,  respective  durch  den  MittelpUlfct' 
des  Ellipaoide««  «o  wird  Ä  =  aD«  und  weil  ai«dann 

(»+iH*_,)._(2jia-> 
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iie,  M  wM  Vtai%Qbe%  gleiefc  dem  balben  £lli|iMid.  Ist 
ir  dlMMi  W«rtb  ^00  k  nach  (24)  ifs},  mitliiii  1«!  mit  RM»- 
lickt  Mf  (30): 


üiete  drei  Gleichuneen  bestimmen  die  J^at^c  des  Scbwe^pntikteft 
ebiee  halben  EUipsoides,  weiches  durch  die  Ebene  z^Js'i-Bjf 
abgepckoitteo  wif4 


IV.  Da^  Bweitbellige  Hyperboloid. 

1)  Die  GloMbimgeii  ewelor  eoneeolriBcber  sweltbeiliger  Hyper- 
Maide»  derao  Sebdteipankto  anf  der  Ase  der  t  liegen,  und  deren 
fcMologe  flalbazen  aieb  an  eitiander  wie '1:4  verbellen;  aind: 


M  dea«  also  beide  Hyperboloide  eine  gemeinschaftlklie  AMfm^* 
Iniirbc  haben.  Wir  wolleo  voraussetseo  A  <  If  «o  daaa  daa 
Bfperboftoid  (2)  von  jenem  (1)  nmaebloaaen  wird. 

Sind  .3*1 »  yt «  zi  die  Coordloateo  eines  Punktes  des  inoereo 
Ujperboloide/i  (2),  so  dass  auch 

nl,  ae  let  die  tileicbnag  der  durch  dienen  Punkl  gefährten  Ba« 


c^jj     .  c*y,      .  ^ 

IKiaa»  das  innere  Hyperboloid  berähreode  Ebene  wird  von 

Hjnperbolold  (1)  ein  Segomt  abacbneideii»  denaeo  Vo- 
im  AUgeoMlnen  ala  eine  Fanctien  der  Ceordlnataii  Xg,  g^,  4 
m  betixlifffB  lal  und  deaaen  Beatlmmnng  der  Zweefc  der  nach* 
MgMdi«  Pnabunegm  lat' 
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■    WM  um       €l«lelinogeii  (1)  mi  (4>  »  ditAlaUtrM  eriMi 

"   *  '  *  ff* 

und  diese  GleichnD^  bezeichnet  die  Projection  des  l>urch9choitte« 
der  Ebene  (4)  mit  dem  Hyperboloid  fl)  auf  die  Kbene  der  xy, 
Wena  man  dieselbe  iiaiib  x  entwickelt  und  ordoet,  so  findet  mma\ 

mn  Ut  nach  der  Gleicbang  (3)  offenbar: 

mlthta»  wenn  man  dte«o  Werfhe  der  Coeffieienten  tod  ds*  ood  ff 
eabstUotrt  und  alsdann  durch  den  gemeinschaftlichen  Factoi 
— Ä*ÄVA«  dividirt: 

Seist  man»  wie  bei  dem  £lllpsoid» 

wednrch  die  Gletcbung  die  Fem  erhilt: 
SO  wird 
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M  aü  ab«  Mik  0) 


Bitiiiii  auch 


W — C**  =  . 


Ali'*  »«^^ri'-f^^A^V» 

wenn  man  diese  Cleichunj^en  addirt  aod  die  Glltdtr  d«r 
iweiten  T heile  derselben  geburig  lu^auiineDfaMt: 

M  bt  aber  offenbar  nach  der  GleichuDg  (  3): 
ako  Ul  der  obige  Ansdnick  auch  gleich 

•Im  im 

•V«  4-  6  ei^  f  /^c'»  -  a'ÖT  -  2c'd'e'  =  (1  -Ä«) . 
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Da  mm  aowohl  die  GrOtseD  tf*»  6^»  ab  auch  jeae  9^¥^'9f^» 
i^^\f^^\p&^^^¥p'^'tifif^  poaiÜY  aind,  ao  lat  dia  dord 
die  GlaldiiiDg  (CQ  dargeatalfta  Kmre  eine  EOiiiae»  and  wenn  wir 
die  Halbazen  derselben  wieder  mit  A  and  B  beaeicbneo,  ae  lal 
nacb  der  schon  bei  dem  Ellipsoid  verwendeten  Gieichuiig  (D) 

und 

(6)  AB^—^'  —  .Zg. 

Legen  wir  nun  an  dae  Süssere  Hyperboloid  (1)  eine  tangirefide 
£beney  welche  mit  der  tangirenden  Elwne  (4)  parallel  ist;  sind 
s*,  ^,  ^  die  Coordinaten  des  BerObrnngapanktea,  ao  ist  dleGlel- 
ebong  ^ieaer  Eime: 

« 

soll  diese  Ebene  mit  jener  (4)  parallel  sein,  so  müssen  bekannt* 
lieh  die  CDenicienteii  der  Glieder  von  x  und  i/  einander  gleich 
sein^  was  in  dem  vorliegenden  Falle  au  den  Gleichungen  führt: 

(8)  1  =  ?!.    5'  =  a. 

'   ^  '  zi      s*  2i 

WeH  (^yxO  ein  Pankt  dea  Hyperbeloidea  (1)  iat,  ao  bat  man  nach : 

und  weil  aua  den  Gleicbnngen  (8)  folgt:  afs^^.t^  «'s^^.s'» 
aa  erhält  man  durch  Subatitation  in  (9) : 

and  ea  wird 

» 

s^s^Ah»  ^^^k9ii 

da  nacb  dan  Gleichungen  (8)  immer  ^       t        ^  aela*  mbaa. 

so  beliehen  sich  die  unteren  und  oberen  Zeichen  auf  einander, 
worana  aogleicb  einleuchtet,  dass  es  auf  dem  Ujrperboloid  (l) 
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Immer  zMrei  Punkte  gibt,  deren  Berübruogsebenen  luit  einer  g« 
gebe&eo  Ebeo«  (4)  parallel  «iod.   Wir  wählen  voo  kirnen  z^  ci 
Pirckten  denjenigen,  dessen  Coordinaten  mit  jenen  Xi,  y\,  ^  das* 
Mit  Voisaiclieo  haben  oder,  wa«  dasselbe  lat>  wir  aetaeo: 

(10)  /=:+Aa|»  y^+Ajfi,  x'^^hH, 

m  hm  beiden  doreh  die  Ponicte  («lyiZi)  and  Gr'y'xO  geben- 
den  parallelen  BerflhroDgsebenen  in  Hinsicht  auf  den  Anfangspuntct 

der  Coordinaten  auf  derselben  Seite  lieiicMi.  —  Da  obige  Gleichun- 
geü  auch  die  Proportion  enthalten  iz' =     :yi  ?ii ,  so  liegt 

der  Punkt  (x^y'z')  auf  jener  durch  den  Ursprung  und  durch  den 
Vakt  (JCiSfiZg)  gebenden  Geraden. 

Die  Gleichnng  (5)  der  Projectiens*EU!pae  kann  mit  Letebtlg- 
kH  wk  auf  folgende  Fonn  gebracht  werden : 


Dcakeo  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  {xy)  dieser  Kurve  mit 
im  Punkte  (^i^i)  verbunden  und  die  Verbindungslinie  über  (^i^i) 
M  weit  verlängert,  bis  die  Verlängerung  gleich  der  Diatans 
wird.  Sind  {  und  ij^  die  Coordinaten  dee  Endpnnklen 

I»  Terlingemng,  so  ist»  well  der  Pnfikt  (^i^i)  auf'der  MKte 

teDiataiis  Hegt,  efenbar 

♦ 

(1?)-  Xg  —  — j-^,  ifi  =  ^2  * 

•im  m  int: 

•  ■ 

^etzt  man  diese  Wertbe  in  die  obiLre  Gleichunfr,  ho  bezeichnet 
(las  Resultat  der  Suhstitutioo,  welches  augenscheinlich  eine  Function 
der  Coofdioaten  |,  tj  ist,  offenbar  eine  Kurve»  aaf  weleber  die 
ait  den  vetnchledenen  Punkten  (ry)  in  der  angegebenen  Con- 
•Indionnweine  cofieependlrenden  Punkte  ({^  liegen.  Diese  8nb- 
ifilallon  gibt  aber: 

dae  €leicbaag,  weldie  sieb  von  jener  (5)  oor  dadareb  mitemehei- 
kH,  dnss  {  an  der  Stelle  ven  «  nad  iT  an  der  Statte  voo  y  atebt. 

fdgfieb  bogt  aoch  der  Punkt        auf  der  Kurve  und  man  kann 

aky»  sasren,  da^  jede  durch  den  Punkt  (-i-i^jj  iri  der  duicb 
obige  Gleichung  dargestellten  Ellipse  gezogene  hue  durch  <Uü- 
•ea  Pnakt  balbtrt  wird«  mitbin  ist  i^^^^  dex  Ali ltel|f unkt  dfr 
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ProJecfiMM«  Ellipse.  Folglich  ist  der  Punkt  im  Raonift 

der  Miltelpuiikt  der  DurcbschnitU -  EllipM; 

D«iikeD       na«  jaliC  am  deo  Anfftogspankt  det  CooMImImi 
als  Hittelpankt  ehi  drittes  Hyperboloid  besdirielieii,  deiisen  Azaa 

in  einerlei  Ordnon!»  aaf  den  Coordinatenaxeii  lieL^cn  und  sich  2a 
Jenen  de.s  llypcrbuloidei^  (1)  nie  1:^  verbaiteo«  fto  ist  dio  Glsi* 
chuog  desselben: 

■ 

Uebsfdiass  wsllso  wir  ▼ofansaetMO»  dssa  k  swischso  1  md  t 

liegt,  so  dsss  aoeh  das  Hyperboloid  (14)  swlseben  den  Hyperbe- 

Ibiden  (1)  ttnd  (2)  liegt.  Eine  durch  den  Punkt  (x/yi'ij')  des 
neuen  Hyperboloides  geführte  tangirende  Lbune,  deren  Gieichung  ist 

wird  all  JeDsr  (7)  parallel  seio«  wenn  analog  mit  (10)' 

00  das»  der  ßerabmogspunkt  ixgjfi'xi)  auch  auf  jener  Geraden 
Itogt«  weiche  durch  den  Anfangspunkt  und  dorch  den  Ponkt 
(d^y^O  8^^^*  ^®  BerahniDgsebeae  (16)  wird  das  iuesero  Hsrper- 
bolold  (1)  in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Projection  aof  die 
Ebene  der  durch  die  Gleichung  (5)  dargestellt  wird,  wenn 
liiaii  in  ihr  Xi,  t/i ,  und  k  in  j:,',  y,',  Zj'  und  A-  verwandelt; 
der  l'ijiikt  f.r,7/,')  ist  alsdäuii  der  Älitteipnnkt  der  Projectioos- 
Elli['s<^  und  der  Punkt  der  IVIittelpinikt  der  niirchschnitts- 

Ellipse,  bezeichnet  man  die  Malbaxen  der  neuen  Projectiona- 
Eillpse  mit  A\  B't  so  Ist  analog  mit  (ti),  wenn  wir  k  an  die 
Stelle  von  h  setzen: 

l-Ä«  «6         l—ifc»  ab 
(17)  A  B^  =  — A    •  ü  •  e  '  ' 

Der  Flichenranm  dieser  Ellipse  Ist  Ä'B'n  «nd  der  Fllehenmni 
der  Dardischnitts- Ellipse  wird  sein  'q^*  vit  y  den 

Nefcunt^sw  inkel  hezeichnerj .  vv  olcben  die  Beiuhruiigistbi  i^e  (15) 
mit  der  tbene  der  ry  einschltesst.  Fällt  man  vom  Anfangspunkt 
der  CoOrdinaten  aut  die  parallelen  Ebenen  (7)  und  (15)  eine  Senk» 
-fechte»  eo  Ist  anch  y  der  Winkel,  iwelebe»  diese  Senkrechte  bH 
d#r  Aas  der  i  einscUlensl;  mUhhi»  wenn  wir  den  Ahstad 
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läbDgfpaoktes  Tott  dleteo  ^  kwei  £beiiett  beziehoogtweUe  durch 
fad  II*  bmiehnen,  «ach  den  Labien  dec  analyttoclMo  GcooieMi: 

noi  V    —  ^  _        _  /_g.' 

dw  ist  der  Abetaad  dieser  beiden  paraileleo  Ebenen: 

(IQ  |,'-.p=^i=-jp.pj 

iitfÄUj»  wird  der  Abstand  q  der  parallelen  Ebeiieu  (4)  uud  (7) 
fdttdeo,  weno  man  A  =  A  setzt;  e«  bt  aU«: 


V^eaii  vvif  nun  k  als  elflU  Veränderliche  betr:\chten  und  diese 
Grösse  nach  uud  nach  alle  Werthe  vor»  1  bis  h  annehmen  lassen, 
60  »erden  die  tanuiretnlen  Ebenen  (15),  wfkhe  den  aufeinander- 
folgenden Hyperboloiden  (14)  entsprechen ,  das  zwischeij  den 
Ebenen  (4)  und  (7)  enthaltene  Segment  in  ejne  unendliche  Anzahl 
voB  Schichten  zerlegen  von  der  Dicke  dq*.  Der  Inhalt  einer  sol« 
cki  Sckiebta  iel  dae  Dififerenziml  des  Inhaltes  des  Segmenten, 
wir  dieses  Differensial  mit  dVt  ne  ist  effeniiar: 


swtscben  den  Grenaen  0  nnd  9  in|«||rirl«  dan  Ve- 
dei  sininn  SegaMnten 


Cesy 

RnfUgtnnn  (m 


c 

idAin  iat,  1^  BAdmcfct  anf  die  Gleidina«  (17): 

ab        1— ' 

filso,  wenn  man  snbstituirt,  die  constanten  Tbeife  vor  da#  Inte- 
,?7alzeirben  getzt  and  zugleich,  der  Gleichung  (19)  geaass»  die 

annd  «  injenei  nd  ib 
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oder  weil  oacb  (18) 


/*  1— ^-* 


md'  ff»no  matt  .die  Intefj^tion  awüBlirt  und  dai  lotegrale  mw'Mhm 

den  angezeigten  Grenzen  nimmt: 

dae  Volumen  P  dea  Bwiseben  den  Ebenen  (4)  md  (7)  aotbalteiMA 
Sogmentea  iet.aoaadi  von  don  Coordinaton  ^»ftßH  vaabkio- 
gig»  also  für  alle  Punkte  den  Hyporbolofdea  (9  eonataat». 

Faaal  man  die  Ergobnieae  der  vorh ergebenden  Unteranebnag 
anaamaen»  ao  erbllt  man  aneb  folgenden 


4.  Lehrsatz. 

StpheTi  dif»  <j  I  (■  i  (■  h  1  i e gen  <1  <•  11  Ax«i»  zweier  conccn- 
trischer  zweitbeiliger  Hyperboloide  in  ProportioOt 
ao  aehneldet  jede  an  daa  Innere  Hyperboloid  geführte 
tanglrende  Ebene  von  dem  äusseren  FTypcrboloid  Sag* 
nente  Toa  conatantem  Inhalt  ab  und  der  Berabrnnga- 
pnnkt  liegt  ateta  im  Mittelpankt  der  Dorchacbnitta- 
Eilipae. 

Znaats.  Wenn  man  mittelat  der  Relatlonea 

a  =  Aa',  bz=.hb\  c=hc' 

aus  den  Gleichungen  (1),  C2)  und  (22)  a,  b,  c  eliminirt  und  da- 
für die  den  Halbaxeii  des  inneren  Hyperboloides  angebürigeu  Gr«MS- 
fien  aS  b',  c'  einführt«  so  erhält  man: 

* 


Betrachtet  man  aun  a'»  6%  ef«  ala  oeTerftnderliebe  GrSaaen 
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mksiO,  wodurch  auch  assO,  ftasO,.«^  Mtd,  bo  rerww^. 
4ib  »eh  diese  drai  mianiMngeharigeii  Glcichwigco  in  folgend«  s 

fffl  c^  ~  6"  ^  a**""  * 

IK»  cnte  Gleidiong  beteidraet  die  AsymptotenflSche  dee  dorch 
nreite  dargeetellfen  Hyperbolotde«  vnd  V  bezeichnet  daa  Vo* 


.1^  u  demjenigen  Kegtls,  welchen  lr|tönd  eine  an  daa  Hyperbo* 
loid  (24)  gelegte  Berübruugsebene  von  ihrer  Aeyroptotenfliche 
abschneidet.  Hierau«  ist  ersichtlich,  dass  der  von  mir  im  Archiv 
Till. XXV IL  S.  bewiesene  Lehrsatz  in  dem  obigen  als  specid- 
kr  FaU  cothaiteo  ist. 

3)  Jetst  wollen  wir  ancfa  noch  die  Lage  dea  Schwerpunk- 
tes eines  solchen  byperboloidiachen  Se^entoa  au  beatininieii. 

.atb^a.  Wir  bedienen  ans  hier«  der,  lilr  daa  Bllipsoid,  achon 
dabei  in  Aiiwendung  gebratbteo  Formeln: 

r.M^/st'.dV.  F.r=/yi'.dF.  F.Zss/V.dF, 

iNTU  die  Buchstaben  X,  ¥,  Z  und  yj',  dieselbe  Bedeu- 
iDg  haben.   In  dem  Torliegenden  Falle  iat: 

A*B'7t  ,  ,  if    0*   •    1— *■ 


oder 


1— 

.  i{  Fs=  — «6es*  a;"«  — jp^dUfc » 

"  t 

uid  anf  dieaeibe  Art  ündet  mau  mit  LeiciitigiLeit: 

1  — 

1  ^a 

ailUa  iai 

•1  .  i      ^  .1 
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o#er,  wie  umii  leicU  Mets 

setzt  man  in  «iiese  (ilrtrhiingen  filr  V  seinen  unter  (22)  aufga* 
fandenen  Werth  und  be«tiiBiiit  daraur  Z«  so  erliftll  wm 

endHcb: 

DlMe  drei  CHeichangen  bestimmen  sonach  die  Lage  des  Sdhive^ 
pdnktee  ehies  Segmentes,  welches  die  durch  den  Puefcl  (4^^%) 
des  ineereii  Hyperboloide«  (2)  geAbrte  BerOhraogMbeee 
Hyperboloid  (1)  ebeehofidet 


$elsl  man  sor  VerelofacboDg 

so  wird 

m 

Man  wird  bemerken ,  dass  die  eben  fflr  ein  hyperboloidischee 
Segment  gefnodenen  Formeln  ▼on  Jenen  flir  ein  eillpaoldlaebee 
Segment  erhaltenen  nieht  Yerachieden  aind^  nur  daea  hier  A  klei- 
ner, dort  aber  grOaaer  als  die  Blnbeit  iai      Ana  den  letalen  drei 

Gleichungen  folgt  anch  die  Proportion:  Xi  Y:Zr=x':y*:z\  woraaa 
wieder  ersichtlich  wird,  dass  der  Pnnkt  (XYZ)  auf  der  durch 
den  Aiilangspunkt  und  durch  den  Punkt  ix'ff'z')  gehenden  Geraden 
liegt,  also  auf  deroelben  Geraden«  auf  welcher  auch  der  Funkt 

Ferner  wird  aus  diesen  Gleichungen  einleuchtend,  dass  der 
Schwerpunkt  {XY7A  zngicich  mit  jenem  (x'y'i')  seine  Lage  än- 
dert. Läset  man  inin  Hie  Coordinatea  3t\  y\  i'  nach  und  nach 
alle  Werthe  aanehueo,  welche  der  Gleichung 
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tedge  UMmt,  wenleii  die  Scbwerpnokteder  3flgiiiiiite,  welche 
km  vmdiM«ii«ii  Pttnktm  (ai'g'^  entoprecbeOi  eiiie  coDtioalrlidie 
fllefc«  bilden»  deren  CSefcbnnf  wie  dle^r  letiteree  erbelten  wird» 
««iB  icb  In  dieselbe  etatt  x*,  f^^  ^  aeine»  dureb  JC»  F»  Z  nns*. 
pdrikkteo  Wertbe  snbetitnire.    Diete  Snbetitatlott  gibt»  weil 

welche  Gleichung  ein  coiicenfrisches  Hypcrboloul  bezeichnet,  des- 
sen gleichliecrende  Axon  sich  zu  jenen  des  au-ssseren  Hyperboloi- 
de» v^ie  1  //  verhalten.  Die  Gleichong  (29)  bezeichnet  also  den 
peometrisi  )iei>  Ort  der  Schwerptrnkte  aller  Seijmetite,  welche  be- 
liebige, an  da$  inncri'  Hyperboloid  getührte  laogirende  l!«beoeil 
fsa  den  fteasereo  Byfierboloid  abscbneldeiw 

3)  Der  oben  bewiesene  Lehrsatz  gibt  uns  ein  Mittel  an  die 
Hand,  das  Volunieu  eines  Segmentes  zu  berechnen»  welche«  durch 
•iue  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

•ein  mag,  %ou  dem  zweUheiiigen  Hyperboloid  (1)  abgeschnitten 
wird.  Betrachtet  man  diese  £beoe  aia  eioe  Uerübmngeeliene  an 
daa  daicb  die  Gleiebong  ' 


deigealellte  Hyperbeletd,  werin  k  eine  noeb  anbekannte  GrOeae 
baeikbnel»  ee  nnae»  wenn  wir  mit  X| ,  ,  x,  die  Geerdinnten 
dae  BirlMwnagspnabfea  heneicbnen,  «neb 

(31)  •   h  =  +  C 

■ad  die  Gleicbeng  (30;  mit  jener  (4)  identiaab  aein»  d.  b.  es 

^=^'  ^--^ 

Bknm  findet  man  leiebt: 

^i-iflC'  ^^/PC* 
dieae  Wertbe  in  die  Gleicbang  (31),  ao  erbäJt  niai«: 
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86  Omfr4in§9ft  e^hrdteStn^mUiäirfM^^t^fp^rM^  eic, 
iß     a^A^  IM* 

3Kr=W  +  W+^  oder  c«=5iiM»+^Ä«+A«CS 

(8©.,  As  2j 


i  5 


liurch  diese  Gleichung  i^t  also  dar,  der  Ebene  (30)  eiitsprecheocie 
Werth  von  h  hestimmt  und  die  Gieichang  (22)  gibt  aUdann  das 
iragliciie  Volameo. 

Aus  obigen  Gleichungeu  lulgl  auch: 

od«r  weil 

iat»  «o  ifit  auch: 


Da  man  nun  H  nach  der  Glekhong  (27)  rechnen  kann  und  dia 
letiten  drei  Glelchaagan  die  Coordi Daten  a',  z'  geben,  so  siad 
dorch  die  GleiehungaD  (^)  auch  die  Coordiaatea  des  Schwet- 
pitnktes  eSnca  dnreh  eine  beliebige  Ebene  abgescbnitteneo  liyp«r> 
boliscIieD  Segmentes  bekannt 

Zu^ats.     Der  Voranasetittttg  gemSaa  moaa  A<1»  d.i. 
1^— 6*J}*— *o*ii*  <       sein,  was  mit  den  Efgebnieeen  andoier 
Ufttenachangen  Gbereinatinimt»  denn  diese  Relation  Ist  belauiat> 
lieli  das  arndytisdie  Kenaseichen,  daas  die  Ebene  (30)  dae 
perboloid  (1)  «cbneidet.  Ist  aM«=  C«,  so  wird  die 

schneidende  Ebene  zu  einer  heruhretitieii  uiid  P=:0;  fer- 

ner H=l,  mithin  X—x\  V=z^,  Z=i',  indem  der  Ptinirt 
(^^'2')  sein  eigener  Scbwerpaoiit  ist 
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Uekr  die  dreiseitige  Pyramide  und  ihre  Berühr ungs- 

.  kageln. 

Von 

Herrn  Fran%  ünferdinger^ 

liwHuiidigriMigo  -  CUcalstor  der  k.  b.  p.  Ationds  AMiepniHec  tn 

TrietC 


W      6,         die  den  Ecken      B,  C,  D  gegenfiberlie- 

einer  dreieeitigen  Pyramide  ASCD  (Tat  !• 
ift  p  der  Radios  der  eingeschriebenen  Kugel  und  F  dan 
VUbcidieeer  Pyramide,  so  ist  oacli  den  Lehren  der  Stereometrie: 

(I)  P»i(a'l'64'C-f 

Has  Votonien   einer  dreiseitigen  Pyramide  kann  aber  auch  auf 
^iifiücbe  Weise  durcti  die  vier  feieitenfläciien  und  durch  den  Ra- 
einer  ftiMweren  Berühraogskugel  ausgedrückt  werden  und  die 
^^rtrifmn  diesen  Ansdrockes  ist  der  Zfreek  dieses  Aufsataes. 

Ei  sei  0|   der  Mittelpunkt  dcrjeniiren  äusseren  licruhning«- 
kngcl,  nelohe  der  Ecke  A  gegeniiljcrliej^t.     Fällen  wir  von 
^  auf  die  Ebenen  der  Seitenflächen  «,  6,  r,  ff  die  Senkrechten 
(^bf  OxC,  Oid,  so  ist  der  Voraussetzung  gemäss 

P,«=s  0,6'=  OiC=  0,d= 

^^Hül]  rlem  Radius  der  äusseren  Beruhrungskogel.  Verbindet  man 
^  I^onkt  d  mit  B  und  so  f^ntsteht  das  in  der  £i»ene  der 
^^H^üf  ache  d  liegende  Viereck  ABdC;  verbindet  man  den  Punkt 
^  Ait  B  und  so  entwtebt  das  in  der  Ebene  der  Seitenfläche  c 
%nde  Viereck  ABcD\  nnd  verbindet  man  den  Ponkt  b  mit  C 
A  no  eetsteht  das  Viereck  ACbD^  welches  in  der  Ebene 
^  SiHeniMe  b  liegt   Denkt  man  sich  fiber  diesen  drei  Vier- 

TkrU  XXVIU.  T 
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«eken  alc  GranMieb^  die  Pyruniden  OxACd9%  OiAReD^ 
OiACbD  «rrlebM,  treldi«  Id  0|  ihr»  genehuehaftliciitt  SpItB» 

haben,  so  sind  offenbar  die  Geraden  ,  ^i^»  Oid,  O^B^ 
OjC,  die  Kanten  derselben.  Die  erste  und  zweite  Pyramide 
liegen  mit  der  SpifenfläcliL'  J/>0,  an  einander,  die  erste  und  dritte 
Pyramide  liei^en  mit  der  Seiteniläcbe  ACO^  an  einander  und  die 
sweite  und  dritte  Pyramide  liegen  mit  der  Seitenfläche  ADOi 
an  einander.  Legt  man  jetzt  noch  durch  dm  Punkt  0|  aod  dscch 
die  Seiten  BC,  BD  und  CD  dM  Dreiecke«  BCD  £beiieii,  «o 
erhellet  leicht  eoe  der  Conetmetioet  daee  der  you  dm  ini  aneie« 
«oderliegesden  Pyramiden  OiACiB»  OgABoD»  {K^CtD  gehilf 
dete  KOrper  auch  gleich  ist 

Pyr.  ABCD Pyr.  OißCD 

-f[Pyr.  OgdBC+Pyr.  OieBl) Pyr«  OibCD], 

mithin  iet 

Pyr.  O^AßdC^  Vyi.      ABi  D  f  Pyr.  O^ÄChD  =  Pjt.  AßCli 
-f  Pyr.  QtBCD  -»>  [Pyr.  OidBC  -f  Pyr.  OicBD  -f  Pyr.  Ok^CO] 
eder 

Pyr.  ^ÄCI>=[Pyr.  OiABdC-^V^x.  O^ABeDi-Fyr.  OiACbD] 
*[Pyr.  QidBC+Vyt.  O^cBD+Pyt.  OiöCD]^Pyf.  O^Bd>. 

Verbindet  man  den  Punkt  n  mit  />,  C  und  />.  s<)  h.iberi  die 
beiden  rechlu  inkeli^en  Dreiecke  O^aB  und  O, Ii  die  Hypote- 
nuse Ol /i  ireni'^inschaftlieh,  aitso  weil  aucb  O^a  ^  O^d  ist» 
AO,o^^dOi<^»  ni'^thin  ist  auch  aB  —  iW,  Auf  dieselbe  Art 
beweiset  man,  dass  aC^dC,  folglieh  haben  die  betdea  Iheieeie 
oBC  end  dBC  iwei  Seiteo  wecbeeiweiee  gleich  «od  die  driM 
Seile  BC  gemeineehalHiGh,  alee  A  olTC  ^  /h  dBC%  ^bmmo  iat 
aach  dk^BD^  ^eBD  eod  ^aCD^  S^CD;  da  apn  auch 

Oim=iOidf      Oia=0|C,  O^asOil»; 

so  ist,  wenn  man  sich  durch  die  Dreiecke  OioB,  O^aC^  O^aD 
Ebenen  gelegt  denkt,  ' 

Pyr.  OiüBCQd  Pyr.  O^dBC,  Pyr.  O^oBD^^^.  OgoBD, 

Pyr.  OicCZ)^  Pyr.  OibCD-, 

da  eher  9  wie  die  Figor  aeigt: 

Pyr.  OiaBC^Pyr.  0,aÄ/)-|-Pyr.  OiaC/>=Pyr.  O^^CD^: 
so  ist  vermöge  obiger  Congruenaeo  auch ; 

(3)    Pyr.  0|dü6H  Pyr*  OicBJJ  +  Pyr.  ai66i/={«.^. 
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iofter  ist  Midi  der  Figor:  « 

Pyr.  Ob^€ftOs  Pyr.  O,  dCD^  Pyr. 0, 6 Cl>= 16.^  -I-  P3r.O,6r£>; 

also,  wenn  man  diese  drei  GteicbuDgeu  addirt  und  auf  die  Gl«i* 
chmig  (3)  Rfickslcbt  nioitut: 

(4)       Pyr-  0,.4£fi/6  +  Pyr.  O, JÄc^>+  Pyr.  O.ACbD 
=     +  c  + lO.^i  +  i«.^  =  (a -I- 6 -l-c +<öei- 
Wefdeo  die  Werthe  ans  (3)  und  (4)  in  (2)  sabetitairt,  so  erfailt  nan: 

Beacicheet  nao  die  Radiee  der  insseieii  BerabmogaiKiigeltt, 
eeicbe  Rekeo  C  und  D  gegeaaberKegen,  beiiebanipifreiae 
^      9t,  Q^9»hA  ancb 

(7)  r=:i(a  +  *+il-c)-^g; 

Ana  den  IMchungeo  (1),  [fi),  (6),  (7)  ued  (8)  fslgt: 

3F 

3K 

a-f  ci-a— 6=  « 

3F 

•«das  die  vier  ietateo  dieser  ftnr  (ileicbaDgaa  addirt,  ao  eibUt 
ata  alt  ADweadaag  der  eratea  deraelbea: 
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im  Küpper:  l/«*«r       9U§tmtm  Art 


IV. 

lieber  eine  allgemeine  Art  der  Besehreibang  der' 

KegeteciuiiUe« 

ViMI 

Herrn  C.  Küpper, 
Iittbtor     dar  PkOT»  CtoweilMMhsl«  io  Trier« 


Lehrsatz.  Weno  von  einem  Dreiecke,  welches  einein  ge* 
gebenen  stete  eiostiininicr  rihiilich  bleibt,  eine  Ecke  festgehalten 
wird,  eine  iweite  den  UmCang  eines  Kreises  durchllliifl,  so  hat 
die  dritte  Ecke  einen  Kreis  sum  Ort,  dessen  Radios  snm  Radios 
des  ersten  Kreises  dasselbe  Verhftitniss  hat  wie  die  an  der 
ersten  Eclie  snsammenstossenden  Seiten  des  Dreieeks.  (Taf.L 
Flg.  1. 2.) 

f  sei  die  feste  Eelre,  n  der  Mittelpnnlrt  des  Kreises,  auf  wel* 
ehern  die  «weite  Ecke  bleibt»  R  dessen  Radios,  fnn'  ein  Dreieck» 
dem  das  liewegliche  einstimmig  ähnlich  ist.  Dann  bebanpte  leb, 
dass  n*  der  Mittelpunkt  des  Ortskreises  für  den  dritten  Fckpunkt 
ist,  und  dass  (rlor  Durchmesser  dieses  Kreises  erhalten  wird 
weon  Tnaii  ml  die  dur<  Ir  gehende  Gerade  dvn  in  der  Gera- 

den /n  liegenden  Durchmesser  aa  des  Kreiseö  (n)  parallel  SU  MH' 
projlcirt;  a'a*  sei  diese  Projectioo. 

/jTjr  sei  eine  Sekante  des  Kreises  (w).  Man  mache  ^fxx' 
^frf* ~fnn'  —  (p  und  bestimme  die  Punkte  x\  x'  so,  dass  f.r:Tjc' 
=  fr :  XX'  —  fn :  nn'.  Die  Dreiecke  ficx',  ffX'  sind  sodann  »vvei  Lageu, 
ta  welche  das  bewegücbe  Dreieck  gelangt,  ond  alle  Lagei^  wekha 
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daisdbe  einntmmt,  kunnen  in  ähniicher^Weise  erhalten  werden. 

Hau  sieht  aber  sntileicfi,  das«  die  Funkte  x*,  t*  mit  f  in  einer  Ge- 
raden liegen,  und  ilass  fx'.fx'  constant  ist.  Mithin  öiud  x\  f  die 
Endpunicte  von  Sehnerr  eines  Kreisen,  destien  grüisste  Sehne  offen- 
bar a'&'  ist;  fol^ficli  if^t  n'  der  Mittelpuokt  dieses  Kreise«;  H'  sei 
«eio  Radius»  daun  ist 

a'a'  •.aa^R':R=:fn*\  fn. 

Die  PotoDseo  de«  Punktes  f  in  Besog  auf  die  Kreise  (»Ju 
V)  sind  fuXß  ond  fa'xf^^  ihr  Verhiltniss  ist  B^iR'\ 

Folge rnngeo.  Stellen  wir  om  vor,  dase  das  bewegliche 
Meek  seine  Gestalt  todere«  dadi  so»  dass  ^/iut'ss^  unrerftop 
Meb  bleibt»  und  soniil  das  VerbSltnlss  der  diesen  Winkel  ein- 
idUiessenden  Seiten  ein  verinderlidiee  wird»  so  leiten  wir  nach 
im  Torigen  Satne  mit  Hülfe  des  gegebenen  Kreises  nnd  den 
lUels  9  eine  ReHie  stetig  anfbinanderfolgender  Ortsineise  ab» 
knm  Ifittelpenkle  anf  der  festen  Geraden  im'  liegen ,  nnd  deren 
Kadien  den  Abstinden  ihrer  Mittelponkte  von  dem  festen  Punkte 
^proportional  sind;  denn  R iR^n'fmf» 

NehMB  wir  noch  an  ^  sein  Supplement  ftm",  so  erimiten  wir 
teh  Aswendnng  desselben  Verfalirens  alle  die  Kreise»  deien' 
Httaipnnhte  anf  dem  anderen  Tfaeil  tut*  der  «mdiieheii  Geraden 
M  liegen,  nnd  deren  Radien  den  Abstinden  Ihrer  Büttelpnnhte 
wn  f  proportional  sind* 

Bsachtet  man»  dass  der  Winkel  an  deinjenigen  Eckpunkte 
fim  der  hewegilehen  Dreiecke»  welcher  irgend  eben  der  er* 
sttMen  Ortskreise  dnrchlivfl»  ebenfall«  nnverSnderllcb  bleibt»  so 
liiht  «Mn»  dass  an  jedem  Ortskrels«  ein  bestimmter  Winkel  (nnd 
Imsm  Sspplement)  gehOrt,  mit  Hfllfe  dessen  sich  alle  anderen 
Kreise  aus  ihm  ebenso  ableHen  lassen,  wie  wir  denselben  aus 
Um  ursprünglichen  Kreise  (ft)  mit  Hülfe  des  Winl^eU  tp  (und 
»nses  ^upptementea)  erhalten  haben. 

Ztohen  wir  dnich  die  Endpunkte  «,  a  (TaLL  Fig.  3,  4.)  des 
Dtrcbmessers  eines  dieser  Kreise  awel  Parallelen  sn  AI ,  so  he« 

ereoaen  diese  auf  den  durch  f  gehenden  Geraden  Abschnitte, 

»eiche  die  Durchmesser  der  Ortskreise  sind.  Unter  diesen  Krei- 
i8t  Einer,  dessen  Radius  rin  Minimum  i&t,  il«  r  \N  inkc1,  wel- 
'^H^T  EU  ihm  firehört,  i«t  ein  Heihter,  sein  MiUclpuukt  ist  der 
Fuf*piifikt  m  iler  von  f  iiuf  die  Gerade  M  ^efKlUen  Senicrecbtcn. 
SfUeo  »ir  seinen  Hadlus  inA~A,  den  Alj.Ntand  mf  s^mr^^s  Mit- 
teipenktes  von  /  gteieh  £,  so  ist  für  iigend  etnea  Kreis  {n),  zu 


v\  t'lcheni  der  Winkel  ^  ^i'ln'irt,  tind  dessen  Mittelpiakt  von  f  4tA 
AlwUad  nf=^ii'  bat,  U*mAip^A»  £'*motp'm£,      -  • 

Die  erhaltene»  Resultate  gesstaUen  iblgeodeo  Au^druckf 
Weiui  iiiati  Miir  llelbe  Kreisen  hesch reibt,  deren  Mittelpanlct^ 
auf  einer  gegt  lx  iH  n  (m  laden  M  liecen,  und  derer!  liaUieu  den 
Abständen  ibrer  Mittel|>unkte  von  einem  festen  Punkte  f  pro|>or<- 
HoDal  «iod,  und  mau  lässt  deniScbaitel  dnes  hestinimten  Winkels 
eioeo  dieser  Kreise  dureblaafen,  wlbmd  eio  tSchenkel  durch  den 
teten  Pmkt  /  ftht,  so  nfanint  d«r  andere  Seheiikel  dieMlbe« 
Lagen  eht»  wte  der  Schenkel  eines  anderen  Winkele  veli  eb^fidfa 
beafimmter  GrOeae,  dessen  sweiter  Schenkel  durch  dnnaniheo 
Pmikt  f  geht»  lind  dessen  Scheitel  einen  anderen  jener  Krelan 
durchläuU. 

I 

Dieia  beiden  Winkel  werden  von  der  Geraden  M  and  6m 
beiden  Geraden  gebildet,  welche  die  Mitteipnnkta  der  g^dnehlan 

Kreise  mit  dem  festen  Punkte  f  verbinden.   Ihre  Sinna  Terlttitaii 

hiah  umgekehrt  wie  die  Abstände  der  Mitte1puiik(<>  der  sugehür^eii 
Kreise  von  f,  edet  umgekehrt  wie  deren  iiadien. 

Die  (  ui  v(\  welche  der  Schenkel  eines  W  inkeU  von  constatiter 
iiitiisifif  uiMhuHt,  wejHi  der  andere  8ih(  nk«  l  durch  einen  legten 
Paskt  geht,  und  der  Sciieiiei  aut  eineiu  ^ei^elx  ikmi  Kreise  bleibl, 
liann  mithin  a«f  uu^iühlige  Arten  in  analoger  VVei^e  erzeugt  wer« 
den,  indem  man  den  Kreis  durch  einen  anderen  (nicht  willkillif» 
liehen)  und  den  Winkel  durch  einen  dein  Kmiae  angehOrigeB 
eraetst 

Diese  Curve  2u  untersuchen,  werde  f  einmal  ausserhalb  des 
Offtskielsea  llir  den  Scheitel  des  beweglichen  Wiolcela  9  «ige- 
nounen»  sweilena  innerkalb  desselben  Kreiaea.  Im  eratea  Fnlla 
liegt  f  anaaerhalh«  Im  aweilnn  Falle  innerhalb  einen  jeden  Kieicesi 
der  ÜSr  eine  analoge  Braeugungsweiae  an  die  Stella  von  (n)  treten 
kann,  denn  f  liegt  innerhalb  oder  aasserhslb  eines  Kreises  (n), 
je  nachdem  für  diesen  das  Verhältnis^  seines  liadius  zMm  Ab- 
staiiii  des  Mittelpunktes  von  f  ^^rösscr  oder  kleiner  als  l  ist,  und 
da  für  alle  Ki  i>'  .  Vie  (ii)  er«?i't/eii  koiiueji,  dies  %  11  liaUiiiss  con- 
slaat  ist»  so  liegt  /  entweder  innerhalb  oder  ansserlialb  aller.  ' 

Im  ersten  Falle  wird  der  bewegliche  Schei»kel  {t>o  nonrie  ieh 
kurz  den,  welcher  nicht  durch  /  geht)  ssweimal  Tangente  tüt  jeden 
Ortakreis:  Denn  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  eines  Kreiaae 
mit  der  VerblndnuKslinie  ihres  Berührungspunktes  mit  einem 
fesleo  Pnnkta  ausserhalb  den  Kreises  bildet  nimmt  alle  denhbawa 
Warthe  nn »  und  wird  swelmal  dem  conataattn  Winkel  9  giskh. 
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V» 


PiOfiel  die»  aber  i«UU,  6o  tritt  dfr  f^erühriingApunkt  aul  dem  Kreis 
Durchschnittspunkt  sweter  aut  einauder  folgenden  Lagen  de«» 
bcw^icfaen  SchenkeU  aof,  er  wird  also  ein  Punkt  der  Ton  die* 
ita  ombOJlteo  CaiT6b»iiod  zwar  deijaoige  «eis,  in  welchem  jener 
Sdkeokel  die  Cnrve  berttrt  lo  flle«eii  wrei  Poukt^D  bat  folglMb 
jiiv-Ortekrew  nlt  d«r  ta  unteMiiheiideii  Cunre  eine«  Coutoct 
■rtvIMMMg»  wd  M  lal  mos  der  Att,  wie  die  Kveiee  atalig  mT 
«fauder  folgen,  Idar,  daoe  die  Carire  Ibre  Onbüliende  iet 

In  zweiten  Fall  nimmt  der  Winkel,  den  die  Tangente  des 
Kmies  mit  dw  Geraden  bÜdet»  welcbe  deo  BerÜbrungepmÜLl  mit 
f  fiMetf  (wir  baben  hierbei  den  8|iitaeD  Winkel  im  Aage)>  alle 
iMe  ivrbclieii  einem  Rechten  und  einem  gewlsaen  Uinimuiii 
wtt  Wihleo  wir  9  zwiKcben  diesen  Grenzen ^  so  gibt  es  immer 
mlLafen  des  beweglichen  Schenkels,  in  welchen  er  Tangente 
des  KreUes  ist. 


ilt  (»)  einer  der  Ortskreise,  /  der  feste  Punkt  (Taf.L  PigA), 
A  Mkiecbt  auf  fn,  r  der  Punkt,  In  welchem  ß  den  Kreb  (n),  t 
ktlhnkx,  in  welebem  er  die  Gerade  M  schneidet,  sn  Ist  ^/Vf 

jM HRnfmum.  Wenn  nun  it  so  fielet,  dass  ^fnm  oder  tp'^jCfrt, 
«  ^ini  der  bewegliche  Schenkt'!  zw  eiuuil  den  Krei^  {n)  berühreo. 
iffs^('>|irochene  Bedingung  fallt  mit  dieser  tu/  oder 

zttsaoimen«   Nun  ist 

R  E 

nt  =  — —  = 


cos  q>      A   cos  (f 
Abs  MM 

^^ÜS^^'    Cüs<jp^^,    sn.y>   ^  . 


Nk  Setzen  wir  B=zV Jß-^E^,  und  berOcksiebtigen  sin  9 

<o  tritaiten  w  ir  für  die  obige  Bedingung :  H  <^  g 

Dsmuacb  gibt  es  auf  alien  Ortskreiseo»  deren  Hadien  >  A 
*H  ^  2f  *    zwei  Punkte ,  in  welchen  der  bewegliche  Schenkel 

Kreis  iMtübrt»  und  grade  so  wie  Torber  felgt  hier« 
it9  eine  RsUmb  von  Kreisen  gibt,  welche  die  a«  unter- 
le  €ap»  doftpelt  befühteD,  und  deren  Baf? elloppe  sie  Ist 

^  4m  Kreis,  dessen  Kadins         fallen  die  beiden  Punkte,  in 

er  die  Cnrve  berührt,  aasammenj  er  hui  otit  der  Curve 
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einen  Contact  zneiter  Orduuog;  für  Kreise  von  grosserem  Radlw 

Hird  d«r  Cuuiuct  iiuagiuar. 

Aus  tieni  l'^'snc^teu  erhefft,  fiasi^  man  ^belieUg  %'iele  Pimktö 
der  iinihüUleo  Curve  dadurrli  erhalteo  kann»  das»  man  aut  den 
Orfskreiseo  diejetngcn  zwei  l^iinkt»  bestimmt,  in  welchen  der  be> 
wei> liehe  Schenkel  des  Winkels  9  den  sugehörigeo  Krsis  bsrilbrt 
Im  Folgesdeii  wolleii  wir  diesen  Weg  elnschlngen. 


Um  (Tatl.  Fig.  6.  A.  Tnf.  II.  Fig. 0. B.C.)  uf  dem  Ortokrelse 

(n)  die  beiden  Punkte  tu  finden,  in  weichen  der  bewegliclie  Sellen» 

kel  von  9=/nifi  denselben  berührt,  errichte  man  in  /'aut  /)^  d'n'  Senk- 
rechte ft,  über  nt  als  Duk  Imiosscr  Ijeschreibe  man  einen  Kreis, 
dieser  schneidet  den  gCL'«  lit  iien  (//)  in  den  (gesuchten  Punkten 
€,  c.  Denn  tc,  tc  sind  zwei  Tangenten  des  Kreises  (n),  und  in 
dem  Uäirskreise  stehen  die  Winkel  ief,  Uf,  9  auf  demselbeo 
Bogen  1f. 

In  l  uf.  U.  Fig.  ß.,  wo  f  innerhalb  des  Kreises  (11)  aogenom- 
men  wird»  wird  jener  HOlfskreis.  dessen  Durchmesser  nt  Ist,  ent- 
weder (n)  schneiden,  oder  berühren,  oder  keinen  Punkt  mit  dem* 

selben  gemein  haben,  jenachdem  R^ni,  welches  wieder  wie 

> 

früher  zu  der  Bedingung  für  reellen  Coutact  iührt 

Man  siebt  aach  (Taf  ll.  Fii^  O.  C),  dass,  wenn  fxt  eine  Lage  des 
Winkels  ip  ist,  man  anf  folgende  Werne  den  Punkt  &  erhSit,  In 
welchem  sein  Schenkel  xt  die  nmhfillte  Cnrve  berührt  Man  siehe 
/I,  errichte  darauf  fn'  senkrecht  und  beschreibe  über  n't  als  Durch- 

nie98er  einen  Kreis,  weicher  xi  In  c'  schaetdet.  Die  Dreiecke 
/>r',  fnii'  sind,  wie  leicht  zu  zeigen,  ähnlich,  also  ist  n'  der  Mit- 
t«'l|»iti»kt,  n'c'  der  uadius  eines  unserer  Ortskreist;,  welcher  Gber- 
dies  von  .rt  in  r'  berührt  wird,  und  für  welchen  (p' z=.fn't=^f&im 
Kehren  wir  zu  Taf.  I.  Fig.O.  A.  zurück.  Wir  ziehen  et,  diese 
Linie  schneide  den  Durchmesser  aa  in  dann  behaupte  ich,  dass 
d  zum  Ort  eine  Gerade  hat,  die  mit  M  parallel  ist  und  welche 
den  Durchmesser  Aa  de«  kleinsten  Ortskreisee  (m)  In  dnsn 
Punkte  D  trifft,  welcher  der  wxk  f,  a  lugeordnet  harmonieehe 
ist.  Nun  ist  fö?  den  Kreis  (n)  die  Gerade  et  die  Polare  des 
Punktes  U  nnd  weil  ifn^W^,  f/*  die  Polare  des  Punktes  d,  folg-' 
lieh  fl,  a,  dn  f  vier  hainionische  Punkte,  also  auch  il ,  />,  /*. 
Da  dD  fiarallel  iV  nnd  D  ein  vöHifr  bestimmter  Punkt  iat,  so  er- 
gibt eich  die  Kicbtigkeit  de«  Üebaupteten.  • 
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Denier  ewcWai  der  Krei«  (»)  al«  Or(  derfentgeB  Punkte, 
4mi  Albtaode  Toe  ^  «m1  i<  in  den  «onstaiiten  VerbÜtnl«« 
tai^fi^^MfiäD  ««eheBt  «onU  e^:ccii;;;c/:ai::BCeiift, 

Demnach  iel  die  emhulUe  (  urve  der  Ort  derjenigen  Punkte» 
(fereo  Abstände  von  f  zu  ihren  Abstanden  von  eloer  feetee  Gera* 
kk  D  ein  coeetantea  VerbilteUe  Iwiben.  Setzen  wir  noch  mD 
sA  fo  bat  MH  filr  diesee  eoMtepie  VerliAltaiws 

AI 


2J.ds2£,  dss2  ond  2D.d=2J,  4  =  ^; 

Horaa«  auch: 

Oer  znr  ßeatimroung  der  Punkte  r,  c  gebrauchte  Hiiirskrei» 
^elii  auaser  durch  f  noch  durch  einen  zweiten  Punkt  P  der  von 
/  4of  ;}/  (i^efäiUeu  äenkrecbten »  und  welcher  eo  iMgt,  doM  mS 

E*»  ist  c/'—cSj  cSz=:cf,   Aus  den  Gleichungen 

c/i^4.erf» 

4?/-  r^=d .  (cct— cd)  =s2  dD=2J = coost, 

«Hier  auch 

C/— C^s4/~  »Sil. 

Die  Punkte  e  heben  somit  die  Eigentebeft,  daes  die  Diferw 
hm  AbeMede  ven  twei  ieeten  Punkte»  onveiiodertieb  ist 

Liegt  /  innerhalb  der  Ortakreise,  so  erhalt  man  ganz  auf 
dieselbe  Weise  für  den  Ort  der  Punkte  c  eine  Ellipse,  von  wel- 
ciie/*eiD  Brennpunkt  und  der  Mittelpunkt  sed  Dnrchmeeeer  dee 
UeiBsteo  Ortskreises  Mittelpunkt  «ad  greeee  Aze  ist 

EUi|>ee  and  Byperbel  sind  also  die  UmhfiUeodeo  einer  »"^khaAr 
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wm  IMmii  Mfnm  Mlltol|Ninkte  wf  der  Geimde«  liege« ,  frekbe 

dl^'Axe        RSf  —  1  «»TiÜKilt  und  drrcii   I»a(Jit:ii    den  Abstc'itidtMi 

ihrer  Mittelpunlcte  roni  üreBopuükte.proporttiNial  mnd«  «mI  wrnwt 
iÜ  ^  dif  Verhlitnisa  zwUcheo  Radius  und  AiiöUiutl. 

Gfetehzeiti^  werden  diese  Curveo  von  dem  e<:li(  hen  Schen- 
kel eines  Winkels  tp  von  beätimrater  Grdsae  berührt,  desMB 
5€beittil  einen  dieser  KreUn  vom,  ^ßadius  R  durchläuft,  desaen 
Bwelter  ^Schenkel  «ieli  iiii^^fii.Brmiipiiiiiit  dreht  llieMr  Winkel 

A 

wird  durch  die  Helatioo  ein^s^  bestimmt. 

Anmerkang.  Wenn  ip'variaM  geoommen  iHrd,  w]lhreii4 
der  sogehSrige  Kreis  derselbe  bleibt,  so  erhelteo  wir  diei^B  eU 
^  Enveloppe  too  KegelscbnitteD«  welehe  eineo  Breonpinkt  gm* 
Mifieani  beben,  dereo  swelter  Brenopoekt  mit  jenem  auf  einem 
beetimmteu  Kreifiumfang  liegt,  imd  Cur  welche  die  E^cüuiri^iUit 
£ 

-j-  cenetant  Ist 

Für  die  Bniwlekelung  vieler  Ei^ensühafHen  der  Ellipiie  und 

Hyperbel  (Taf.  II.  Fig. 7.)  bietet  s'wU  als  directer  und  tum  Jj  /nni 
Ziele  führender  We»?  ihre  Bcschreibunp  mit  Hülfe  des  Ort<«kTt'iscs 
ilaT,  dessen  1  )ur('fitiie«sier  ein  IVUnimrpm  ,  n.irnlrch  der  g:rossen  Axe 
des  Kegelschnitte  gleich  ist,  und  zu  dem  der  Winkel  <p  =  yO^  ge* 
bfirt.  /,  g  "^rien  die  beiden  ßrennponkte,  fxy  eine  Lage  des  be- 
weglicben  Winkels.  Den  Funkt  c  zu  beatomeii»  in  welekem  jry 
dea  onbüliteD  Kegelsebnitt  berabrt,  bat  man  nach  Obigem  den 
Darsebnittspankt  I  der  Geraden  xff  und  Jf  su  bestimmen,  und 
dnrcb  die  Punkte  ^  g,  i  einen  Kreis  su  legen,  welcher  xjf  in  dem 
Punkte  c  sehneidet.  Verbindet  man  e  mit  ii,  so  wird  ^fca 
—  ^ gen  —  90  -  —  ^  uu <i  auch  ^  j:c/  =  ^ ^tg  (p. 

Ferner  sind  die  Dreierki»  fxc,  /mit  ♦  iii>timniig  atinlich,  al?*ri 
ist  n  der  Mitteipunitt  de»  Urti^kreiaes  tür  den  Scheitel  des  Wiu- 
kels  (p,  ncsiR^Ha=z7ia.  Ziehen  wir  durch  c  eine  Parallele  sa 
A^l  bis  Dunlisehnitt  d  mit  na,  so  ist  der  Ort  dieses  Punktes 
die  Dlreetrin  des  K^eischoltts,  denn  cd  ist  im  Kreise  (n)  dit 
Polare  su  I,  also  1/  die  Polare  su  folglich  dp  a,  a  vier  bar« 
Ironische  Pdnkte  tt.s.w.  wie  eben: 

Die  Fi^iir  lietert  eine  Reihe  von  Gleichungen  awiscben  fei» 
gsndm  öMckeni 
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4*r  StMMtKiit  Oer  ätgeltelmßUi.  Vü 

■^fö»^<,,     fevzF.     gem^G,  fkzxX, 

gjfssY,    cnzziHg      ce=Q«  mczsJ}* 

— gwilta»  mt  d«ii  Punkr  c»  üf  der  AbtfUuid  der  T*ii|^te  äi^ 

«M  Mittelpuokte  fw.  ...  >  1 

3)  Weil  feiegz^Ä:  l,      hat  xuau         F).  <?=  F.  A-|-A.  F, 


Au  1):  HiQiH'  Q^Ä^iß^.L\  An«  1)  aod 2):  U.M=.Ä^. 
^9)«id  3):  QM^B^. 


AH  ' 

5)  M.jy^ä.B,  folflleb^fiMii  2):  />'=^;  nacb  l)und  3): 
X>':9=J:^,  Dach  4):  l^'sVTn^ai  , 
^  Dreieck /4?«c\Ve<<»flmitt  ^uk=^f€,  ^ce=^^--qi=:^^de. 
Ali» 
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Der  Punkt  e  thellt  die  8ehne  sey  io  dem  Verhältmss  FiG, 
Mau  kaiui  ihn  also  auck  8u  bestimmen:  man  verlän^eri^  fx  uro 
ein  gleiches  Stück /*;f,  verbinde  p  mit  bu  t;elit  tiit;se  I.iuio  durch 
c.  Daraus  folgt  mx  parallel  gc.  Nennen  wir  ds  das  Llemeat 
der  Ellipse,  welche»  in  liegt»  da  da»  £l#amt  des  Kreises  (in)» 
de«»eo  Veriiogmaig  die  Tangente  in  ^  ist»  m  ImI  iMii  IHr  den 
l^lnkel,  den  iwei  auf  einander  folgiode  LigfD  dm  um  f  drein 

•ntea«:   ^    ■  »  und  da/är  d«r  Normale  c»  |NuaÜei  iet: 

sweiteaas 

f 

Mn  Ist  jifi»TssW~-9i  demDach 

ds  dö.»in^ 

— 

Für  den  Winkel,  den  zivei  mi(  einander  foL'^ ndt^  laugen  des 
Kadiue  ms  eloachliesseot  hat  man,  vvcil  dieser  Radiua  dem  Leit» 

dß  ' 
strahl  ge  parallel  bleibt,  einmal  ^»  und 

woraus 

do  ^  di.^oy 

Am  beiden  Gleiehimgeii  folgt: 

X.G    _    X.  V  B* 


Also  ans  1): 


oder  aus  4): 


 (g.Q)  (F.G) 


Am 


Digiljzed  by  Google 


dtr  üesckreiöung  der  M€$H9CkmlU, 


und  ans  9):  ^=375  =  ^ 

fKe  £oti%ickplung  dieser  HetfulUte  för  die  liyperbei  gescbieht 
ai(dieMU»e  Weifte. 

■ 

Hei  der  Parabel  freten  «f»  die  J>telle  der  Ortskrei^e  (n)  die 
Tan^reoten  dieser  Curve,  und  e»  bietet  keine  Schwierigkeit,  den 
Lehrsatz,  von  welchem  wir  ausgingeo,  demgemäuB  zu  rooditiziren 
iB^a  beweisen.  * 

Scblase.   Die  eynthetiscbe  Untersucbiiiig  der  Kegelecbnitte, 
oao  von  ihrer  Bezieheog  lani  Brennpnnlct  und  der  zngehr>- 
ren  DtrectriK  amgelit,  Hkhtt  anob  m  den  OrtakreiMB  (■)•  (TaC 

Miü  suche  nämlich  die  Punkte  von  der  Eigenschadt,  dass  das 
Verhiltoias  ihrer  Abstände  von  einem  festen  Peakle  f  nod  einer 
festen  Geraden  D  ein  gegebenes  ist ,  auf  den  anf  D  senkrecht 
ttdMtdea  Geraden«  In  derjeaigeD  dieser  Geraden «  welche  doich 
fvk^  erhSIt  man  twei  solche  Pankfe  Ap  J»  welche  Df  nach 
^  gegebenen  Verhiltolss  harmoniach  theilen.  Eine  andein 
GniÄe,  saf  welcher  man  die  Punkte  Ten  der  gedachten  Elgenachaft 
Ml  will,  sei  <fd«  Man  ziehe  Aa,  Üa  parallel  zu  D,  so  sind 
^  o»  <  Tier  barraoniticbe  Punkte,  afiad  lat  das  gegebene  \  erhält- 
nm.  Der  Kreis  nun,  welcher  aa  zum  Durchmesser  hat,  ist  be- 
bntüch  der  Ort  für  diejenigen  Punkte  c,  für  welche  rf:cd 
-üf.üd.  Trifft  er  also  cid  in  c,  so  sind  dioB  swei  Pioikte  der 
geMcbten  Cnrve. 

An  diese  Weise^  die  Punkte  zu  bestimmen,  lassen  sich  durch 
leichte  Lutwickelungen  die  oben  erhaltenen  Resultate  anknüpfen. 
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Üdber       beümdm  Aufltenng  tter  GMdiiuigeii  von 

der  Jb'orm 

.  • •  • "  •  *  ... 

lieiu  Herausgeber.       '    "         '  * 


Die  AvClDsmig       Gleklmiii^  von  d«f  obigen  Form,  in  Vmr^ 

biiiduog  n/it  eiflior  ^ei^'isEen  dritten  Gleichung»  bat  zu-ar  in  den 
meisten  Fällen  keine  beRonderi»  Schwierigkeit.  Indens  sjeheint 
mir  doch  die  fol^mdf^  Motho^ic  ihrer  hesoDdeioii  £iegaos  if^gfeo 
•iniger  Beachtung  oicht  uuwertb  au  aein. 

Mao  heattmme  die  Gröaae  6  aua  der  Gleiebuog 

(I — 6c,  (7)  (1  -  cai  G)  (1  -  abi  G)  =--a5ea|AkC|C 

ninilich  «na  dar  Glelcbang 

1 — {aöi  -f  bci  4-      ^  +  (o^t  6|  -i*  6ca|  Cg  -f  ea6|  Ui)  Cr* = 0, 

welche  nar  vom  swelteo  Grade  iat,  und  berechne  dann,  indem 

man  dem  x  beliebige  Werthe  beilegt,  die  Grössen  ^«  s.  mittelat 
der  Formein: 

_     aeiGx  (1  —  bci  G)x 

Denn  dann  iat 

(1  —  6«!  Cr)»s— Cfti  Gl, 

(1— €atCr)ys  ^ac|Cr«i 
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( 1  —  ItCi  0){l — coi  G)if = acöi  Cj  -Cr^i. 

Weil  aller  - 

(I  -  6c,  G)  (l'cot  Q)  (1— a6|  6')=  -  o^cn^^ici  G» 
a0t,  so  kl,  wi«  mao  leicht  derch  Dirlelen  indet] 

I— eA,G""*"6ei€?' 

oder 

(I  — CQias^6a|Gy. 
Daher  hat  man  die  drei  folgeoden  Gieicbuogen:  (  * 

■ 

(1 — cQi  Cr)3f  Ä — aC|  Gx, 


ttod 


otay-l-^ifs-l-^ 
Ukma  aieht  nao  alao^  dm  dlf  beidea  GleidimigMi 


>  ■ 

:  / 

«Mdicb  darch  die  Formeln 

1— («^  -f  ^  ^eai)6^(a6c|^  ^  4aa^c|  ^  ea«ka|)C^sO# 
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wenn  man  für  «  beliebige  Werthe  setzt»  aulgeiöet  werden. 
Weil 

abo 

ist»  ao  kaui  naa  di«^  aeaare  Gleiebnngen  auflOaendaD  Femela 

aach  unter  der  folgenden  Form  darstellen :  ' 

1  — (a6|  +  Aci +e«,)G+(«fakiA|  +  bea^Cg  4  eo^aJG^ssO, 

HHtte  man  nnn  etwa  die  (vrö.s^deo  JSg  %  aiia  den  drei  fal* 
gaadaa  iilaicbangaa  aa  baatfmmen; 

ao  erbllt  man,  weno  man  der  kürze  wegen 

l — G  *  t  —  G 

aelaty  wa  alao  aach  dam  ObiKea 

ist,  mitteUt  <lf'r  dritUri  Gleichung  des  obigen  Systems  dreier 
Gleicbungen  sehr  leicht  die  folgenden  Ausdrücke: 

1 


3r  =  T 


a 


io  denen  die  oberen  und  unteren  Zeicbeu  j^tch  auf  einander  be- 
aialian»  - 
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SeUte  man 

aciG  I  —  G 

Hd  4m  Obige»  ako 

f9  wire  ait  B«itobiiog  der  oberen  und  nnlerea  Zekheii  evf 


.  1 

_  j     _  «  

l  +  H^  +  l»^ 

Wem  MS  aleo  o«r  G  mm  der  quadratiscben  Gleiebeng 


^iimmi,  so  läs^t  sieb  eio  System  dreier  Gleicbungeo  von  der 
«Bgeattneo  Form 

^HrfM  nilea  Mbt  Mebl  «bd  whpet  uMm. 

frage  sich»  ob  diese  Autlö^ur^-rpiinefbede  nicbf  Tfelfe^e^( 
^  «xber  Ervreiteningy  etwa  «af  Gleichungen  tan  der  Form 

%  ivire? 
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Vi. 

Betrachttmg  einer  eigenttfimlicheD  Spirallinie. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.     PA*  W^lftr^ 

KU  Berlin, 


Eis  in  Ettlers  lotegraURecliQvng  §.729«— 732  bebsDi 
tes  Beispiel  ztir  Anflosiint;  einer  Differential  •  Gleichung  zwe 

Ordnung  führt  auf  eine  cigenthßmliche  iS()iraHinie,  deren  ausfl 
liehe  Betrachtiinc^  nicht  ohne  Interesse  zu  sein  ^clteint.  Um  eit 
a.  a.  O.  nicht  vorkommeode  Formeln  zur  Hand  zu  haben,  schic 
wir  sie  hier  vorao. 

Niromt  man  bei  einer  Corve  einfacher  Krümmung  das  El^ 

des  Bo(»ens  oder  V  </j-*  +  f/?/'*  constant  an,  so  w  ird  der  Kn 
ratin gshalbmesser  in  dem  PuoiUe«  dessen  rechtwinklige  Coordintf 
m  aud  jf  sind» 

vergL  Grunerts  Archiv.   TheillX,  psg.60.  u.  f.  Setst  i 

d^szpds,  so  wird  d$=i  VTfp*.  dx^  und  weil  hier  d$  sie  eonst 
sogenomnieii  worden  ist,  siso  ddtssQ  wird, 

(2) 

®   
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figemMümiicAen  spiraUinie.  IIÖ 
Wir  W4»lle(i  noch  die  Gleichuogen 


j   £  *P 

j  __J  pip 

*  VT+P  (W* 


j.  1. 

Mi»  mU,  dl6  GleiehuDg 

«wranftgeseUt ;  man  soii     uod  tf  bestimmeo. 

Fit  ägr^päse  gebt  die  vorstebeade  Gleictuing  über  in  folgomle: 

mi  bwaM  arhalton  wir; 


«4 


Statt  dieser  iwei  Gl«icboiig«ii  kOnaeo  wir  nach  (4)  and  (6) 


MMh  dar  totwpteo  PaiMl  /Mb  v  w  —  /mAi  and  w«U 
<4»rl§ya»  i^ßt  «kaltw  wir  «Uher: 


106  W^Ur»:  §€itwmm§  mir 

jpÄ—  .  y — -  Arc.tg.p -I- a  CrrT^'^Vk  * 

d.  h.  aacb  (4)  uod  (5) : 

Hier  «ind  €  und  D  die  willkabrlieben  CoMteoton  der 
gration. 

« 

f 

Ist  die  Absciösa  uud  y  die  Ordifiat*'  einer  Curv  t;.  S4>  niiis^ 
der  Krfimniongsbalbmesser  dem  Wioket  proportional  sein,  ^^el- 
oben  die  Tangente  der  Cnrre  mit  der  Abeeläeenaxc  (bildet  Um 
Corve  iat  daher  eine  gewisse  Spirallioie*  wekshe  aicb  vm  4ei 
Anfaogapenlrt  der  Ceerdieetee  entwiekett 

Setaen  wir  Arc.^.j9=^,  6<i  v^ird 

1  o 

mithin  »acb  (b)  und  (9): 
(Ifl)  jrsC-^acoa^  —  a^aip^« 

(11)  y«i>— aain^  -f  a^eea^; 
und  hieraus 

(12)  »^osq>-\^ysinq>^Ceo^tp-{-  Diixn^^u. 

J.  4. 

fiiielien  fir  9=0»  x  und  3f  verschwinden»  so  muss 

Csia    und  //=0 
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•ili,  oBd  wir  «rbalteo  in  dtosem  Falle  statt  (10)        (11)  die 


(13)  x=a — ueo9tp — aipuü^, 

MWle  statt  (19)  biar 

(IQ)  «e(M9>-|-^sin{p=  —  o. 

do  hnge  9  sehr  kMft  tat,  «rMtao  wir  mit  gromr  AMÜMriinK : 

■ 

vid 

{.  6. 

Üa  au«         uod  (U) 

dljpas— 'fl^ciM^if^  oad  dfjfs^ii^aiii^^; 
fiajgt»  «o  wird 

wd  wiAB  oMui  tatsgiirt: 

oder,         für  ^=0«  Jt  uod  ^  also  aacli  «  YerschvHDdan , 

Eodikh  wird  oacb  der  VorauMetzung  der  KrflminiingsludbinMsei 
(17)  f  =  09. 

Vvgtaicbt  mu  (17)  sit  (13)  and  (14),  ee  wird 

9=180»,  y=-y, 

9=;360  . 

n.  a  f. 


3 
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§.  6. 

Nwrh  dan  Formdii  (l^t  (14),  (UQ  vDd  (17)  «iiid  die  w 
wtoD  lb%iDdeB  TtMle  «nlMteoMi  nnaailtelimi  Werth«  vdd  #, 
jf»  t  iiod  y  beredinet  wefdra,  ood  swar  fttr  die  Werth«  liMtWi»* 

keie  9  TOD  0  bis  960^  io  ZwiscbeorXmiien  von  10^;  dabei  wurde 

der  Werth  vor*  a  -  W)  uugeiiüjuoien.  l'iii"  die  zwei  Coordiiiateii 
sind  die  vlert^'n.  lür  ,v  die  zwei  er«?teo  und  fÖry  nur  die  ersten  DifT»'- 
renzeo  hin/iiL;elügt  worden,  thed^  zur  ControIIe  der  RechnuTig, 
theÜB  um  für  zwischeniiegeode  Wertbe  von  die  Wertbe  jener 
Fanctionen  durcb  Interpolation  sa  ennittele.  Die  nicbt  VolUtin- 
dige  Regelniiaeigkeit  im  Gaoge  der  Diffieieiiien  iel  dem  Umetand« 
maoechreiben»  daes  nor  fttabiffrige  Legarithmeo  aogewaodt  wer- 
den aind. 

Bei  $  Dfissen  die  zweiten  Diierenaen  eenatant  nnd  die  dritten 
sO  aeln,  weil  ana  (IQ 

iuigl;  eben  ao  laiUäeu,  weil  nach  (17) 

4 

dfssadtp  und  ddy^O 
lat»  ImI  y  die  ersten  Dlfferenaeo  ooeatant  nad  die  «weiten  =0  nein* 

§.  7. 

In  diesen  Formeln,  wie  auch  in  den  danach  berechneten  Ta- 
bellen wird  die  ur^rfinglicbe  Bedingung,  dass  d*  constant  eei« 
nicht  erfüllt  und  awar  ana  dem  einfachen  Grunde,  weil  oiebt 
aendem  daa  Aignment  ^  ala  legelraiBalg  fortecbreltend  aegenem* 
men  iat  Wollte  man  jene  Bedingung  ertUlen,  ao  mttaate  man 
daa  aiadann  nnglelehftrmig  fortaefareltende  Argument  9  erat  ana 
der  Gleiebnng 

(18)  9>=V^? 

herleiten  nnd  mit  dieaem  Wertbe  die  Aecbnnng  dnichfilhren.  Ge- 
aelit  etwa»  daaa  die  Wertbe  tron  s  gleichförmig  nach  der  IMhe 

5,  10»  16»  20»  etc. 

forti^^ehen  solloii,  90  erhäU  man  narh  der  beiläufig  angCüitellten 
Rechnung  folgendea  Bnichatöck  einer  Tabelle  : 
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1  7 

• 

X 

•  0» 

0 

0 

—4,88 

-1,05 

5  1^2 

-10,62 

-  4,bb 

+0,26  —1,06 

—^^Sl 

7^ 

4,63 

1,86 

iO  25,62 

-  9;si 

96  — %91 

54 

4,38 

%40 

I5au8 

-13,80 

23  «-5,31 

40 

4^ 

2,80 

-18,04 

-8,11 

* 

1 

0 

431,62 

31,62 

-18^2 

13,10 

44,72 

3,06 

10,05 

64,77 

1,67 

M8 

63^26 

S*  8. 

Wollte  1DM  ittr  CoDBtnictIoii  der  Carve  etatt  der  In  der  Te* 
Iclie  angegebenen  rechtwinkligen  Coordinafen  x  and  y  die  Po- 
larcoordinaten  r  und  e  anwenden,  ao  würden  aich  dieae  aaa  jenen 

einfach  herleiten  Usaen,  indem 

aad 

(20)  '=5^  = 


ame  coae 

•  Natörlich  werden  bei  jedem  folgende»  Umlaufe  die  Coordina- 
ten  X  und  weil  in  dem  einen  Ciliedo  ihrer  Ausdrucke  (p  selbst 
vorkommt,  absolut  grosser  ausfallen,  jedoch  dabei  ihre  Zeichen 
wecbaeln*  Der  Werth  ?oa  «,  ao  wie  auch  der  von  y,  wird  stetig 
^teaer,  und  nach  nnendlich  vielen  Umläufen  wird  der  letztere 
aneadlidi  gross,  so  daaa  anletzt  die  Spirale  in  eine  gerade  Linie 
Übergeht.  Einen  Grenzwertb  gibt  ea  weder  flir  x  noch  fSr  y, 
eben  weil  ^  in  ihren  AnadrOcken  enthalten  lat  Beide  werden 
ae  oft  reapective 

1 — coö^  —  9>8in9=:0   oder    tgi9>  =  9) 

and 

-«ain^ 9>co8  9)=0  oder  tg9=^ 

i«t.  Diese  Gleichiinwen  lassen  sich,  weil  transcendent,  nur  indi- 
rect  auflösen,  weil  aber  die  Tangenten  alle  Werthe  von  — oc  bis 
+  »  annehmen,  ersieht  man  aus  ihnen  so^rleich,  dass  die  Muglich- 
keit  des  Veracbwindens  von  x  und  jf  auch  bei  den  grftaaten 
Werthen  Ton  9  nieht  anfhait. 
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1.  I  II.  I  III.  I  IV. 


0<> 

•0,0 

1  K 

10 

—  1,5 

*,4 

-2,9 

20 

-  5,9 

2,5 

30 

12,8 

8,7 

1,8 

40 

—  21,5 

-0,9 

50 

—  31,1 

9,6 

0,0 

60 

—  40,7 

A  9 

+1.3 

70 

—  49,0 

1^  Q 

2,4 

80 

_  54,9 

O  9 

— 

3,7 

90 

—  57,1 

4,8 

100 

—  64,5 

5,7 

1 10 

—  46,2 

1  A  ti 
1  ■♦,0 

6,5 

120 

—  31,4 

Ol  O 

T,l 

—  9,5 

29,0 

T.l 

140 

4-  19.5 

7.2 

150 

55.7 

4il,(3 

6.6 

160 

98,5 

5,7 

170 

147,0 

4,5 

180 

200,0 

Kit  1 

3,1 

190 

256.1 

« 

+  1.2 

313,4 

DO,<) 

—0,8 

210 

369,9 

5,0 

220 

423,4 

5,1 

230 

4T1,8 

A 1  n 

7.4 

240 

512,8 

91  A 
o  1 ,4 

9,6 

2r>o 

544,2 

11,3 

260 

564,3 

13,2 

270 

571,2 

— 7,0 

14,2 

280 

563,9 

15,2 

290 

541,4 

^7  Q 
O  1  ,9 

15,4 

300 

503,5 

15,4 

450  2 

67,8 

14,5 

320 

382,4 

81,0 

13,2 

3.30 

301.4 

92.4 

11.4 

340 

209.0 

101,4 

9,0 

350 

+  107.6 

107,6 

6,2 

360 

0,0 

+0,4 
0.7 
0,9 
0.9 
1,3 

M 

1.3 

1,1 
0,9 
0,8 

+0.6 
0,0 

+0.1 


—0,6 

0,9 

1,2 
1.4 

1,9 
2,0 

2.2 

2,1 

2,3 

2,2 

1.7 

1,9 

1,0 

,  1,0 

—0.2 

0,0 

+0,9 

1,3 

1,8 

2,4 

2,8 


+0.3 
+0,2 

0,0 
+0,4 
-0,2 
+0,2 
—0,2 

0,2 

0,1 
0,2 
— 0,6 
+0,1 
-0,7 
0,3 
0,3 
0,2 
0,5 
0,1 
-0, 
+0,1 
— 0.2| 
+0,1 
+0,5 
-0,2 
+0,i> 
0,0| 
+0,8 
0,2 
0,9 
0,4 
0,5 
0,6 
0,4 


y 
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0,0 

—  0,2 

—  1,* 

—  4,T 

—  10,}- 

—  20,5 

—  34,2 

—  52,2 

—  74,2 
—100,0 
—128,8 
— 1.'>9,6 
—191,3 
—222,5 
—251,5 
—276,7 
—296,6! 
—309,6 
—314,2 
—309,2 
—293,8 
-267,4 
—229,9 
—181,4 
-122,8 

—  55,3 
+  19.7 

100.0 
183,3 
267,1 
348,4 
424.4 
492,1 
548,8 
591,8 
619,0 
628,3 


-0,2 
1,2 
3,3 
6,t 
9,7 
13,7 
18,0 
22,0 
25,8 
28.8 
30,8 
31.7 
31,2 
29,0 
25,2 
19,9 
13,0 
-4.6 


+5,0 
15,4 
26,4 
37,6 
48,6 
58,6 
67,5 
75.0 
80,3 
83,3 
83.8 
81,8 
76.0 
67,7 
56,7 
43,0 
27,2 
9.3 


-1,0 
2,1 
2,8 
3,6 
4,0 
4,3 
4,0 
3,8 
3,0 
2.0 

-0.9 


+0,5 
2,2 
3,8 
5,3 
6,9 
8,4 
9,6 
10,4 
11,0 

11,1 
11,0 
10,1 
8,9 
7,6 
5,3 
3,0 
+0,5 


-2.5 
5,3 
8,3 
11,0 
13.7 
15,8 
17.9 


-1,1 

0,7 
0,8 
0,4 
-0.3 


+0,3 
0,2 
0,8 
1,0 

1,1 
1.4 

1,7 
1,6 
1.5 
1,6 
1.5 
1,2 
0,8 
0,6 

+0,1 


—0,1 
0,9 
1.2 
1,4 
2,2 
2,3 
2,5 
3,0 
2,8 
3,0 
2,7 
2,7 
2,1 
2,1 


+0,4 
-0,1 
+0,4 
0,1 
+0,6 
-0,1 
+0,6 
0,2| 
0,1 
0,3 
+0,3 
—0,1 
-0,1 

+0,1 
-0,1 
0,3 
0,4 
0,2 
0,5 
0,2 
0,8 
0,3 
0,2 
0,8 
0,1 
0,2 
—0,5 
+0,2 
—0,2 
+0,3 
0,0 
+0.6 
0,0 


0,0 

1,5 

6,1 
13,7 
24,4 
38,1 
54,8 
74,6 
97,5 
123,4 
152,3 
184,8 
219,3 
257,4 
298,5 
342,7 
389,9 
440,2 
493,5 
549,8 
609,2 
671,7 
737,2 
805,7 
877,8 
951,9 
1(»29,6 
1110,3 
1194,1 
1280,9 
1370,8 
1463,7 
1559,7 
1658,7 
1760,7 
1865,8 
1973,9 


+  1,6 

4,6 

7,6 
10,7 
13,7 
16,7 
19,8 
22,9 
25,9 
28,9 
32,0 
35,0 
38,1 
41,1 
44,2 
47,2 
50,3 
63,3 
56,3 
59,4 
62,5 
65,5 
68,5 
71,6) 
74,6 
77,7 
80,7 
83,8 
86,8 
89.9 
92,9 
96,0 
99,0 
102,0 
105,1 
108,1 
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¥11. 

flÜ«  das  Weeen  der  Fnnktioiieii,  insbesondere  ober 
firidentigkeit»  Unbesümmiheity  Veränderlichkeit, 

renxiation  und  Stetigkeit 

Beirn  Banratb  Dr.  JBIeriii«i»ft  Seheffltr^ 

BO  Braan schweif. 


DIs  Vleldeotlfkslt,  OnbestlBBlbell  vnd  Stetigkeit 

Iv  Vonktionen  ist  noch  fortwSbrend  ein  so  reichlicher  Quell  von 
Irrthümero  in  der  Mathematik,  dass  es  nicht  unziveckinSssii;  sein 
üb«r  das  eigentliche  Wesen  jener  Eigenschaften,  so  wie 
Iber  die  Ursachen  ihrer  Entstehung  einige  kritische  Untersuchun- 
gea  aniustelleD  and  dabei  zugleich  die  schwankenden  Vorstellun- 
gen und  Definltiooen  dergestalt  la  fixireo,  dass  die  Gefelir  vor 
kbibn  Aoel^iuigen  tbwiüdiet  Termieden  wird. 

Die  hierher  geborigen  Begriffe  erläutern  und  Teranscbaulichen 
am  natürlichsten  durch  die  geometrische  Auffassung  der 
CitMsen.  Dieselben  ergeben  sich  daher  unmittelbar  aus  den 
Mpzipien  des  Situationskalkuls,  unter  welchem  Titel  Ich  mir 
Wbt  habe,  die  zwischen  Geometrie  und  Arithmetik  tiestebenden 
MMches  Besiehongen  In  einem  heeonderen  Werke  systematisch 
rfpIwiiifiliL  Da  es  jedoeb  scbebt,  eis  wenn  Jeos  Prinsipien, 
ÜVwfllcbe  das  bnsgtelte  dno  Ohsnilrter  das  OmaGgiielMB  Tei^ 
il«id  äte  wiikü^  GiSaae  dem  ReaHaa  aa  die  SeHa  till^  be| 
mkämä  Matbamatiksr  Immer  aacb  wla  Phantasiespiele  mr  bild> 

TWIIXXVIIL  i 
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ta  8€h9m9rs  Mir  Ub  Wmm  Ar  fmkUmm,  MUc*  M«r 


licbM  EriMteniBg  tob  TmmigeiMtoii  gdiM«  md  te»  ton  mi 
dmo  Mafhemstikera,  weleb»  sich  freilich  filiar  «Ise  solehe  MM 

tfoschung  bereits  erhoben  haben,  doch  noch  nicht  die  Tragwciti 
jener  Prinzipieo  sowohl  in  georaetrischeni,  \^ie  in  arithmetischen 
Sinne  erkannt  und  das  Licht  i^ehürig  ^ewiirdi^t  Ist,  welches  die 
sclljen  iiljcr  das  (irundvvesen  der  Grüüsen  und  Oprratiofien  seibs 
der  hübereii  Analysis  verbreiten;  so  mochte  bebuf  des  angekün 
digten  speziellen  Zweckes  eine  Hervorhebung  der  desfallsigei 
Sitze  nicht  ohne  Nutzen  mIb«  Io  Betracht  der  Leichtigkail^  mk 
weldiOT  «icli  diese  Sitie  ene  der  fregliehen  Theorie  etgehe^ 
wild  ee  flhrlgoiie  gondgen»  dieoelhon  nOgllchot  hers  «nd  ehei 
weittUtfige  BegrÜDdug  Msoftthfen. 

* 

L  Vieldentigkelt 

L  hM  eiMT  Gillüe  honineik  ob  MÜMaietloeho  Blgoithn(Wy 

in  arithmetischem  Sinne  Ihre  Quantität  und  ihr  Zeichei 

in  Betracht.  Fasst  hkih  die  Grösse  i^eumetrisch  als  gerade  Liute 
anf;  so  ist  ilire  (^u;uitität  durch  die  Länge,  und  ihr  Zeichoi 
durch  die  Richtung  jener  Linie  dargestellt 

%  Wenn  k  die  QnantitSt  oder  Linge  einer  CIrSoio  iiesoieh- 

net;  so  känneo  darunter  nur  absolute  Werthe  gedacht  werden, 
deren  algebraische  Vertreter  die  absoluten  Zahlen  von  0  l)is  oc 
unil  (lertT)  geometrische  V^ertreter  diu  vrrscliii-denen  Tj^n^rn  einer 
geraden  Linie  sind,  welche  auf  der  Einen  6eite  durch  den  MuU- 
ponhi  bogrftnsl,  nach  der  endeten  Seite  eher  «nbegrlnal  tat 

3.  Wenn  man  nur  Grossen  l)cf raclifei  ,  deren  ?eonietriselie 
Stellvertreter  die  Linicfj  in  \Än  iiod  derselben  Lbene  sind;  so  ist 
dae  algebraische  Zeichen  irgend  einer  Grösse  gleich  s«*  (irerin 

<s  V^).  Daeeelbe  geeetlt  eich  als  Felitor  oder  Rlcht«Bge* 
koefflilent  s«  dem  Werlhe  e  der  Qoentittf,  so  dem  der  nil» 

stSndige  Ausdruck  jener  Grosse  ae°^~*  i^t. 

Geonelrieeh  stellt  «  den  Nelgengswlnkel  der  betrelMi» 
den  Linie  gegen  die  poelti?  reelle  Aze  dar»  welcbeii  wir  sa  grosse- 
rer Bestimmtheit  hier  lieber   den  Drehungswinkel  nennen 

wollen.  Auch  der  Ruchstabe  a,  welcher  ebenso  wie  a,  reine 
Quantitäten  mU>i>t>  kauo  nur  absolute  Werthe  von  0  hie  a» 
annehmen. 

4.  Dte  ▼orlftufige  Beschrflnkung  anf  Linien  \u  Einer  Ebene 
i«vt  rein  ^\  illUührlicb ,  jedoch  fiir  viele  Zwecke  ausreichend.  Mit 
der  Imk  wird  man«  so  wie  es  bereite  im  Siteatioaefcattad  geee^ 
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Im  Iii,       0»wttoaca  4te  ll«lhtii«tlk  togfült  eimiCera« 

äiMS      Ri—  niebt  MtocMage»  Inn».  Vorlfefig  akttraliiiiai 

vir  jedoch  4er  RinfiicbbeU  wegen  .vob  soleben  aUgenelnerttn 
Gröftsen  b  i  I  d  u  ngen. 

fi.  DieGrwsae  tsV^^HT  im  RichtuagnkoeffisieaCeQ  ist  gwei- 

iiHg  «nd  kann  sowohl  -|-  \^^,  wie     V— 1  sein.  Will  man 

di«se  Zweideatigkeit  beseitigen,  also  t  =  -f  V  —  1  setzen,  was  in 
mancher  Hinsiebt  ratbsam  iif^t,  und  hi«r  durcbgehends  ge- 
scbeben  soll:  so  mus»  man  den  Cbarakter  der  Grösse  a  dabin 
iodern,  dass  dieselbe  nun  nicht  mehr  absolute,  sondern  fiber» 
kai^t  reelle,  also  positive  und  oegatlTe  Werths  darstelle. 

Qu  F€r  tissUn,  worin  k  eine  ganseZabI  bsseickoctt  wlvd 
im  Bkbtangskoef&sieDt  e«'=r-f  1  und  ftfr  as=:(2A-f  wird  der- 
selbe  =5—1.  Zwei  RicbtungskoeffiEienten»  io  welchen  sich  die 
Grössen  a  dureh  ein  unpaares  Vicllatbes  van  n  unterscheiden^ 
eritsprecben  den  Grossen  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
&d&t  den  Linien  mit  entgegengesetzten  Ricbtongeo,  also 
solchen  Linien»  welche  sich  von  einem  testen  Nullpunkte  aus  in 
derselben  Geraden  nach  beiden  leiten  ins  ünendliche  er- 
stoeken« 

Vs  gereldit  oftmals  ss?  Vereinfacbung  der  Uotenmcbmig,  wanii 
MS  fir  des  Bacbstaben  welcher  elgentlleb  die  telns  QnaiiCHSt 
darstdlea  soll,  oldit  bloss  absei ote,  sondern  reelle»  also  po- 
sltiTe  and  negative  Werths  aulässt,  in  welchem  Falle  sich 

durrh  den  blossen  Zeichen  Wechsel  von  a  (von  -f  auf  —  oder 
von   —  auf  -f)  *       en  tgegen  ues  e  t  z  len  R i  c h  t  ii  n  cjon 

«.urui  jzrhen.  Diese  Erweiterung  der  Bedeutung  des  Buchstaben  a, 
f^ekiie  auch  **ir  zuweilen  annehmen  werden,  erleichtert  besonders 
^f*»  Schreibweise  und  t'iuj^estaltiin«,'  der  Formeln,  indem  dann  die 
<»!2:critl!ch  als  ()  |i  e  rat  i  u  nszeich  en  der  Addition  und  Subtraktion 
(tienenden  Zeichen  -|-  und  —  auch  kurz  als  H i c htungSSSichen 
g|l  ^s^t  miij  f(2&-|-i)xä  gebraucht  werden  können. 

7.  Die  F«m  ««'ttcssv^d»«.!  des  RIcbtvngskoefliBlenteo, 

\u*  welcher  der  Dre  hu  ngs  Winkel  «  genau  erkannt  werden  kann, 
der  FoilstSHdige  Rieh  tungsk  oeffizient.  Die  Form 
si  4  ni  dsireeen,  luis  welcher  «ich  nur  der  Werth  von  cosa  und 
«IAO.  liicbt  über  der  Werth  des  I)rehun{;swinkefs  a  selbst  genau 
eqpiKi  beiasc  der  abgekürzte  Uicbtungskoett izieot. 

^  Vhtm  siM  fMi  IM  ein  rMiiiiin  ssdlifch»  Mm  «II 
««IteilMilf M  ElsbtttKf^bMffisUalsB»  also  i»  4st  Fstfs 
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fle**  gegeben  ist;  so  ist  sie  stets  vollkommen  bestimmt,  d.h. 
es  bleibt  iveder  hinsichtlich  ihrer  Quantität  noch  hinsichtlich  ihvW 
Richtung,  noch  hin^ichtlicli  ihres  l)r  eh  u n i,' s  wj n kels  irgend 
eine  Unbestimmtheit  oder  ^  ieMeutigkeit  übrig.  Ist  eine  CrrwAse 
aber  nicht  mittelst  des  voilständigeo  RIchtung^koeflizieDteo,  «ob« 
dem  lo  einer  eolcben  Weise  gegeben,  dass  der  RicbtuogekoeflI- 
lieDt  eret  aas  anderee  Daten  ermittelt  werden  miiae;  so  tat  lia 
Allgemelneo  oor  die  Quantität  a  nnd  die  Rieht  nag,  d*  h.  der 
abaointe  Werth  des  RiehtoogakoeffisieQteD  e*^  der  GiteM 
heatimmt»  der  Dreh ongawinicel  m  bleiht  aber  gewObnlieh  wM- 
deatig.  , 

Der  letitere  Uoiatand  tritt  Inuner  ein«  vrenn  ebie  rffn 
mittetet  dea  abgefcfirsfen  Riebtungekeeffisleoten  ai-fa( 
also  In  der  Form  {m-\rni)a,  oder  wenn  sie  fiberhaapt  ala  die 

Summe  zweier  T heile  in  der  Form  Ä+ci.  oder  endlich,  wenn 
sie  geometrisch  nach  Länge  und  liichtung  gegeben  ist.  lo 
diesen  Fällen  ist  zwar  die  Länge  a  und  die  Richtung  der 
fraglichen  Linie  genau  bestimmt;  in  Beziehung  auf  die  Richtung 
ergibt  sich  aber  mit  Bestimmtheit  nur  der  Werth  des  eigentlichen 
Neigangswinkeia,  welcher  den  kleinstmAglieben  poal* 
tiven  oder  fandamentalen  Werth  des  Drehungawinkele  a 
daratellt«  Der  letztere  Drehungswinkel  bleibt  also  in  der  Walaa 
anbeatimmt»  daaa  fär  denaelben  jeder  beliebige  Werth  geneimaa 
werden  kann,  weicher  alcb  Fon  dem  gedachten  fnndameatalea 
Neignngawinfcel  am  Irgend  ein  Vi  elf  ach  ea  von  2»  antetacheidai 
la  geometriachem  Sinn  liegt  diese  (Jnheatimmtbelt  darin,  dasa  die 
gegebene  Linie  bei  ihrer  Erzeugung  aus  der  Einheit  ouch  beliebig 
Tiele  ganze  Umdrehungen  um  den  Nullpunkt  nach  links  odei 
rechts  gemacht  haben  kann. 

9.  Die  Grosse  null  hat  aui^serdera  noch  Tor  allen  übrigen 
Grossen  die  EigenthOrolichkeit,  dass  wenn  ihr  DrehuTi^swinb^f  ; 
nicht  ausdrücklich  gegeben  ist,  sie  mit  jedem  beliebigen  j 
Drehungs  winke!  gedacht  werden  kann.  Dieser  Umstand  macht 
die  Null  geeignet,  das  Anfangsglied  einer  jeden  vom  Nullponlila 
analanfenden  geradlinigen  Grdssenreihe  zu  sein ;  In  jeder  einzefaen 
dieaer  anendlich  verschiedenen  Rollen»  welche  die  Natt  ala  Mril^ 
pnnkt  einer  aolcbea  Grueaenreihe  ao  aplelen  Tormag,  msaa  gia 
jedoch  notbwendig  ala  mit  dem  betreffenden  Drebangefrlft- 
kel  h^abf  angeaehen  werden. 

Ferner  hallet  der  Null  eine  OnheatbamOielt  hiaaiehtlieb  im 
Qoantllit  an»  walcfae  jedeeh  aar  daaa  bemrtritl^  wami  dia  M 
eiöer  aalehaBOpefatlea  aatarworfan  weada»  aoH,  weldbe«UaKiMi^ 
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dIm  tbres  Verbaltnisttes  sor  Einheit  erfordert,  la  dte«ein 
Mil  ioMB  dl*  Noll  Bsr  ftlü  ««•ndlicb  kleiner  TkeH  der  Sie- 

Idl  (^^^  gedacht  werden,  und  es  überträgt  eich  somit  die  dem 

i^pift  de«  Unendlichen  hinsichtlich  der  Qaaalit&t iDbirirende 
Mütiamitliell  aach  eaf  den  Begriff  der  NulL 

Von  den  durch  die  Grössen  0  und  oo  hervorgerufenen  Cnbe- 
ftfmmtheifen  wird  übrigen«  eret  weiter  unten  in  Nr,  24.  bi«  28. 
ii&ttie  «ein. 

10,  Da  sich  die  sub  8.  und  9.  er ahnten  nnendlicb  ver^chie- 
dnen  Wertbe  einer  Grüs«e  im  geometrischen  Sinne  sämmtlicb 
eiauder  decken;  so  kann  der  Eine  für  den  anderen  zwar  dann 
fekiiicbt  werden,  wenn  es  auf  weiter  Nichts,  als  eine  einfacba 
dlHbaauDg  jener  tirteea  nacb  Länge  imd  iUcblang  ankommt 

Wenn  jedoch  mit  einer  solchen  Grosse  noch  weiter  operirt, 
<Lk  wenn  sie  gewissen  p^esetz  raäss  i  gen  Veränderungen 
mtenf^orfen»  oder  was  Dasselbe  ist,  wenn  eine  Funktion  von  ibr 
fifciMet  werden  aoU,  kommt  es  auf  die  £ntatebung  jener  Grosse  aua 
iciEioheit  sehr  weaenüich  an.  In  diesem  Falle  lat  also  die  obige 
^Wealigkelt  von  groaaer  Wicbtlgkelt  und  ea  int  Tellig  mualäanig» 
AMhm  jener  Wertlie  fiir  den  anderen  so  gebrauchen  oder  In 
Ivriben  Recbnnng  unter  der  vieldentigen  Grdane  an  der  einen 
Ml  Amn  und  an  der  andern  Stelle  jenen  Werth  an  vefsteben. 

UU  Wenn  man  Irgend  Einen  der  In  Rede  atehenden  toU« 
kamn  beeil  mm  teo  Warthe  aolebeo  Operationen  unterwirft, 
«Me  aelbet  vfdlig  beattmmt  sind,  also  in  keiner  Hinsicht  eine 

Willkübrlichkeit  oder  Vit^lfacbiieit  des  Verfahrens  gebtatteu;  so 
kann  da rans  immer  nur  ein  einziger  Werth  her vorgebun.  Jede 
f'AWz,  besti  rn  TU  mte  Funktion  einer  völlig  bestimmten 
(^rösse  kann  also  nur  einen  einzigen  Werth  haben. 
Hierbei  müssen  wir  jedoch  ausdrücklich  bevorworten,  dass  bei 
in  £otwicklang  der  Funktion  an  keiner  Stelle  die  Grosse  0  oder 
•'enebeine»  indem  hierdurch  Uobestimmtbeiten  veranlaaat  wer* 
tib  weldM  erat  in  Mr.  24  bin  28.  nilier  erwogen  werden  aellen. 

Sobetitnirt  man  nacb  und  nacb  die  übrigen  Wertbe  einer  viel« 
i^gen  Grösse  In  dieaelbe  beatlmmte  Funktion,  ao  erhält 
ip  ebenao  viel  beatlmmte  Reaultate.  Beseicbnet  alao  F 
Ailertimmte  Funktion;  ao  hat  FXs)  gerade  ao  viel  Wertbe,  alt 
•eiftet  indeaaen  kann  ea  aich  jetst  sehr  wohl  ereignen,  dasa 
eMü  die  unendlich  vielen  Werthe  von  F{j:)  geometrisch  nicht  deckeu, 
im  dieselheo  vielmehr  nach  L&nge  oder  nach  Richtung  oder 
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nacii  li&ideo  verschieden  sind.  In  der  Re^l  grtipptren  sieb  übri* 
S^^^  di*»«c  vprsrliipr^ftnen  Werthe  von  ¥^ix)  In  cino  endliche 
Aazabt  von  Keiheo,  deren  Glieder  sich  ^eainetrUch  deck^iii 
•0  cUm»  wenn  es  nur  auf  die  Länge  and  Richtung  von  Fijr)  aar 
kommt,  man  jedes  ^^Ked  Ein  und  daraelben  Reibe  Rir  das  andeite 
nebmeo  nnd  derGritoae  f\x)  nvr  ao  viel  Teracbiedena  WaHba 
aaaehMiban  kaaa»  ala  Reihen  Terhaaden  aind. 

Ii 

Demnach  hat  Ii.  jede  der  Funktionen  j",  V«»  löpx  wm 
eioea  einzigen  Werth ,  wenn  x  %ailkommeu  beetimmt  iu  dei 

•  % 

Wmm  ??esreben  ist.  nSmlich  re^p  ilen  Werth  üFe^,  Vö.i«, 
logii^of}.  WtMin  dasjegeii  von  x  nur  die  Länge  und  Rlcbtnng^ 
Tiiüht  aber  der  l)r<'hiirijj«winke!  pe(?eben  ist,  so  dass  x  uueiidlieb 
vieldeutig  und  demnach  durch  den  vieldeutigen  Aasdrack  ae^**-**^ 
dargestellt  ist;  ao  besitzt  jede  der  yerateheaden  Fooktioaea  anek 
aneDdlleh  viele  Werthe^  welche  leap. 

a«e^(f       Va.ei^*****^',  legai- (a-|-2A»)l 

ahid.  Dieae  aaendllch  vielen  Werihe  von  F(sc)  gruppirea  tkk 
(fbrlgeaa  flbr  die  rationale  Funktion  ^  In  eine  einsige  Reltau 
deren  Glieder  sieb  geometrisch  säuuutlich  deckeu^  iiir  dieirf<itia< 

aale  Faaktlon  V«  erbilt  maa  dagegen  n  aoleher  Reihen«  ita 
ft  Wertbe,  welche  alcb  geontetriseh  nicht  decken;  fllr  die 

garhbittiscbe FnnkHon  logo:  erzt^ugen  sich  sogar  eine  nn  endliche 

Menge  solcher  Ueiiien«  von  denen  eine  jede  nur  ein  einzi- 
ges Glied  besitzt,  also  ülierhauj)t  unendlich  viel  canz  verschie* 
dene,  d«  b. geometrisch  Mcb  nicht  deckende  VVertbe  vonfX«}. 

Zur  be8»«eren  Unterscheidung  wollen  wir  unbestimmte  Grusaeo 
der  bisher  bctiachteten  Art,  deren  sukzessive  Werthe  keine  ste« 
ti'jf  ziihaauneohängende,  sonderu  eine  d  i sk  n  n  1 1  n  u i  r  1  i c h e  Keihi 
bilden,  vieldeutige  nennen,  indem  wir  dt  n  Ausdruck  unbe« 
stimmte  Grüaaen  lür  solche  reservireu«  deren  Wertbe  in  einem 
atetigen  Zuaammeahange  atehea,  wie  die  Ordiaatea  elam 
atetigea  Kurve. 

12.  Ais  erste  Fehlerquelle  bei  manchen  Entwicklungen  kam 
man  nun  die  unvermerkte  Vertauacbong  des  Fuudamentalwerthei 
der  Grosse  s  mit  irgend  einem  anderen  ihrer  generelleo  Werthl 
wfthrend  Ein  und  deraelbea  Daterauchnag  beaeichnen« 

Uleraa  wfirde  z.  ü.  der  Fall  gehören,  wenn  man  in  der  Mei> 
aang,  ea  aar  mit  Fandamentalwerthaa  van  as  aa  thaa  an 
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Mm,  die  Funktion  f  x  fär  a:=2  gleich  +V2  und  für  ä=:-2V^ 

giflidi  1— V  —  I  schriebe.  Denn  la  der  Tbat  tie^  der  ersten 
fwmA  V2==-M<2  der  ruodamen taie  Werth  jr==2«^"  zu 
CM«,  wekber  V^r  -  v'i.eo's-l* V3  ergibt;  dagegen  liegt  der 

■üHn  Fomel  V*— 2V^~I  =  1  -  nicht  der  funda- 

aeelale  WeHb  »^^\  eondeni  der  Werth  ««Se^'^^'''^' 
M  frwJei  welcher 

Bei  gteiehwlieiger  Bekarruog  bei  dee  Feedaaeetalvrer* 
thee  Ten       weielie  dee  klebetee  peeltivea  Neignogawhikefai 

;ifit«precbeo,  würde  man  gleichzeitig  V2  =  "|-V2  uud  ^ — 2V— 1 
a  — l*f  V — 1  Bebmea  näeaen. 

13l  Zb  efoem  fehlerhaften  Verfahren  der  Teratehenden  Art 
ftrartheilt  man  sich  bei  einer  Unteranchnng  anfrei|ea  aelbet^  Indem 

Bin  in  der  besten  Absicht,  behuf  Erreiebnnf;  ni5gllcb<ter  Strenge, 
die  ünbestimnitheit  mancher  Zeichen  and  Hegeln  durch  eine  feste 
Vorschrift  zu  verbannen  sucht,  nach  irclcher  man  in  den  betref- 
feoden  FSileo  unabSndcrlich  verfahren  ^vill.  Diese  Regel  i.st  zu- 
weiieti  nicht  auf  das  innere  Wesen  der  Dinge  begründet,  stützt 
fleh  vielmehr  aof  spezieile  l^it^enschaften  oder  spezielle 
Gru« <i e  n r  ei h en,  ivelche  iteine.  aUgciae  i  n  e  (liilti^kclt  haben, 
fder  auf  b^nstige  zufällige  Nebensachen,  ohne  die  Haupt- 
lache  SU  treffen,  üiier  sie  verlani^t  Ft^vas,  was  nur  unter  gewis- 
•en  Umatindeo  den  beabMchtigtco  Erfolg  hat,  in  allgeoieineren 
fSlan  aber  den  Zweek  Terfeblt,  oder  nie  geht  daraaf  blnana» 
llnaa  m  erswingen,  waa  gar  nicht  erswangen  an  werden 
btnncbt  Mid  aieh  anch  aiebt  emviagen  liaal^  ebne  angleicb  gn- 
iriHft  Mbnre  Prinnipinn  an  verletaen* 

Hierher  ist  es  z.  ß.  zu  rechnen,  wenn  man  behuf  Termeintli- 
dier  Beseitigung  von  Unsicherheiten  unter  positiven  Grössen 
•%emein  diejenigen  verstehen  will,  deren  reeller  Tbeil  poaitiT 

bt  (i.  B.  die  Grösse  2  — 3V^)  und  nnn  die  Bedingung  aus* 
•picbt,  daaa  ron  der  in  der  Untersuchung  TetbeoMMnden  Wurzel- 
frtsae  V«  niets  der  positive  Werth  genommen  werden  aolle. 
Olisa  w«rdB.  wie  In  dem  sah  1%  angeäbrten  Beia^iele,  dnbfai 
ibmn»  denn  aMm  ven  v«  GBr  arsS  den  fnndamnnUlen,  da^ 
gegcnttr  «mr^SV^  nkbl  den  fnndnmentnlen  Werth  nibme« 
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wodnrdb  die  lM%e  TIeldwitigkeU  bwot  hmMffi,  daftr  ekw 

GrltaMfi  ans  ^^n%  T#rschiedcn  en  Grundrei  hen ,  welche  in 

gar  ke'nH-'in  oi^anisclKMi  Zu!.aitniH'nfiaiij?e  stehen,  mit  einander  in 
Vergleich uni;  L^eliracht  s^ind,  tiiiie  offenbare  N  <»rwirruii§  in 

den  Gruridliedu) jungen ,  deron  nirh  keine  matheoiatischo  Spektt* 
Ution  eutscblagen  darf,  herlieigeführt  ist 

14.  In  dem  obigen  Satte  11.  ist  bei  der  Bildnog  eioer  Fitoil^ 
tiott  F(xy  mam  derGnlese  «  aosdriicklieh  von  beetininleD,  d.k 
von  eoUen  Operationen  geredet  über  deren  geeetalicbe  TerftaH 
demngen  dmebane  keine  Vleldentlgkeltt  ünbeettnunlbeit  eder  WNI« 
kabrUdbkeÜ  obwaltet 

1»  dieeeni  Sinne  beetimmt  eind  awar  alle  eigentlichen  Gcond* 
Operationen  der  Aritbmetlb  nnd  Analyeie  oder  kennen  docb  wenig- 
stens bestimmt  ausgesprochen  werden.  Glcichwol  führen  dieselben 
nicht  immer  zu  einem  yiAW'j  bestimmten  Resu  1  täte,  selbst  wenn 
die  Gruiidgrusse  x  und  die  übrigen  damit  xu  verkiuipfenden 
Grossen  völlig  bestimtut  gegeben  sind.  So  liefert  z.B.  die  Mul- 
tiplikation» Division,  Potensirnng»  Wnrzelaosziebnnf 
and  Bzpenentlatlony  wenn  die  zu  Terknflpfenden  Gruf^^en 
genaa  gegeben  aind,  gans  beetimmte  Wertbe.  Die  Addition 
nnd  Snbtraktien  iwelerYOllig  beatimmteDWeftbe  emeoigtjedek 
eine  Grüese,  welcbe  nnr  nach  Linge  nnd  Rlebtnng  beetfaBl 
Ist,  deren  Drebangawinkel  aber  In  der  anb  8.  erwilmlett  nn- 
endlichon  Grösseoreibe  ^ieldt^utlg  bleibt. 

Wenn  diesen  UmstSnden  nicht  gebSrig  Reebnnng  getragen  nnd 

die  zuletzt  erw  almto  \  teldeatigkeit  niciit  bei  allen  miteinander  zu 
vergleichenden  (. rissen  nach  einem  ijomeinschaUlicben  Prinzipe 
gehohen  wird,  iat  man  abermals  der  Gelabr  von  irrthümern  an»- 
gesetzt 

15.  Zu  den  bebnf  Bildung  einer  Funktion  vorgeschriebe- 
nen Operationen  gesellen  eleb  oftmal«  noch  andere,  welche  nicbl 
vergeecbrieben  «iiid,  welebe  aber  anf  den  ernten  ificbtlgen 
Blkk  ala  nnscb&dlicb  und  sulissig  erscbeioen  und  bald  bewnaet, 
bald  nnbewnsat  —  bald  in  diesem  bald  In  jenem  Stadium  der 
Entwicklung  —  bald  mit  grosserer,  bald  mit  geringerer  Intenalüt 
ausgeftihrt  werden« 

Diess  Ktnd  die  willkürlichen  Zosütse  der  Werthe 

"Ikni  \n  d  e Ii  Ejk polten  t  (>n  der  ilichtun  g  s  koef  fizienteo  oder 
in  getimetri^cher  Sprache  die  gan/cii  (J  ni «1  r  ij  b  u  n gen ,  welche 
man  mit  den  bei  der  fiotwicklong  der  iunktion  ailmftblacb  er* 


« 
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Dass  solche  gansa  Urodrehang^  in  Allgemelpieii  statthaft 
»tnf!,  unterlitgt  kelMU  Zweifel,  insofero  auf  «MMlben»  wie  avf 
d»  fibrigen,  direkt  vorgeschriebenen  Operafioneo  gehSrig 
Rucksiebt  genoromeo  wird,  und  inaofem  dieselben»  mWß  die 
Vnktioii  F{x)  fOr  verschiedene  Werthe  Ton  s  se  befeehnen  iett 
iMe  bei  deoeelbeo  Entwich  ieagnetafen  «nd  in  deieelben 
Art  eod  Weise  vergeDomoieD  werden«  Folüt  man  blergegen» 
es  bann  man  tn  gans  fabehen  ScIilassrolgemngeB  geleitet  werden. 

So  z.  B.  wird  woi  jeder  Arlathematiker  die  GrSsse  unbe* 
deokiich  Ukx  Einen  der  möglichen  Werthe  der  Fonlction  V*  hai- 
tm\  aller  nicht  alle  werden  sich  darüber  Rechenschaft  getm» 
dass  diess  gans  nnmdglicb  sein  wurde,  wenn  liei  der  Bildung  jen^ 
fndktion  keine  anderen»  als  die  wirklich  vergeschriebenen 
Operationen,  welche  snerst  in  einer  Qnadrirnnjg  «nd  eedaan  in 
einer  Radis i rang  besteben»  snr  Ausfabning  käinen«  Denn  nnter 
Blieben  Unstinden  nimmt  jene  Fnaktion»  selbst  wenn  man  flir 
«s«s^  den  allgemeinsten  Anedmck  ci(«4eM)i  «etst»  da  dann 
ji^ss  eM(H4iii)<  wird  and  V«*a(**)l  bt.  Immer  nnr  den  Werth 
fgCH«*)'  an»  welcher  entschieden  nnd  nienfsls  zst^s  Ist» 
was  Ar  eine  ganze  Zahl  man  aneb  für  k  setsen  mdge. 

Her  Werth  — #  kann  aMb  necb  nicht  einmal  dadurch  herrei^ 
gebracht  werden^  dnse  man  dem  Gesammewerth e  der  Funktion 
sdch  mehrere  ganie  Umdrehungen  bcUegt    Denn  hierdureb  et^ 
hMte  sMn  immer  nnr  den  Anedmck  Vjr*sses(*f<eHBr)«]<,  welcher 
Ür  keine  Werlbe  ven  k  nnd  V  gleich       werden  kann« 

Dieser  Wertli  — x  kann  vielmehr  mir  dadurch  erzeugt  wer- 
den, da«s  man  nach  der  Quadriruog  und  vor  der  Radi» 
sirang  beliebige  Umdrehungen  vornimmt,  wodurch  die 
Feim  eML«^(*^+^i'<]*  und  demgemiea  V«*  die  Form  aeC«^(«H^)«ü 
aammmty  welche  ffir  alle  paaren  Werlbe  ven  kf  gleich  m  nnd 
Im  «tte  na^nnrnn  gleicb  —4;  ist 

Hieraus  erkennt  man,  daas  die  Formel  \{^^)^~x  einen 
Widerspruch  enthält,  und  das8  es  gana  unatatthadl  ist,  in 
dmsclhen  Entwicklung  ohne  weitere  Distinktion  die  Funktion  Vs^ 
sswel  Ür  peeitivCt  wie  fdr  negative  Werthe  von  x  stets  pe» 
nltte  sn  nehme»,  weil  man  es  unleff  Beachtnng  der  nicbi.  v^f ; 
geschriebene,  abnr  demmcb  ausgefahrten  OperaÜ<ifm^'in 
beiden  Fittea  giwleeeimeiien  niebt  mehr  mit  dnvseib,«p,  eegr 
dmn  mü  nw«i  gmm  fereebiedennn  FniMenmi  m  tb|m  bnt 
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Iii  M^m^tf  9tktt  §m  Wnm  dir 

immer  VTdk^)*  =  d:^  zu  setzen.    Demnach  ist  t.  B. 

v^rn  -  v^iV^  =•      "  -  * -* 

Md  aidtt. 

M  «etzen.  DIeMa  «rinaat  m»  aaeh  dirakl  iawh  die  piliiatfa 

''Cttiaal 


Üfli  von  VM<eh«iidM  «in«  Umm  pftMiclw  Aaifmiiiitg 
sn  feigen;  so  bemerken  wir»  dees  die  Formel 

ein  spezieller  Fall  der  Gleicfiung  der  Hyperbel  ist  und  io  dieser 
Gestait  zwei  im  Mittelpunkte  O  sich  durchschneideode  gerade 
Lwien  AB  und  CD  davstellt  Nimmt  man  die  WarselgvSsse  in 
dem  uispitlaglicliea  ä^lane;  «e  btiieiit  eich  jene  Peraiei  i»  dee 


anf  die  Grade  AB,  und  einmt  mao  dieselbe  mit  entgegengeeetetefli 
fletoben;  m  eMpikbt  die  Ponwi  ia  der  Geetnll 

der  Geraden  CD.  Wellie  naa  aber  dia  WtoeHHIaia  lllr  JaiM 
beliebigen  Warlb  fea  s  aabedlngl  poaltiT  nabmen;  ao  wMa 
die  Farmal 

#fla  gabraebaaea  IMaaiait  ^OD  daiaMaa.  Dia  gealoMa 
ItMha  Tbagaala  dea  Na^iingawUaia  9  der  Gandaa  AB  gega» 

itM  »  Jada  sirel  baKablge  INrtba  aF 
#  aaegedHtaisI 
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Hierio  muBs  unter  V<£^  offenbar  st«ti«  Ein  und  dieselbe  Funk- 
tm  verstanden  werden,  und  wenn  dieaa  gesobiebt,  ninuat  ta^gf^ 

iiltil  WHk  Mtim  «MM»  den  boiiitafttea  Wefth  |  an,  wddto 

pMjfiven  Düd  negativen  Werthe  aucb  ^  oad  beben  niSgen« 
TsnOode  md  jedoeb  unter  yx^  immer  den  abaelateo  Wertb 
tu    ee  wttrde  die  vontobeade  Formel  enr  filr  A^^enlgen  Fälle 

rlütig  aeio,  «ad  den  konatantea  Wettb  ~  ergeben,  wo  m'  aad 

e 

^  leide  peeltiv  wtoec  fifr  diefealgee  raie  idüt«  wo  die  eiete 

Skmsae  positW  sor'  and  die  sweite  Abaxlase  nogatir  ««•^jr* 
iire»  wurde  jene  Formel  uariebtig  sein  and  den  variabelen 

Ebenso  niramt  wol  Mancher  (fiir  positiTed?)  Einen  der  nneod* 
ficb  rieten  W  ertbe  Ton  log(-<-j:)^  ohne  Weiteres  reell  and  dem 
absoluten  Betrage  naeh  gleich  2log2:,  also  auob  ^\og(^x)^=:\ogx 
äa.  Diess  würde  unmöglich  sein,  wenn  man  bei  der  Bildung 
^erFunktioti  log( — x)*  nur  — qiiadrirt  und  von  diesem  Quadrate 
dei  Logarithmus  genommen  dächte.  Denn  a l dann  würde  der  gene« 
reile  Werth  wm  log(— d;)*,  wenn  man  aUgemebi  dr&s^r^-t-^)^ 
•üi^gleidi 

thf^^^^-t-Uifd  aiao  anch  4leg(-«)««slogir-|.(l^tt)irf 

iteiaJmaglBftr  vnd  fgr  keinen  denkbaten  Weith  von  k  reell 
laii  Mtanenw  Reelle  Wertbe  kann  iHeae  Fanktien  nnr  annebmen» 
«wo  naa  wauaeetatt  daa  Qnadiat  erleide  noeb  Ter  der 

Lagarithmirang  eine  Ar' malige  Drehung  am  den.  Nullpunkt 
Hbm  gibt  den  geoerelleo  Ausdruck 

jiog(-«)«=iog«+a+«+ito«<» 

«ikhef  iBr  nnpnnre  Wertbe  von  äf  reeH  nML 

Bknm  gebt  aacb  der  Mhan  berror«  b  irelcbem  diefenlsen 

/dx 
akjit 


"vkgar,  eendeni  sailoiia^  nelaeife  awUen»  in  der  McAMung«  det 
Ware  Aieiinil  ad  Ar  n#intlYe  #  etele  r^ell,  der  eretere 
^i|«gen  aide  fmng4nir,  der  entere  Anedrack  ael  daher  rich- 
tiger, weil  aicb  nacbweiaea  Iftaal,  doas  daa  beatiamtelategfal 
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vwi  — «sirlicheii  .sw«l  ••gailvei  Giirngs  Im  dtr  Thal  «teli 

«» 

reell  ist.  Die  Täusclmn^  liegt  darin,  dass  (ur  negative  j  der 
Ao^idryck  isfocjar*  lieinesweijH  nothwendig  reell  tu  sein  braucht, 
vielmehr  ohne  Einfühlung  ungewuhnlicher  ürehinigeii  eben  ><>  ?iit 
imaginlr  igt,  wie  log^.  Hiertu  gesellt  sich  ein  zweiter  Irrihuiu, 
welcher  darin  bestohtf  daM  «in  beatinimtes  Integral  niahl  reall 
mtAm  kiHiüi»»  wmhi  dM  allgemeine  Integral  iaiagbi&r  ist»  waa 
liock  adir  wel  nOglleh  laf^  w eaa  daa  Unagbire«  wfekitr«  in  eiaeM 
keaaUMea  Gllede  liegt 

Die  Gleicbnng  waoa  aie  nieht  nil  Rficksichl 

aof  die  Drebaagea  aafgefaaat  wird»  wena  nao  alae  Aar  «tteae 
DrebBBgen  nicht  nach  einer  beatininilea  R^d»  aendem  sack 
Wlllkir  aokaltet,  iat  In  einer  aoleken  nnkeaekfinklen  AllgeaMin- 

heit  falsch.    Folgende  Rechnung  sei<;t,  zu  welekem  handgrelffi* 

eben  Irrthuine  man  mittelst  jener  GU'K-Iiuiig  gelangen  kann.  Sieht 
man  nämlich  vou  dem  geometriacben  Wertbe  der  Zahlen  gäoalicb 
ab;  ao  kann  man  a^breiben: 


2äV^  =  2log(- 1)  =  log(—  !)•=  Jogi = 0, 
also  deu  absurden  Scbltiss  2»V  — ls=0  berbeifuhreu. 

Noch  paradoxer  wird  dieser  Scliloss»  wenn  man  aetat: 


wonach  sich  also  1  =  ü  ergibt! 

16.  W  enn  ^^iruiial  die  ifi  der  vort^tebenden  Nummer  bezeich- 
neten T'mdr*  fujtigen  als  zulfissige  Z  wischenop  er a  t  i o n  en  aimo- 
t»ehei)  vvertld  ii;  no  müssen  dieselben,  um  den  a  1 1  iz  c ni  e in sten 
Ausdruck  einer  Funktion  zu  bilden»  nach  jeder  einzelnen  der  durch 
die  Fnuktion  vorgeschriebenen  einfachen  Operationen  ausge- 
führt werden.  Unter  eolcben  UmslKaden  wird  aber  der  genereila 
Werth  der  Fnnktion  Im  Allgemeinen  abhängig  von  der  Reihen* 
feige  der  ▼orgeachriebenen  Operationen »  was  bei  Weglaaaong 
jener  Drehungen  eftniale  nieht  der  Pall  Ist;  und  eine  etrenga 
Definition  der  betreflfenden  Funktion  erfordert  nothwendig  eine 
feste  Vorschrilt  über  die  Reihenfolge,  in  uelcber  die  go« 
dachten  Operationen  votgenommeo  werden  soUen. 
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8i  Iii  i:  8.  bei  iflgtaMlMttr  AsiMwraf  y«*  eb«  isdittf 
al0(y<jr)^«  Mim  dto  «tvtor».  wtaii  wir  an«  mifir«  dae 
diMken,  die  In  V:t^^Sfiß^>^  mthaHwwi  tw«l 

uneftiedenen  Grandwerthe  -|--r  und  — jr,  dagegen  die  letztere 
Bif  deo  in  (\  jc)^  =  jce^^^-^*^)"*  eDtluüteDeii  einzigeo  Grandwertb 

IrMt  man  die  BinMt  oacb  and  otdi  auf  die  PotomMi  vom 
tMv),  3,  i;  so  ergeben  sieb  je  nach  der  Reiben  folge,  in 
wikfcer  diese  Potenzirun£;en  ausgeführt  werdeo»  folgeode  Grund- 
w«6e  der  Funktion  is-s-i-i.  * 

.fir  die  Reibmilolge  ;.2.;  .3.  ao  wi#  Meb  fflr  dfo  BxIkmM^ 

i«i.l3  der  einzige  Werth  fl. 

rir  die  Ralhenfolga  l.^.i.Z  die  swal  Wertbe  41  «od  -1. 


V  3 

Für  dieReibeurolge4.3.;.2  die  drei  Werth«  +1,  — H^t» 

V3 
^  «• 

Pfir  die  Reibenfolge  2.4-3.^,  so  wie  auch  filr  die  Reibenfoige 

V3  V3 

US  l  di«  mmehu  Werthe  +1,  -1.  l  +  Y*,  -i-V«'»' 

Oer  generelle  Werth  eiuer  Funktion  lässt  sich  in  jedem  spe- 
Mea  Falle  leicht  bilden,  wenn  man  die  W^irkung  der  fraglichen 
üiudrehunf^en  und  die  Reihenfolge  der  vorgeschriebenen 
Operationen  gehörig  berücksichtigt.  In  dem  Sitnattonskaikult 
M-»  habe  ich  den  genereUea  Ausdruck  für  mehrere  der  eio- 
laeberen  Funktionen  beilSnß^  angemerkt.  Danach  hat  man  a.  B.» 
Wita  der  Gmadwerth  der  GrIJaae  A  gleich  ae^  lat, 

.  «!*¥f  e(Wf«+ w»t*i -f  »«»» + f *4 , 

Hieraus  erbellet  unter  Anderem,  das«  allgemein  keineswega 
=  oder  logil"  =iiiogil  gesetzt  werden  dfirfa» 

17.   Unter  dem  Fu  n  damentaltrerthe  einer  Grosse  ae^, 
^ea  Drehungswinkcl  a  wegen  der  mehrgedachten  willkürlichen 
Dreboogeo  in  f^e^vist^er  Weise  variabel  oder  vieldeatig  ist,  ver- 
M»  i^mikaUk  aalmdar  4a»  Wcttb  daai.liUla#lAai 
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<>«  ««Ii  wlr4,  «liOT  ■gglicbgfwrgiii  >«  «eia  hv»)  o4«r  «bflt 
teW«flhnit4enab0«l«t  kl6U«U»Dmhiuig0wbM(wikhir 

L0litm  ten  poclttv  od«r  ii^tlr,  iiier  «iMwIat  ^  »  mIii  wird). 

G^gM  diese  AonahiBa  liaet  «ich  oicbts  eriiiiierii,  so  lange  eif 
deh  M  eise  elDfacli«  gaenatriccb  fegtbeae  Grtae  baadelt 
Kamea  aber  41a  Wertba  faa  Faaktlaaaa  ia  BatraeU;  waa  dar 
aRgamelBara  Fall  lat;  ae  flihrt  jeae  Aaaabaia  lelebl  aa  TerwkiaB- 

f^en ,  well  ea  aleb  ereignen  kann ,  daas  der  hiernach  bestimmte 
Fuiidamentalwerth  einer  Funlction  nulit  dem  Fundamental 

weiihe  der  Vm  imI  r  ös&ü  aß  eutsp rieht,  aus  welcher  die  Funittion 
gebildet  \ver«iea  solJ,  oder  dasN  mit  Nothwendiglceit  die  sub 
15.  und  16,  erwähnten  Drehungen  ab  Zwiachenoperationen  zuge- 
laaeaa  wafdaa  mO^ien,  wva  aiaen  aolcbea  Werth  der  Faaktioa  fX') 
aa  anaagaa*  Da  dia  GHtaaa  %  die  Baaia  dar  von  der  Funktiaa. 
▼aiimiglaB  OpaialiaBaa  lat«  aäd  da  altmala  aaeb  dIa  fadaablaa 
Drabaagaa  ala  Zwlaebaaeparatioaea  aaageaeblaaaao  blatbaa  aal> 
laa;  aa  adialataa  angemaaaaaar  aad  aar  AafraebtaibaltBag  dar 
weaentÜchaten  Relationen  geeigneter»  unter  demFnndamen- 
talwerthe  (]or  Funktion  /(j-)  den  rlini  Fun Jamentalweribe 
der  Gr u  II (1  i;r ö»se  x  eu  ts  ]•  re  (  h  enden  Werth  zu  veratebea« 
freloher  ^i(;h  bei Weglasaung  alier  Drehungen  erffibl,  Je- 
detalla  musa  man  aber,  wenn  die  gewöhnliche  Beatimroung  beibe- 
halten  wird,  sehr  aorgflUtig  zwischen  dem  Fundamental wertba 
dar  Faaktlan  aad  daa  dem  Fnndamentalwartbe  der 
GraadgrOaaa  m  aatapracbaadaa  Wartba  jaaarFaaktlaa 
aatarecbeidaa« 

Sa  wflrde  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der  Funda- 

aMatahrartb  dar  Funktion  V (— (worin  m  poaltiv  gedacht 
wird)  aela.  Oben  anb  16.  iat  aber  gai^^  dasa  dieaa  Faak- 
Moa  dea  Wertb  nicht  andere  annebmen  kann,  ala  wena  die 
Quadrat  (— rar  darWamalaaaalebuag  aret  aocb  afaiar  Drabaag 

unterworfen  wird.  Nach  unserer  Meinung  wflrde  — x  besser  der 
Fundamentalwerth  der  gegebenen  Funlction  zu  nennen  sein,  weit 
sich  derselbe  auf  (Uti  Fundamentalwerth  der  Ciriiiids^röisse  j:  stutzt; 
aad  von  aUeu  wÜikQrtichen  Zwiachenoperationen  unabhängig  iai. 

Ebenso  würde  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der  Fan* 

%   

daneatalwartb  roa  V^(— j? Vlf]^=s  wann  aaadrdck» 

lieh  alle  Drehungen  aks  ZvvIsebenoperaHoneii  aus^sehlossoB  eala 
oaMaa»  aa  daaa  daaa  der  geoaraUe  Wertb  jaaar  Fanktioa 
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iriL  Otoat»  W«ffb  erford«rt  abar  die SvlMtitailiMi  k^l^  benliel 
im  «kfcl  Mif  dem  FnndameoffttwerCbe  der  CSraodgrtoe^  Dm 

Lititefe  Ihal  filr  ^  =  0  nur  der  Werth  Vj;'.«'''^— wei- 
det demnacb  en  netfirlicbsteo  den  FmMUiMfilalvertJi  der  ffege* 
Fonklien  reprideetlreii  anficbte» 


Üass  der  Sinn  der  Rechnung  oßmals  selbst  bei  den  einfaeh- 
itn  Operationen  der  niederen  Arithmetik  denjenigen  Werth  einer 
Faktioe  verwirft ,  weicher  nach  der  gewuholichen  Definitioii 
M  Feedemeetaiwerth  dieser  Funktion  darstellen  würd^ 
■iMAwendig  denjenigen  Werth  fiordert,  welcher  dem  Fan  da« 
■titalwejth  der  Grnndgr5eee  entnprichl^  lehrt  dee  Bebplel 

Fonktien  welche  in  allen  Rechnongen  eteta  a  — V  — l 

nnd  Dicht  =  V  -ri  gesetzt  vrird,  obgleich  doch  der  letalere  Ana- 
dmk  nach  der  gewöhnlichen  Definition  den  Fnndamenlalwerth 

4i  gegebenen  dnretellt  Diener  Fundamentalwertb  letbler» 
i4q  hl  den  oMlaten  anderen  Fällen^  onwlcbtlg  und  wflrde  anr  Ver- 
wbongen  herbeifuhren,  da  dereelbe  nicht  andere  gedacht  werden 

km»  ale  denn  In  der  Fnnktien  ^  Oiendgrtleie  I 

wht  der  FandaflMntaiwerth  ie^,  aondara  der  Werth  le^  genow- 

•■ieai»  wogegen  —    — 1  ale  Werth  der  Funktion  dem 

Ibdanaatalwerthe  le^  der  GmndgrSaee  vellkemaea  entipticbt  . 

Uosnlieaig  in  allen  FllUen  lel  «e  aber,  etwaig«  reeUe  Werth* 
dMr  Fnnk^tt  deren  Fendanentalwerthe  an  nennen,  da  ee 
dbib  deren  mehr  ale  Einen  oder  gar  keinen  gibt 

Aach  leuchtet  ein,  das«  niemab  der  abeolnte  Werth  einer 
y^ktion  (ahm  die  Qaaatitit  •  der  fingen  ee^  oder  der  Model 

im  Meee  6+e9  den  Begriff  dee  Fendameatalweilhee 


I&  Dmdb  eh^e  aichere  Deeilm—iiig  über  die  ?en  der 
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QDd  über  die  Candaneotalen  oder  in  fostgMetiter  Wewe  wm  dm 
ftiDdMiMiteIeD  «neugton  Werthe  d«r  In  jene  FunklioD  aiilvalm- 
dra  oder  aU  untargeoidnele  EotirieUaiigMtiifM  bei  der  Bereeh* 
naofc  jeder  Faokfioii  eich  ergebendeo  Giteen  wird  »eo  in  eHen 

Fällen  die  ans  der  Vieldeutigkeit  jener  Funktion  flieasende  Un- 
sicherheit beseitigen  könncii,  ohiit^  die  mit  jener  Vieldeutigkeit 
verbundene  A ligemeiiih eit  zu  iMM  irUrächtigon.  Man  erhält  aof 
fliese  Weise  um  z  w  eideutige  Au^s^irut  ke,  in  welchen  die  mit  don- 
«elben  Buchstaben  und  Zeichen  belegten  Grössen  und  Opera tionea 
eteta  die  nlaiilche  Bedeutung  b ehalten  und  das  Geaeti  deii  Zu- 
aamnienbaiigea  der  einaelnen  GrOaaen  und  Tbeile  unter  aich  mid 
In  Bealehmig  aam  Gaaaaii  ungaelM  aad  leicht  eikenahar  liieihi 

Ba  tat  schon  oben  aub  13.  and  15.  bemerkt,  wie  mhialich  ea 
lat»  eine  aolche  eftoMla  aehr  erwfinechte  Unaweidenflgk^  dmfc 
andere  Beatinininngen  herlieiaaftthren,  welche  eich  an  gawieBe 
Nebeoeachen  vnd  ZnfUügkellen  balteB,  ohne  daa  eigentUcbe  We> 

sen  der  Dinge  lu  herdcksichtigen,  da  hierdurch  leicht  VeretOsse 
gegen  die  Grundbediiiguugeii  de«  matlieiaatiacben  Denkens  began- 
gen  werden  künnen. 

Eine  eehr  bedenkliche  BeeUmmmig  dieeer  Art  lat  a.  B.»  wie 

schon  vorhin  gezeigt  worden,  die  Forderung,  die  Wurzelgrösse 
'iir^  alle  puöilivca  uiid  nei;;iliven  Werthe  von  o:  stete  {jositiv 
lü  nehm  en,  wogejren  e»  ganz  unbedenklich  iNt,  von  jener  Funktion 
stets  denjenigen  Werth  zu  nehmen,  welcher  dem  Fundamental- 
wertbe  der  Grondgrösse  mit  Auaaehluaa  alier  Urebungea  eotapricht« 
«nd  welcher  anaweidenlig  s=a?  lat 

Eheneo  miaalich  würde  die  ßeatimmung  aeln*  daaa  ven  der 

n 

WurzelgrOsse  fö''  positive  Werthe  voji  x  ^X^A»  der  absolute 

Werth  genommen  werden  solle,   eine  Bestiiutiiutig,  welche  man 

vielleicht  dadurch  rechtfertigen  au  können  glauben  mochte»  daaa 

man  festsetzte,  unter        soUe  der  nach  der  Biuomialformel 

•   »      *  1 

V  e+^s=(a-f  Ä)i=a«  +  -4^  6<|>etc. 

a»  herechnende  Werth  vemteBden  werdea 

Denn  wenn  nach  wirklich  die  ala  eine  aoaammengeaetite  Finnb- 
tlen  gedachte  GiOaae  x  nach  der  Voranaaetanag  ateta  poaltiv 
hlelht;  ee  kOnnle  ea  eich  dach  ereignen»  daaa  dieeelbe  einmal  ala 

paare  Potenz  einer  negativen  eder  tiberbaopt  als  eine  Potenz  einer 
koia|ilex.ea  Grüaiiü  erschiene»  und  dass  man  durch  die  vorgeachiie** 
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bm  Bescbräckung  zu  ähnlichen  Irrthümero  geleitet  wurde,  wie 
m  n«a  aUgemeifi     (db^jl*=^  setzte. 

Aach  die  BerufuDg  auf  die  Rinomialformel  ku  vorstehendem 
Zffcke  iat  trüglicb.  Diese  Formel  stellt  kelneswoes  bloss  einen 
lifi^  reeilen,  sondern  überhaupt  alle  n  verschiedenen  Werth« 

TS«  Va  +  6  dar.  Diess  erkennt  man  sofort,  uenn  man  erwäf»t, 
im  für  die  Grösse  a  allgemein  ae^^  gesetzt  werden  kaniu 

lUlma  diese  Snbstitution»  seCst  aoeh  « •^  5  s  it(l -f und 

bcieittt,  das«  die  Substitution  des  allgemeinen  Ausdruckes  be^^^ 
irlbilieB  fiiBfluM  «ofdas  Resultat  hat;  so  ergibt  sich  sofort 


^m+6^e*  Vo[l  + 


n  a 


dvtb  irelcbe  Formel  n  verschiedene  Werthe  dargestellt  sind» 
vrelcbe  sämmtlicb  gleiche  absolute  Wertbe^  aber  verschie- 
(itne  Rieb  tnngen  haben. 

IKe  Feotoetsang,  dass  von  einer  Gritsse  stets  Ihr  ahsoloter 

Weft  genommen  tnid  dieser  ahsoliito  Werth  gewissermaassen  als 

«•«  Fnnktioii  der  fraglichen  Grösse  angesehen  u erden  solle» 
fuWt  besonder^  dann  zu  sehr  prekären  Kosultaten,  wenn  die  frag- 
liche Grosse  nicht  bloss  reell,  sondern  auch  komplex,  also  allge- 
oeiD  reo  der  Form  oe^  sein  kann.   Denn  setzt  man  ae^=;r»  so 

ift  der  absolute  Werthe  dieser  Grosse  o=-.=j:e~<  Der  Ans- 

imtk  anr^  ist  aber  keineswegs  ein  soleh^r,  welchen  man  meh' 
^  geirfthoiicben  deslallsigeii  Definitionen  eine  Fnnktlon  von 
^aesoen  kann,  well  die  hebnf  Bildung  dieses  Avsdmekes  mit  der 
Ciiadgrüsse  x  m  ToUsiehendeo  Operationen  nieht  bestimmt  oder 
fertUe  Werthe  von  x  konstant,  Tlelmehr  von  dem  Drebnngs- 
*bkel  a  dieser  Grosse  abhängig  sind.   Ausdrücke  wie  -^x,  — 

'V— l ,  o.  s.  w.,  welche  nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  tür 
verschiedene  Funktionen  von  x  gelten,  würden  hiernach  Ein 
>ii  dieselbe  Funktion  von  x  darstellen,  und  hieraus  erkennt 
^  velehe  sorgnütige  und  oft  verwickelte  Neben betrachtongen 
Mflmr  solchen  Erweiterung  des  ßegriffes  Funktion  angestellt 
*Alm  mlüBsten,  um  die  Rechnung  vor  Fehlsehlflssen  so  bewabfen» 

Bei  Vermeidung  solcher  und  ähnMcher  anderer  schwankenden 
mi  ^igtifthsn  Bestimmungen  kann  man  durch  die  im  Eingange 
fcmr  Nammer  heseichneten  Festselsungen  stets  henriikeni 
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■idit  bloM  d«r  Wtflli  einer  FmikfloD,  Midchi  tstA  im^mdk 
•i«  «nsgesproelieiie  Bildiingsgesets  a1«  «Iwm  ▼ollkonmio  Btt* 
stimmtes  und  Unzweideutiges  erscbeint,  was  fiBr  die  PiA» 

zisioi;  (1er  iiiatfieraatischen  Begriffe  von  äusserster  Wichtigkeit  ist. 
Man  wird  albilann  die  rnebrfacher)  Gesetze,  welrlie  in  mauchco 
Formeln  liegen,  ieicht  von  einander  trennen  ond  eiu  jefles  fuf 
sich  betrachten  kunneo.  So  würde  niaa  z.  B.  io  der  (xielcbuiig 
jf=  V^f*— Ä*  dee  Kielees  iwei  rerechiedene  Geeetie  erim» 
Ben,  von  welchen  das  erste  j^  =  -f  r*— 2*  dem  oberen  und  dM 
aweite  ^  =  —  V fA — (I^iq  unteren  Halbkreise  angehört 

Es  wird  iii<  bt  schadeo,  wenn  wir  hier  nochmals,  wie  sclieii 
ad  14.  eescbehen,  daranf  aufmerksam  macheo,  das.«  die  durch 
Addition  oder  Subtraktion  verbundenen  Glieder  einer  Funktion 
■tets  Grossen  mit  Tieldentigen  Drebungswinkeln  erzengen»  deee 
•lee  die  Prfizisien  der  Formel  im  Allgemeinen  eine  Beetimnog 
daidbet  erfordert»  ob  eise  eoleiie  Summe  oder  Diim»  oiit  ikiMi 
fttadaaieiitaleii  oder  mit  irgend  Einem  UnergeDerelUn  Werlbn 
genommen  werden  eolle» 

■ 

IL  Onbestimmtbeit,  Verftnderllchkeit  ond 

Differenniallon. 

19.  Wenn,  zwischen  den  beiden  Unbekannten  x,  y  nur 
eine  einzige  Gleichung  gegeben  ist ;  so  ist  dieselbe,  oder  vielmi  br 
deren  Anflösnn^,  d.  h.  jedes  Paar  zusammengehöriger  Werths 
▼00  X  und  y,  weiches  jene  Gleichung  erlülit,  im  eigentlicheo 
Sinne  unbestimmt.  Es  bleibt  nämlich  die  Eine  Unbekannte  m 
in  gnnz  beliebiger  Weise,  also  auch  In  einer  stetig  sunanmen- 
bingenden  Grössenreihe  variabel »  und  demsnfolge  werden  aacb 
die  entapraehenden  Wertbe  von  |f=s#X')  allmihlicbe  U.nber* 
gfinge  in  einander  bilden. 

BeecbrSnkt  num  die  Stetigkeit  dieser  Verlndemng  dnKft 
eine  Mebenbedingung,  1.  B.  durcb  die  Fordemng,  daae  die  Eine 

Unbekannte  x  oder  das«  liefde  x  und  ^  nar  gnnze  Werthe  et* 

halteti  solle»;  so  nimmt  die  Funktion  yz=f(r)  diejenige  Eigen- 
schaft an.  welche  wir  im  Voröteheoden  der  Kürze  wegen  Vldl- 
dentigkeit  genannt  haben. 

Eft  ist  freilich  üblleb,  die  Benennung  Vieldeutigkeit  nur 

da  anznwenden,  ^o  die  Unbestimmtheit  bloss  in  der  Verlinder» 
Ikbkeit  der  UrehuDgswiukei  u^tkn,  mit  beliebigen  gan»' 
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fevWrrthen  ▼•n  k,  Iwfsteht,  und  iu  dem  voriiem€rkt«[)  lalle  die 
ßeieichnu Un best i m m  t  liei t  unter  Hinzufü^uni;  der  beschräri- 
lenden  ßediogang  beizubehalten,  iitdeni  man  z.  B.  von  der 
Äijfl  'sung  einer  unbecittoim  ten  (ileichun?  in  ganzen 
Zahlen  redet:  man  sieht  aber,  <la«s  dem  «alircn  ^Vei;en  nach 
eine  solche  bescbrankte  Unbe^tinnntheit  mW  dem  Begriffe  der 
Vieldeutigkeit  genau  iibereinstimnjt ,  und  das8,  wenn  man  charak- 
terifitUclie  Uoterscheidungeo  machen  will,  die^eK^en  ftur  danach 
beneMen  werden  können,  ob  die  Grösse«  von  welcher  die  Cn- 
bedimmtbeit  abhängt,  in  stetiger  oder  io  aDterbrotbener 
Icfbeofblgc  Twlabei  sei  ' 

SO.  Vr^enii  die  Gleichung  y^Flx)  mit  der  Erlaubnis^  ge- 
jebeo  Ut,  darin  die  Grösse  x  durch  eine  gewisse  Reibe  toh 
Wertbeo  2U  verändern;  so  fotgt-daraus  nocä  nicht  die  iSolbwen- 
(Jickeit,  diese  Veränderung  vor/.uiiebmen.  In  sehr  vielen  Fällea 
wit^i  auch  nur  ein  Interesse  vor,  für  diesen  oder  jenen  speziel. 
!?n  Werth  von  x  den  zuE^eborigen  Werth  von  y  zu  kennen,  oder 
:rr>:ekebrt.  Alsdann  erscheint  für  einen  jeden  solchen  Spezial- 
»ertb  ton  x  die  Funktion  F{x)  als  eine  durc)iK-eg  bestimmte 
oder  doch  nur  in  gewiaser  Hinsicht  vieldeuUge»  Wie  wir  ele 
ii  den  frükeren  Nammem  betrachtet  habeo. 

Unter  solchen  Umständen  spielt  offenbar  der  Charakter  der'  ' 

Veränderlichkeit  von  jc  und  y  nach  «teüger  ReibeBfoige  gar 
%ciüt  Viesen  itiche  Holle.  Beide  Grössen  erscheinen  vielmehr 
ia  jedem  speziellen  Falle,  wo  ruao  aul  die  gegebene  Gleicbnog 
rekarrtrt,  als  unl)ekannte  Konstanten,  welche  nach  Maass- 
gaht'  dieser  Gleiahung  ttald  dtesei  bald  jeqe  Werlbe  .anaeboneD 

Antoi  tat  4»B  waui  jeaa  (SIeiekung  mit  der  JB^dingang 
9^ben  ja|^  «  «tätig  a«  variirea.  Unter  aelekeo  UroatiDdeD 
ftkmm  die  GrSaaeo  ^  ood  y  diejenige  Eigenschaft  an,  frelche 
■an  int  atrengsten  oder  eigentlichsten  Sinne  Verän  dir  lieb  keil 
•ennen  ^«otlte,  und  jetzt  erst  qnalifizircn  sich  dieselben  vulUtäudlg 
^4t.  der  Aiepennung  von  \  eräaderiicbeo  oder  VariabelA* 

21.  Wenn  man  In  der  Faehtton  y^F^x)  der  unabfaEnglg 
Verlad  er  Iteh'ea  x  den  Charakter  der  UnabbUni^igkeit  fan 
mgedelinteafen  Sinne  erlheilen  wollte;  ao  mfiaete  man  an  dereel^' 
len  olcbt  bloea  die  QnaatitSt,  aondern  auch  den ' Dreba ngs- 
Vinkel  ab  nnbeecbriokt  YOtHndetlleb  anaeben.  9«!  'dieaef  Vor* 
— iitiiil,  wilde  «  de»Vefctor  einen  Panktee  ibrsteUlMi,  welcher 
«ebrndiweb  alle  l^nnkCw. einer  Bbene  durcbUefe,  und  die  . 
Rilga  biecron  Wfltde  eein,  dess  ancb  die  abhängig  V  eriis- 

le« 
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der  liehe  jf  die  Velrtoren  aller  Paekte  eioer  eelehee  Bheae 
dereteilte. 

Eine  derartige  unbeficbränkte  V^ariation  vod  x  wird  iDdes«eo 
niciit  beebeiclitigt  Dieselbe  irürde,  wenn  man  ftfr  x  den  aUge> 
neieeren  Auadradc  «ef'  setzt,  aaf  eine  gleicbieiiige  Veriettee 
der  ewel  Grüeeen  «  nnd  9  In  der  Reibe  der  reellev  CMeeeib 
elee  auf  die  Bildeeg  einer  Fnnlition  yasJFtM^O  ^  swei  veah- 
Ungig  Verlnderllclien  s  nnd  ip  blnansianfen. 

Wenn  mao  von  Funktionen  mit  Einer  Veränderlicben  redet; 
itttendirt  man  eine  solche  Verallgemelnerong  nicbt.  Es  iet  dalMT 
nOtbigt  sieb  von  der  ßescbräoknng,  welcher  die  Variation  Ton  m 
unterworfen  ecin  eoll,  klar  Reebenecbaft  an  geben«  nn  nicht  dnrcb 
dn  xnfllllgee  Aufgeben  dieeer  Beeebfinknng,  d.  h.  durch  die 
anOinige  Subetitntioii  elnee  Jener  Beechrinkung  entzogenen  Weithin 
▼en  4P>  in  Irmngen  an  Terfallen. 

t>ie  fragliche  Beschränkung  fiir  x  besteht  sonlcbet  darin,  daae 
die  Grösse  nicht  die  Vektoren  der  Punkte  dner  Ebene,  aondem 
einer  l»eetinimten  Linie  dareteilen  aelL  Dleea  hat  aur  FelgiBb 
daaa  ancb  y  eine  Linie  daratellt  Einem  beatimniten  Pnnlrte  der 
Lhiie  der  3^  enteprldit  dann  ein  beatfanniter  Punkt  der  Linie  der 
ff,  und  die  gegenseitige  Lage  dieeer  korreepondirenden  Panirte 
*  liefert  ein  deutliches  Bild  von  der  Beziehung,  in  welcher  ^  und 
y  zu  einander  stehen. 

Dan  Charakteriatieche  selcher  verftaderlichen  GrSenen 
und  Funktionen  lieeteht hiernach  darlus  daaa  wSbrenddie  kea- 
etanten  GrOaeen  nur  auf  einselne  Punkte  dee  Ranmea  flihreii, 
durch  die  verSoderllcben  GrSeaen  Linienaflge  dee  Rannen 

dargestellt  werden. 

Durch  die  eben  auageeproebene  Bedingung,  daaa  den  Punk- 
ten einer  Linie  entaprechen  aoll,  iat  fibrlgena  die  mehr  enrihnte 
Beachrlnknng  noch  nicht  vollatindig  auageaprochen.  Denn  wollte 
man  dnrch  «  irgend  eine  krumme  Linie*  dareteilen,  eio  leime 
diese  darauf  hinaus ,  dass  man  fifr  x  den  allgemeineren  Ausdruck 
xe^^  mit  der  Bedinpune  setzte,  dass  <p  eine  gewisse  Funktioo 
fix)  von  X,  also  eine  abhängig  Veränderliche  sei,  wo- 
durch die  Grund urosse  ifi  der  Funktion  selbst  zu  einer  ah- 
hftngig  Veränderlicben  norden  nürde,  so  dass  man  dann 

schreiben  könnte,  worin  nun  a  blosa  tn  der  Reihe 
der  reellen  GrOeaen  verinderlich  bliebe. 

Abgesehen  davon,  dass  die  Absicht,  eine  Funktion  einer  ein- 
zigen unabhSnsrie  Veränderlichen  zu  koostituireo ,  durch 
die  Eriaubotsa  der  V  ariation  von  x  nach  einer  krummen  Linie 
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incb  desshaib  dem  Zwecke  der  Aufgabe  nicht ,  weil  aef 

den  tieferen  Grunde  dieser  Operation  daä  Bestreben  ruht,  die 
Wertbe  ron  x  oder  die  Variationen  dieser  Werthe  oder  den  ganzen 
iiiDteQ2U^  der  x  in  Beziehung  auf  Langen-»  Richtun^S' 
UD^  Geschwind  i  £^  k  ei  ts*  oder  Neigan^svarbäitnisse  als 
Stassstab  fflr  den  Liniensag  der  y  zu  benutzen.  Zu  einem 
nfcbffi  HaMsetabe  eignet  eidi  aber  aar  eiae  iai  Mallpanhte  Im- 
glMde  gerade  Liaie. 

Die  Variation  der  x  wird  dem^emäss  im  Allgemeinen,  und 
inaofen  eine  grössere  Freiheit  nicht  ausdrücklich  zugestanden  ist« 
eiogescbrinkt,  daee  dieee  Gröeee  die  veracbiedenen  vom 
^i■Jipsokte  A«a  gemeaaenen  Stücke  einer  gerade»  Linie 

fiieinacb  könnte  man  allgemeiner  j;  =  .ire7<  setzen  und  darin  cp 
L.Djitant  halten,  während  die  absoluten  Werthe  von  0  bis  00 
^diiäaft 

« 

Otr  fmaatanta  Fakter  ef'  konnte  ebenfiiila  nech  anterdriickt 
«niei»  da  man  ja»  wenn  man  äherhanpt  eine  Variation  ▼on  z 
*«4«iniiler  dem  Winkel  <p  geneigten  Linie  beabsichtigt»  nur 
^fmktioo  i|f=F(.T)  in  F{xe9^  zu  verwandeln  und  alsdann 

eine  in  der  positiven  Grundaxe  unter  den  absoluten  Zahlen 
0  bis  X  veränderliche  Grosse  zu  betrachten  brauchte.  Es  ist 
jedöch  üblich  ,  die  Variationen  von  x  in  der  Funktion  y=F(x) 
snf  die  reellen,  d.  h.  auf  die  positiven  und  negativen 
Herlke  auszudehnen,  also  zu  gestatten,  dass  x  sowol  in  der  po- 
<»itiven,  durch  xe^^  dargestellten,  als  auch  In  der  negativen,  durch 
^  dargestellten  Grundaxe  variireg  waa  offenbar  die  Ziü&aalgkeit 
chm  «Ugemeineren  Anadniekes        für  »  invotvlrt* 

^  ill  man  diesen  aUi^emeineren  Ausdruck  för  x  ausschliesseo, 
ohoe  doch  die  allgemeinere  Erlaubniss  der  Variation  von  x  in  den 
^etdeo  entgegengesetzten  Tbeilen  der  Grandaxe  aufzuheben« 
«0  bon  diese  zwar  durch  die  einfache  Bedingung  geschehen,  daaa 
minder  Reihe  der  positiven  und  negativen  reellen Zalüen 
^Aca  aeile;  man  darf  dann  aber  nicht  unbeachtet  lassen»  dasf 
stets  swet  verschiedene  Zahlenreihen  aindi  und  dass  die 
fftt  OperatioQ  g|»w|sfermaassen  auf  die  Betraehtnng  sweler 
v^Hthiftdenen  Funktionen  F(jre^)=Fj[^j;)und  F^xt^—kX-x) 
^''l^inf  die  Betrachtung  der  zweideutigen  Funktion  t\-\^x} 
fciniMbaft»  worin  dann  x  our  innerl^alb  der  absoluten  Zahlen 

■  » 

^  Es  wird  mit  Nachdruck  wiederholt,  dass  es  zwar  Ohlich 


Digitized  by  Google 


ist»  die  Fuiikt'io{i«n  ia  eine  solche  Form  zu  bnneen,  dass  die 
Grunde^össo  x  mit  in  den  Heihda  der  reellee  Zahlen  zu  variire« 
braucht,  um  gewisse  Biidung8g«seUe  aur  ErkenDtaiaa  zu  i»ring«n, 
d»m  jedoeh  «iae  Mcbe  Besch rinkaog  aichi  durchaus  ootlilrei- 
dig  ist,  daftb  man  aber,  selbst  bei- grdsserer  Verallgeneineraag^ 
die  Grosse  daacli  ir^^end  eHie  vdn  der  Natur  der  Untersucbong 
abbäsgige  stetig  ^hlenreibe,  welche  den.  Vektoren  einer- b^ 
stimaten  Kurve  aaftspricbl,  lad'ea  Ibat,  imd  daaa  diess  aneb 
ftOr  die  Wertbe  der  Funktion  FX/c)  eine  beiÜMt«  Zebieo- 
reihe  enengtf  deren  Glieder  unter  einander  \^  etilem  organisdien 
iEnaammenbaiige  >t^bep.  Der  Oiganiamuä  dieser  ausammenbSn- 
genden 'Reiben  ist  tiik  vielen  Mien  geeignet,  die  OnbeMlibiAitbeit» 
#e]ehe  etnaetneA  Gliedern,  1»ei  yHitif  laolirlef  Beiracblullg 
änbiiftet,  'anlaubebcln,  wi^  wir  weiter  unten  bei  4^  Weriben^O, 
ao  nnd  J  sehen  werden. 

Gleichwol  soll  durch  Vorstehendes  der  FaÜ  tceineswcs»  als 
eine  logische  Uomöglichkeit  ausgeschlosseo  sein,  dass  man  dip 
Variation  der  Grundgrusse  a  von  der  letzteren  Einschränifang 
in  das  Geselk  einer  bestimm tcin  Reibe  *befteite  and  ihr  ge- 
staltete; naeb  den  Velrtoren  einer  Ebene-  beOtbig  nacb  aliell 
Riehtnttgen  hin  stdi  tu  Terftndem«  Dieser  Faü  erfortof  jedodi 
hndier  mne  bMbdiwe  Festseteang»  da'lv  an  den  *uagew6bntf* 
ebe«  gebSrt. 

.23.  ..Die  VomteJlnng  vom  Unendlichen^  obgleich  sie  elm| 
Völlig  unzweideutige  ist,  erieugt  dqok  keinen  GrOssenwertb  ton 
bestimmter  Quantität.  DemgeroSss  stellt  das  ZeiclifA 
eine  Grosse  dar,  deren  Quantität  in  ihrem  VerbäUnis^ ,mv 
Einbeit  ifi  gewiasec  Blneiciit  unbestimmt  IMeiht,  Yff»ig#geD  die 
Ricbtung  jener  Gr4lysse  voilfcommen  bestimmt  ist  nnd  der  ilar 
positiven  reellen  Grossen  genau  entsprlcbt. 

Allgemein  aielU  aDe°*  die  unter  dem  beelimmt^n  Dfehoog»« 
Winkel'  m  aißh  nei^ide  unendiiche  Lisie  dar. 

Er9t  weun  auch  a  unendlich  gross^  also  seiner  QuaotitSt  nacb 

unbestimmt  äre,  würde  xe*'  eine  nach  Quantität  und  Rieb* 
tiing  uübeätimmte  unendliche  Linie  darstellen. 

'  %  Dfi»  I9ikil  als  GrUise  mm»,  wie  jvde  ittd^ln  elM 
mstbemafls«^  Cntwidrelimg  «intretende'  Grosse,  in  ihrem  ▼«r«^ 
hältnisse  zar  Einheit  aufgefEuist  werden,  kann  also  niir 
ttnendlicb  kleiner  Theil  der  Einbeit  gedacht  Vierden.  Hfer- 
durch  überträgt  sich  die  Unbestimmtheit  des  Unendlichen  in  quan- 
titativer Hinsicht  auch  auf  die  Null   Diese  Uohestioimtheit 
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MptricMgt  jedoch  die  VmtelJon«  t«d  tea  Werth«  der  N«H 

BIT  in  uütergeordoetem  Grade,  weil  die  GrSoie»  welcher  der 

5'iilIvrerÜi  zustrebt,  wenn  ntaa  deut>elbeD  iui  Geiste  aus  der  Ein« 
keit  zu  bilden  sucht,  ei oe  le^t  bestimmte,  nSmlieh  dar  rs  uli  p  uokt 
äI*u  jener  Werth  niemals  zwischen  endlichen  Grfinzen  «ch^vaq« 
ken  kann.  Die  fragliche  Cnbestinimtbeit  macht  sich  vielmehr  nur 
kei  solchen  Operationen,  wie  z.  B.  der  Division  oder  Wurzel- 
aiisziehan*^  geltend,  wo  die  Null  als  Repräsentant  des  Bildung«« 
;e5rt/es  an«  der  Einheit  erscheint  und  die  um  s:ek ehrte  An- 
weDduog  dieses  Gesetzes,  aUo  die  Erzeugung  eine«  uo endlich 
firoseen  verlaogt. 

Wenn  iiian  also  für  die  nieisten  Fälle  auch  von  derjenigen 
rnbestimmtheit  absehen  kann,  welche  die  Null  in  HQcksicfat  auf 
I]  a  Ii  t  i  t  fit  darbietet,  so  Terbleibt  an  ihr  doch  in  Rficksicht  auf 
Eich  tu  ng  eine  andere  Unbestimmtheit  im  eigentlichen  $4nne 
des  Wortes.  Der  Null  kann  man  nämlich  jeden  beliebigen 
0  r  e  h  u  11  gs  w  i  n  kel  eder  Ki  cbtun^skoeffizientcn  7.uschrti- 
^en»  iU#o  Ue^         #e/(9Mi»  worin  a  jeden  Werth  bähen  kann. 

VNie  wichtig  dieser  Umstand  ist«  erkennt  mau  bei  der  Di?i- 

1 

nnd  WarselauatiehaDg,  fodem  die  GrOese  ^^scee-"' 

iwar  unerulli(  I»  ltohs,  also  der  Quantität  nach  in  gewisser  Weine 
üobestininit ,  Jer  HicliiuDU'  rnich  aber  ganz  beetimui t  4n 
dv  lifehiuigefvittkel  — a  angehört. 

Bei  der  WnrveUanslehnng  kann  den  ZelebeB  der  Neil 
•iger  dto^Qeeotl lit  der  n  iMredioeeden  GHIeee  eflblren.  Den» 
Ar  «>  1  iel 

Riemach  kommt  es  in  vielen  Fällen  wesentlich  darauf  an,  zu 
ttt  tor».utben ,  ob  dem  ^uilwerthe  nach  dem  Wesen  der  Aufi^abe 
«in«  bestimmte  Riditan^  zazoechreiben  sei,  oder  ob  dieee 
iUchtiuig  wiUkflrlich  bleibe. 

G»  pelMliil  Im  Weeee  dar  Dinge  ne  Defen  eed  direai 
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so  idn,  dw  MM  sieh  Anter  damDoeadilchen  nicht  clMi  liM« 
•taDte»  iranii  aueh  Boch  so  groM«,  IvHhM«,  meli  alcit'aliHMl 
•Inen  momentan  fixirten  Werth  einer  Variabelen,  sondeili  eine 
in  fo r  t \v  ä })  r e  D  d  e Iii  V\  acliötiiunie  begriffene»  also  ewig  vef- 

^uüeriicbe  Grusae.denke. 

Bienaeb  aiacheint  dem  aadi  der  Null  «reTtb.  einer  GrtaMH 
reibe  als  eine  ewig  veräoderliche  und  /.war  fortwährend  abneb- 
mende,  dürii  Verschwinden,  oder  genauer  gesagt,  dem  Nullpunkte 
oder  der  iNullgrfioae  ohne  Ende  steh  uähernde  Gröaae. 

IHeae  AoffaamiBg  eoteprlcbt  aneb  der  UnemebSpincbbeit  den 
Aktea^  welchen  das  Denkvermügen  bei  der  Vergegenwärtigang  den 
iiegraffee  vuiu  üoeDdlicbeii  aa  Follxieben  eich  bemfibet 

Anaeerdem  gewibrt  dienelbe  nofert  eine  Uain  Vemtfiiilmg  von 
dem  Weaen  der  relatitr  naendlleb  kleinen  nnd  grennen  CrOnne% 

welche,  obgleich  an  sich  oder  absolut  unbestimmt,  doch  eebr 
wohl  zu  einander  in  g^inz  Ii  e  stimmten  und  auch  in  uuend- 
1  leben  Verbal tniaaeo  stehen  kuune.^ 

Ist  nSrolich  vorgeschrieben,  dass  zwischen  zwei  Verfinderlicben 
X  und  y  ein  bestimmtes  funktionelles  Vcrltältniss  y—¥{j:)  btattfiode» 
so  werden  den  ailniäblichen  Veräriderune:en  von  x  gewisse  ge- 
setzmässige,  durch  jene  Funktion  bef»ltitiiate  Veränderungen  von 
^  entsprechen.  Wird  alao  für  ein  unendlich  grosses  oder  kleines 
s  aueb  y  unendlich  gross  oder  klein,  so  kann  doch  der  unendlicb 
groeee  oder  kleine  Werth  von  x  nicht  gleich  dem  von  jf  enge* 
aeben  werden:  beide  atellen  atch  ▼lelmehr  Im  Aligemeinen  nia 
veraebiedene  Griiaaen  heraua»  welche  eteta  in  der  dureb  die 
fragliebe  Funktion  bedingten  Beaiebnng  au  einander  verbleÜMn, 
eine  Beziehung,  welche  je  nach  den  Umständen  das  Verhält- 
niss  zwischen  den  unendlicb  «grossen  oder  kleinen  VVertlien  von 
X  und  y  ebenso  \mA  als  eine  bestimmte  endliche,  wie  auch 
als  eine  uoeudlicbe  Zahl  erscbeioen  laaseu  kann. 

26.  Schlie»slicb  muss  hinsichtlich  der  UoIm  stiiumtheit  de« 
Begriffes  von  ü  und  od  in  quantitativer  Hinsicht  oder  des  Be- 
griffes vom  unendlich  Kleinen  und  unendlich  Gr  oaaen  noch  be- 
merkt werden»  dass  das  Verbültnias  dieser  Grfiaaen  lu  endlichen 
GrOaaen«  obgleich  nicht  genau  daratellbar«  doch  in  der  Hlnalelit  nn- 
awetdentlg  lat»  daaa  daa  Geaeti,  welches  bei  onanageaetster  Anw nn* 
duu;;  jenen  VerbSltniaa  eneugen  wQrde»  vollkommen  beatimmt»  nnr 
unerscbypflieb  ist,  und  daaa  dberbaupt  kein  endlicher  Werth 
darunter  gedacht  werden  kann.  Demzufolge  siebt  die  Matbeinaiik  die 
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Werthe  0  nnd  oo,  weon  «ie  inoÜrt  oder  our  in  Verbindviig  mit 
endlichen,  tod  iSull  verschiedeneo  Wertbao  apftroten,  gewöhRlicb 
«MkiFW  bestimmte  Reeuitate  an« 

IT.  Wa«  dagegen  die  Unbestimmtheit  hinsichtlich  der  Rieb* 
tfVf  der  Null  anlangt,  so  wird  diese  Unbestimmtheit  zur  anbe- 
viräDkten  W  i  1 1  k  u  r  1 1  c  h  k  e i t ,  sobald  die  Null  völlig  isolirt,  aasser 
^i«a£im«Dbaog  mit  einer  bestimmten  Grössen  reibe  gedacht  wer- 
det mIL 

Dieser  Fall  kommt  selten  vor.   In  der  Regel  kommt  die  Noll 

iiHAßfangii-  orler  Eudglied  einer  gewissen  ste  ti  li^en  Reihe  oder 
fiaer Abtbeii  u  ng  einer  solche»  Reihe  in  Betracht.  Alsdann 
i«t  aocb  ihre  Hichtnng  oder  ihr  Drehungswinkel  bestimmt^ 
Iii  M  felbst  eracbeiat  als  ein  Ausdfack  voa  der  Form  Oe*t 

So  ist  z«  B.  die  0  als  erstes  Glied  der  von  0  bis  90**  wach* 
MideQ  Winkel  entschieden  posiliv  und  demnach  auch  cosecO 
iii crates Glied  dieser  Winkelreihe  entschieden  positiv  =i  r=:ao. 
Ab  erstes  Glied  der  von  180^  bis  270*^  wachsenden  Winkel  ist 
^egen  ain  180^  =  0  negativ,  alsoi=:— 0  oder  sOe»«,  und  dem- 
wä  aocir  coaecl80^  ab  erstM  Glied  der  letateraa  Reib«  oega« 

♦ 

Wenn  man  in  der  Funktion  y=-x  —  3  die  Grundgrosae  in  den 
rwtten  Zahlen  Yon  0  bis  oo  variiren  läset,  ao  passirt  y  ftir  a;=3 
den  Werth  0,  Indem  einzelne  Glieder  dieaer  Reibe  -^3»  ^2* 
0>  \,  2,  3  aind«  Offenbar  ist  y  (lir  «s3  als  aegmliv  an- 
wÄn»  aobald  ea  als  Eodglied  der  negatWan  Abtbailiiiig 
faer  Reibe  oder  ab.  derjesige  Werth  eraebefait,  wekbeo  #«-8 
fir  wachsende  m  bei  x^Z  anoimiDt  Dagegen  ist  y  für 
ibfosftiT  anzQseben,  aobald  ee  ala  Anfangsglied  der  poaU 
tiveD  Abtheilung  jener  Reibe  oder  aU  derjenige  Werth  erscbeinty 
welchen  x~ o  iür  abnehmende  x  bei  .£—3  annimmt. 

Uesae  man  in  der  Fonktlon  <3  die  GrOaae  sc  deich  die 
Mge  ZdUeareihe 

6*f  31^^  u.  aL 
Nes,  80  wfirde  man  für  y  die  Reibe 

•-^B-s%^^,  -2-2V-I,  -i-V^:ri.  0,  ' 

a+2V^,3+3V^ 
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«rballMt    Die  di^s^mi  dem  NaUglie/de  Uegeudea  Gilleder  4$m99 

iMhe  wie  — 3-3\rri,  =3(— 1— V^)«»*^»*  habe«  M 

Drebuogswinkel  —45^,  die  jenselt  liegeadeii«  fiie  S-f-ilV^ — 1 

3c3(l  +  V"-^l)  — -id^'  <ien  DrehungHwinkei  +45^.  Jevmcbdem 
Htm  der  durck  Subütitutioi)  von  x^'^  enti^eheode  Werth  rfz^Q 
abi  Mmdwmüi  4ler  eirelereii  oder  aie  AelMgeweffth  der  ieUtetei 

Glieder  erecheint,  ist  aein  Ricbtuogskoeffizieut  — 1 — V  — i  s=  e  ^ 

oder  resp.  1  +  1=«*  .  KeineufalU  aber  ist  dieser  Koefü^ieat, 
wiü  iiei  der  vorher  betraehteteo  SubstUuüoii  reeAier  Werth«  VAi 
«  «Ii  poeitiv  oder  oegaitiT  aaaiieeheii* 

Welcher  Werth  dem  Kiclituiigskoeffizif^nten  einer  für  x  =  a 
sich  annullireTtdeii  l'tinktion  y—t\x)  gebührt,  läspt  sicfi  initnei 
leicht  eri^eunen,  »  eu»  tuan  ia  den  aUgemeineo  Auedracke  lüif  f 
die  nhsoittte  Quaetit&t  von  dem  eigeetliehea  Richtuagi« 
fcoeffiaicnl;«»  trenot  Die  Sabatitution  x3s«  wird  dann  Immm 
die  Qiiantltit  ?oey  ipnellire««  dem  Rieh  tun  gskeeffiileatM 
alm  ehien  heetiaHntm  Werth  verleihen.  Um  aber  den  nllga- 
meioen  Aoednicfc  für  y  zu  erhalten»  ronaa  man,  wenn  der  allge- 
meine Terminns  derjenigen  Reibe,  durch  welche  x  variiren  Söll, 
eine  komplexr  firüsse  von  der  Form  re9*^p-^i^i  i^t,  vor  dei 
Substitution  x^a  uiul  vor  der  Trennung  der  Quantität  von 
dem  Richtungskoelfizi  en  teil  der  Funktion  F{x)t  auch  dienieo 
allgemeinen  Termious  erat  in  die  t  uoktioa  F{ß)  eiotUbren,  aUe 
yss/Xre?^  setzen. 

In  dem  If't^tTorbergehenden  Beispiele  ist  ^:=j;  — 3.  Dei 
Termiana  der  Reihe«  durch  welche  sr  varüreo  aoil,  ist 

ars3+^l+V=l), 

der  allgemeine  Ausdruck  lÜr  y  also  ^=:z(l -f  V—- !)•  In  diesem 
Auadmefce  findet  die  Trennung  der  Qnantitit  %  vor  dem  Rieh- 

tnngskoefBzienten  l -f  V — 1  bereits  statt,  so  lange  i  poeitiTe 
Warthe  bat:  wurde  z  neuativ  =  — j,  &o  mösste  der  Ausdniek  in 

die  Form  (— 1  — V^— 1)  gestellt  werden.  Der  Substitution  :r  =  3, 
wefiQr  ^  =  0  wird,  entspricht  jetzt  die  Sabatitution  issOl  Dieselbe 
gibt  als  Eadwerth  der  Glieder  mit  negativem  %  den  Werth 



ysO(— l--V-*l)sas  « t  und  als  Anfangswerth  der  Gfieder  mll 
poaitivem  i  den  Wwth  ysO(l-f  V^)sOe«,  wie  vorhin. 
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98.  Der  Terminus  der  Rmhe  fflr  x  wird  »ich  immer  in  die 
Form  ar=m+«V  —  1  and  der  allgemeine  Ausdruck  der  Funlttiun 
jr«  BAchdem  dieser  Werth,  toh  x  dafing^tzt  iat,  io  die  ähnliche 

Fem  jfSsp-f^V^^  bringen  tamn.  Eine  Trennung  der  Qwd* 
tiOl       den  RiditaDgtkoefiiiieiileii  f&hrt  dann  die  form 

berbei.    Soll  nun  für  einen  spezieiien  Werth  fou.  x  die  Funktion 

jf=0  werden;  so  muss  deren  Quantität  p*-\-q*=0,  also  gleich- 
ieSt%ps=sO  ond  werden.    Hferclnrcb  stellt  sieh  der  tu  be- 

tßbmmoAt  RichtungskoefliMeiit  des  dem  üpeaMen  Weithe  von  Jt 
—tepfechenden  Werfhetf  won  y  in  die  Form 

Man  üieiit  hieraus,  befaul  Fe^itsteUung  des  wahren 

Werthes  dieses  lürbtimG^skoeflizicnten  auf  die  Besttmniung  vo« 
tirissen  von  der  Form  C  ankommt,  ivovon  weiter  usleB  in  Mr. 31. 
m  grüseerer  Allgemeinheit  die  Rede  eefai  vtird* 

fn  vielen  Fällen  entgeht  man  übrigens  der  Form  ,  wie  die 
Beispiele  in  der  vorstehenden  ^^ummer,  sowie  auch  das  nachtol* 
gende  Beie|iwl  lehrt. 

B»  «ei  .  .  »  : 

«ad  der  Terminus  der  Keibe  löror  babe  die  Form  :r  ^aQx-^öV^^. 

ffir  x  =  6— 5V  ^1  öder  fHr  z=:3  wird  y=rO.  Der  Rlchtimgs* 
heeOateat  Ulteee  Keflwerfliee  etf^hl  eich  ater  sie  «Ai  heeihnmtet 
WeHh,  wenD  maa  den  Termiinm  ven  s  in  die  f  nlMMi  jr  aefc^ 
nakhü  blerdaich 

wird.  Trcoat  man  hierin  die  Quantität  vom  Rkhtangslcoeffixienten» 
iO  kommt  '      '  ■  * 


Digitized  by 


148  SekäffUr:  Mtr  4m  W^tm  iCir  AM/MMm»  ImIü.  Mir 
Fffr  ss3  erhält  man  bieraiu 


im  gotnelitoo  RiehlmgriHMfiileDtaii  dantollt 

,  Ib  Nr.  32.  wird  gesei^  werdMi,  wie  «ich  Riclrlinigskoftt» 
ii«nt  6fai«s  «oktal  Naliwertbe«  gm  altgooMlD  Mbi  •iaftflh 
mit  gSmlldm  Vmieiiliiiig  der  Form  J  beiliniiiioii  liaot 

29.  Bei  der  gewShnUcben  Differenziation  dar  FsiiktiOB 
yz^fXx)  wirdf  gleichviol  ob  diese  FaiiktHMi  roeU  oder  kompks 
ist  docb  imiMr  etlUeeliweigend  die  VonuieeeiioDg  gonuiebl»  deae 
die  GnmdgrOsfe  «  in  der  Reihe  der  reellen  ZeUeo  Tetiiie^ 
Ein  allgemeinerte  Resnitat  tvlrd  genronnen,  wenn  men  enainuBt; 
daiM  X  in  einer  Reihe  komplexer  Zahlen,  welche  auch  keioee* 
wegs  den  Vektoren  einer  gern  den,  sondern  irgentl  einer  krum- 
men Iii  nie  SU  entsprechen  brauchen,  varitrey  so  also,  ila^»^  man 
se  —  rcH^  oder  auch  f  7/;  setst,  worin  gleichseitig  r  aod  ^ 
oder  m  und  n  variabel  werden« 

Allerdings  kann  niaii  dasselbe  Resultat  ai]<  h  dailuroh  erzielen, 
das»  man  diesen  allgemeineren  Werth  \on  worin  nnn  r  und  cp 
odcT  /;/  iiiiH  /I  Funktionen  einer  anderen  unabhängig  ver^mder* 
lichen  reellen  Grosse  z  werden,  in  die  Funiction  y^k\x)  sah- 
atltuirt  und  hierauf  die  Differenziation  in  Besiehung  zu  der  reellen 
GrandgrGsse  z  vornimmt.  Die  Operation  und  Ihr  Effekt  tiehilt 
jedoch  den  Charakter  der  UreprCInglichkeit  und  beesere  An» 
echanllchkelt,  wenn  man  Torläniig  s  ale  GrondgrOaee  atehea 
liest  vnd  unmltteliiar  die  Verftnderangen  von  mit  denen  rer* 
gleicht,  welche  den  Variationen  vouo;  entsprechen«  was  in  Folgen« 
dem  geselii^heu  öoli. 

Wenn  x  die  allgemeine  Form 


bat;  so  entspricht  diese  GrOsse  den  Vektoren  Oüf  einer  Kurve 
ÄiA  (Taf.  III.  Fig.  1.).  lür  welche  OA  die  positiv  reelle  Axe,  O 
der  Arilaiii^rspunkt  und  die  positive  Drehungsrichtung  von  rechte 
nach  links  angenomneo  ist  . 


worin 
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$m  dann  ebenfalls  die  Vektoren  OP  elaer  Kurve  PO  (Taf.  Iii. 
Tf^l)  dar,  ffir  welch«  OB^Am  poaitiT  reelle  Aie  angeoeMMB  iet 

Nach  dem  gewöhnlichen  Priniipc  der  Koordinatensysteme  in 
der  inalytiscben  Geometrie  nimmt  man  in  derselben  Ebene,  in 
«flklier  die  reelle Aze  der  x  Hegt,  rechtwinklig  auf  dieser  die 
firiN  Axe  OC  der  y  an  (Taf.  ilL  Fig.  1.)  und  trägt  von  dem  MmA- 
piiltt  M  der  Abszisee  jr.deo  entsprecheedeii  Werth  von 
AMieath  ^Paef»  wodoreh  ekch  die  Karre  PO  efgihl.  Gtea 
fdAi  KemhiulioD  deir  Keerdlnaien  s  mA  y  henhel  lediglich 
wiiiamt  Ken  feilt  «DS  eder  gemachten  Veraaeeetiong:  cle 
M  dir  dae  allgemeine  AhhSngigkeifaverhiltaiae  swiechen  den 
W«rtben  ron  x  ond  y  irrelevant,  nnd  wenn  x  und  y  komplexe 
Wertbe  annehmen  künnen,  sogar  unzweekmässig,  weil  diese 
Werthe  alsdann  gar  nicht  mehr  parallele  Richtiinj^en  hefialten. 
dif  Vorstellung  TOD  rechtwinkligen  Koordinaten  also  gänz- 
lich «afhert. 

Wie  man  die  Kurven  durch  Koordinaten  viel  n  atu  rgemässer 
einFacher  darstellen  knime,  ii»t  im  SituationskalUu  1  gezeigt 
Bier  begoOgen  wir  uns  mit  einer  getrennten  Auffassung  der 
Ufrthe  von  x  und  y,  und  wenn  dieselben  als  Koordinaten  Ein 
Qiid  desselben  Punktes  gedacht  werden  sollen,  bleiben  wir  bei 
im  ebeo  erwUhoten  gewOhnllcheo  Prinzipe  der  analytischen  Geo* 
■üile  stellen,  indem  wir  dann  nach  Taf.  III.  Fig.  1.  OA  als  posi* 
tif  ffcMeAie  der  x  und  OCaU  positiv  reelle  Aze  der  y  ansehen 
mk  die  peaitiven  Dnhongnn  für  fieiile  von  rechte  nach  linke 


30.  liVenn  X  In  der  Kurve  MN  verürt,  ee  erhäll  man 

dx^dr.€f^-\^U9^d(p^dm'^dnA^ 

Hierio  shid  r  und  tp  oder  m  nnd  n  Funktionen  irgend  einer  ande- 
ren Veränderlichen  2,  wes^haib  dr  und  d(p  oder  dm  und  dn  in 
eitern  «j^ewtssen  \  erhSltni»se  zu  einander  stehen,  welches  von  der 
^atiir  der  Kurve  abhängt,  und  hier  nicht  näher  betrachtet 
za  Verden  braucht.  In  allen  Fällen  stelit  das  vorstehende  DIferen* 
äii  d#  die  Liaie  MN  naeh  Grosse  und  Richtung  dar.  In 
4li.rena  dir.t(ßf^u9¥49  ewUnt  dieaee  Differenaiai.  ein  diq 
Samme  den  Thellee  MB  =  ilr.e^,  welcher  die  Gr  «nee  ihr  der 
Uaienvarinfien  den  Vektore  r  nnd  die  Bfciteng  ef<  tteene  Tek- 
«HB  ajfe«  hat,  miä  4m  fWton  JWaM<.tM^,  welcher  «• 
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Grosse  ral9  des  der  WinkeIrwialIeD  vonRadioi  r  ^  

dcnfiegens  ood  die  rechtwinklig  euf  den  Vektor  Oitf  steheod 
Richtung  l0f'  bei  In  der  Fem  im-\-^A  dagegen  etacMn 
jenes  Difiirensial  als  die  mme  der  T Kelle  SiN^^m  nai 
JUS^dn.ii  w^chc  rtsp,  die  (irussen  der  Läng^envariatloDtt 
der  rech^\\iHkli^e(i  K(>()r<linateD  m  und  n  und  die  tiicbtnnge) 
dieser  koordinateo  haben. 

Bezeichnet  min  F'ix)  den  Di  fferen?  1  a  Ik  o  cf fi  z  i  enteu  de 
FuDktioTi  t/:rr/'(^)  in  BezIehoHg  zu  der  Grösse  j:  nach  den 
vvöhnlichen  Bfi^riffen  der  DifferenKinlrechnun?,  ^io  ivenn  eim 
reelle  GriKsse  wäre,  »o  daaa  ako  auch  ame  Fimfctien  wm 

s  Ueihl»  se  ist  das  veilst&ndlge  Difiereftaial  ven  f. 

Das  fj^lUtftndige  Differenzial  von  y  vrird  also  aus.  den  geir8hi< 
liehen  DÜMrenilalkeeffialenten  JP(jr)  durch  Mnltiplikstion  mit  de« 
volletftndigen  Dlfferenslale  ven  a  eder  mit  der  Linie  JCA 
erhalteo. 

In  Taf.  HI.  Fig.  2.  stellt  das  vollständige  Differensfail  d| 
dar.  In  Tafl  Iii.  Flg.  1.  dagegen  ist  PQ,  wenn  man  dasselbe  nnl 
OA  als  positiv  reelle  Aze  hesiehen  will,  =:<2j;  4  uly. 

Der  gewöhnliche  Dlfferenslalkeeflialent         seilt  nach 'GM« 

r/ff 

gern  uaxner  Jas  VerhältDiss  ^  des  vollständigen  DiffereoaiaJa 

von  y  xüm  vollstSndlgen  Diierenzlal  Ton  a  dar.  Hierdurcii  kann 
natürlich  jetzt,  wo  es  sich  um  komplexe  Werthe  vom  x  und  ^ 

handelt,  nicht  mehr  die  ^oniometrische  Tangente  des  Neigonf^e- 
wink*  Is  it  iler  Linie  PQ  in  Taf.  III.  Fig.  1.  oder  der  ßeriihrunsrs- 
linie  der  Kurve  I^Q  am  Pünkfp  P  gegen  die  Axe  OA  dargestellt 
werden.   Vielmehr  hat  man  in  dieser  Figur«  wo 

ist, 

sinftsflfi-f4»    cesÄÄiÄn— ^  taiigir=— 


A 

TT 


31.  Es  bleiben  jetst  necb  die  AusdrOdie  von  der  Fem 

betrachten,  auf  ivelche  sich  mit  Hßlfe  der  Beziehung  ^  =  00  oder 

1  OD     '  * 

^3sO  bekanntlich  auch  die  Ausdrücke  tob  den  Formen 

CO,  oQ— -00,  Q^f  Qc^,  1®  zuriickiübrea  lassen.  \i 
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Wen»  Avflinnslc  ;  gast  Mirt  ctakt»  bfiei^iitt,«r  «Im 
n  jed«r  Beiltflrangt  also sdwol  nadi  Qoaiititftt»  wi«  oaeliAlch- 
toDg  watli«lirlidie  GrUaae. 

AU  Glied  einer  Reibe  voo  Werthen  einer  in  allgemeioer  Get 
ilalt  gegdbenea  Fanktion  bat  er  jedocb  eifien  bestlroniteii  Werth« 

F(x) 

Ut  oiailkb  ^  der  Spesialwerlb  des  Ausdrucke«         ^  ^ssAr 

sodass  ^a)=iO  uod  f(a)  =  0  und  demDach  wird;  eo 

«Mt  an«  ümIi  den  Re^elD        DiiBf«BaMr»eh«mi||,.  ireMi 
.  f(mi  die  «fslea  DiffmnsHilkoeiliaieBtaii  der  VnMkmm 
r(ßh  Ax)  beieifhiwin, all  beaeoderm  Weith der  Sehetitaiieiiiirs« 

Wörde  zufällig  auch  F'(fl)=0  und  f*{a)—Oy  so  moss  man  be- 
kaitntlieh  zu  den  zweiten  liiffereozialkoenizienteo  /^(x), 
flbergebeii«  ao  daas  dann 

Fj^y    fia)  f^ja) 

fifi)  -  f(fl)  -  riß) 

Wtfd  B.  6.  W. 

Bei  dleeer  Eatwkkluog  eetal  maa  gewOboHeb  jr  ala  varbbel 
buMrlielb  der  Reibe  der  reellen  Zablen  ¥oraoa«  Denkt  maa  «leb, 
jibit  abiv  allgemeiner»  dasa  s  dnrcb  irgend  eine  beliebige  atetige 
Beiba  keaiplezer  GrOaaea  fariire»  welebe  den  Vekterea  ifgend 
«laer  Ksnre  eotoprecben,  vnd  daaa  Ui  dieaer  Reibe  der  Speilal* 
«erlb  «  (ireleber  ebeaae  gnt  reell  wie  koaiplez  sein  kann) 
paselrt  werde,  sa  findet  man  gant  auf  demselben  Wege,  aaf  wel- 
chem geirohntich  das  ▼off^tebende  Resultat  ertielt  wird»  datii^  für 
den  SpexialHerth  x^a  iler  Üriicb 

sein  müsse,  iodeni  das  allgemeine  Differential  von  x,  gleicb- 
ftel  ob  dasselbe  reell  oder  komplex  ist,  aaa  Zibler  und  Neaaer 
laracbtvMet. 

Wl»  alao  aaeb  diefirftaae  m  dateb  4l«a  Spaalaiw«rtlf 
a  ^aaireattöge,  iaaier  bebilt  der  daaaua  eatalebenda- 
Aaadrack  %  Ein  n^d  denaeiben  bea^immten  Wertb: 


Digitized 


159  B€keffl9r:  Ikttr  dm  Warn  der  Fmikümten,  imktM.  über 


So  irt  k  a  im  Werth  top  -    ^    -  flbr  gasT,  wMerb 

2^  y 

der  Form  <|  etodkeiiit,  stels  s — | — ss6,  gleMvtol  ob  9  die 

Reihe  der  reellen  Zahlen  5»  6»  7«  8»  9  oder  irgend  eine  stetige 
RoQio  konphser  Zohlen»  wovos  ohra  5— V— 1,  6— jV— 1,  7» 

einige  Glieder  sein  mCgen«  durchläuft 

aS.  Nicbdon  moii  in  den  Stend  gesoM  ist»  de«  wÜHm 
Worth  olneo  Amdniefcso  toh  der  Form  {  so  booHnineBt  bm 
nsB  nteb  der  Alidotttttog  In  Nr.  !28.  sneh  stets  den  wshfsn  Mei^ 

tengskoeffii^ieateo  der  för  x~~a  gleich  iVuU  werdenden  Faektioo 
^-szfXx)  darstellen,  Diess  lässt  sich  jedoch  noch  oinfiMher  durch 
folgende  Betrachtung  bewirkes. 

Wird  nämlich  flfr  9t=u  die  Funktion  F(at)— F{a)=i^^,  so 
gebt  für  diesen  Werth  tliü  Kurv<\  deien  Vektoren  durch  if  darge- 
stellt werden,  durch  den  Nullpunkt  Alsdaüri  Ii  fit  aber  fSr 
den  nüchstm  Fortschritt  von  x  auf  x  djc  der  \\  erth  von  y 
mit  dem  Uifferensiale  zuBamraen,  nährend  für  den  nächsten 
Rflckscbritt  von  x  auf  x — dx  der  Werth  von  y  mit  dem  ent- 
gogeogosotsten  Werthe  des  DifferenslalSy  aliomit  — d§ 
snsannonftllt  Der  Rlebtnogskoellitlont  des  anmillirteii  WsitbiS 
YOD  3fsrJFXa)s:0  ist  also«  wenn  man  densolbon  als  Anfangs« 
glied  der  fortsehroitenden  Reihe  betrachtet,  gleieb  dem  von 
dy^P(x)dx,  und  wenn  man  denselben  als  Endglied  der  rück- 
wärts liegenden  Keiiie  betraciiiet,  gleich  dem  von  — 
=  —  i'{x)dx  für  x=^a. 

So  bat  man  Ar  das  Beispiel  in  Nr. S&»  wo 
ys«»-96-i-(3«  +  42)V^  nnd  «=:&-5V^ 

war, 

d^z=:(2x-^^\^^l)dx    und  dx=^2dz, 

also 

Für  «=6— ßV  — 1  oder  für  r=s3  wird  ^=0,  Da  aber  fiir  diesen 
Wortb  d^^Vja^lV^ydz  wird,  so  hst  joner  NnUwortb  donsol- 
Imni  RlebtvngsboofMenteo,  wie  dio  GrOsso  3(12— 7V—1)  oiler' 

wie  die  Grösse  12-— 7V— 1,  mithin  den  KicbtungskoefUsieotea 

vSSö""  VMÖ^"'*       «wb  Id  Nr.  S&  gofindea  ist 
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Wird«  (9r  xssu  tvch  ilysO,  so  »tele  mta  doo  UdMungs- 

koeffizienten  too  fXa)=0  ans  dem  des  zweiten  Diferenxials 
roB  jf,  alfio  aus  dem  voa  (T^  bestuumen,  u.  s.  f.  « 


Iii.  Stetigkeit. 

33.  Jede  Funktion  y  ^  F(x)  hat  die  Eigenschaf!,  allmäh- 
lieh  aidi  vertndernde,  d.  h.  nur  darcb  unendlich  kleine  Dif- 
ftteeien  unterschiedene  Wertbe  zu  liefern,  wenn  die  Grund- 
gi6»e  X  In  irgend  einer  reellen  oder  komplexen  Zahlenreihe 
allnihlich  Tariirt,  dergestnft  also,  dann  bei  der  Variation  von  x 
dirKndpoiikt  dee  Voktoro  y  eine  zosaromenh&ngende  Linie 
beschreibt  An«genoinmen  hierron  Ist  nnr  der  elnaige  Fall,  wo 
8k  einen  gewissen  Werth  ^rss«  die  Fonktioo  y  onendlleh  wird. 

Da  X  allgemein  eine  Funktion  einer  reellen  Variabelen  x  ist, 
>o  Köllen  wir  der  Einfachheit  wegen  auch  y  sogleich  a!«  Funktion 
on  :  betrachten,  inJeni  wir  annehmen,  i  variire  allmählich  io 
'•^r  lieihe  der  reellen  Zahlen.    Setzt  mau  y—p-j-gi,  so  sind  p 
«.tid  g  reelle  Funktionen  von  :.    Da  für  x  •\' dz  die  Funktion  y  in 
fi'dy  =  p-^dp-\-{g-k-dg)i  übergeht  und  ffy~  dp^dq.i  ist,  so 
«htMt  aan,  dass,  so  lange  p  und  q  reell  und  endlich  biet* 
laa«  Ittr  ein  onendltch  kleines  Inkrement  von  t  auch  das  Inkre» 
mtot  Ton  y  mendUch  klein  ist   Sondert  man  in  der  Funktion  y 
Um  QnastiUt  r  toq  den  Bicbtnngekoefiaieoten  ab,  ecbrelbt  also 
1  sKni4>M0»  «e  wird 

y\dy—{j  \ dr)  [m^dm-l-  (n^ dn) t], 
«eona  erbellot,  daaa,  ao  lange  p  und  q,  also  anch 

rtell  und  endlich  bleiben,  sowol  die  Quantität,  als  auch  die 

Richtung  von  y  nur  allmShIich  sich  ändern. 

Ananaluaen  können  lilemaeh  nur  in  solchen  raien  ge- 
werdeo,  wo  die  GrOeee  p  oder  q  komplex  oder  wo  ale 
aaeodlicb  wird.  Angenommen,  p  sei  nnr  bis  auf  Grinse  ssse 
reell  wd  werde  dann,  ohne  einen  nnendlich  grossen  Werth 
«BHBafameD,  komplex  =:p'-f|»%  worin  p',  p"  reelle  Fonktlonea 
tee  s  aiad»  wihrend  für  den  Grinawertb  x=c  die  Grftaae  p^pg 
yL  Dm  ofenbar  9^  der  a II mih liehen  Vorindemng  nnteiw 
«erfm  niod  and  fOr  s  =  e  die  Fonktloii  pspfsspi  ondp^sO 
oM,  «9  folgt,  daas,  wenn  s  den  Werth  e  fmealri  die  Grte«  p 
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doch  ininer  nur  mit  allmähUcber  Veränderung  ihrer  Quanti- 
tiit  ans  dem  reellen  in  den  komplexen  Zustand  übergehen  kann, 
Wan  ilir  bei  diesem  Ueberiraoge  erfolgeinh?  Veränderung  «i«r 
Richtung  der  Grösse  p  bctritit,  6o  wird  dieselbe  ebenfalls  in 
allenden  F&Ueo  eine  allmähliche  eeinv  wo  der  SpeziaUverth 
▼OD  p  Ar  ssse  nicht  gleich  null  wird.  Wftre  dieser  Werth  aber 
gleich  nnll,  ao  w0rde  |i  aelne  reelle  Richtung  plotslieh  In  die 
der  komplexen  GrUaae  dp'-i^p^.  i  angehUrlge  Riehtnng  fwwan- 
dein.  Eine  aelche  pldtillche  RlehtangeveriBderang  tarn,  p  Ml} 
jedocby  da  ele  mit  einer  voliatSndIgen  Annalllrnag  wop  p 
Terbunden  ist  (indem  nun  fiir  zz=zc  i^leichzeitig  p'=zO,  p*=0, 
also  p  =  Q  wird),  erst  dann  eine  plötzliche  Verinnieruog  der 
Richtung  der  Gesamni  1 1  u  n k  tion  y=zp-{-qi  zur  Folse,  wenn 
für  den  Griozwcrtb  z=c  gleichzeitig  auch  jr  gleich  null  wird. 

Immerhin  wird,  selbst  m  dem  letzteren  Falle,  wo  die  Grösse 
p  oder  die  Grösse  q  für  z  =  c  anfangen  komplex  /u  werden» 
gleichzeitig  aber  bei  dt  (^Os^en  durch  den  Nuliwerth  gehen, 
der  Zusammenhang  der  Werthe  der  Funktion  y  nicht  zerrisse 
sein,  da  fiir  p^O»  q=^0  die  ganze  Qaantität  von  y  null  wM 
ud  aladann  die  plötzliche  Eichtangaveriiidemg  jeoaa 
Znaanmenhang  nicht  at9ft 

Hiernach  bleibt  nor  noch  der  Fall  zu  betrachten,  wo  p  oder 
q,  also  die  Quantität  r  von  y  für  2  =  c  unendlich  cross  würcfa 
In  diesem  Falle,  iwo  der  Nenner  Ton  p  oder  q  den  Nullwfrfh 
passirt,  wird  im  Allgemeineo  auch  eine  piOtillcbe  Richtunga- 
▼erinderung  von  p  oder  also  auch  von  y  eintreten  und  der 
Zttaamnienhang  der  Werthe  von  y  vernichtet  sein*  Ancb 
wenn  keine  Rlchtangaverfindernog  eintritt ,  kann  man  den  Zusam- 
menhang ala  getrennt  betrachten,  sobald  y  fUr  z  s  c  einen  nn* 
endlich  groesen  Werth  annimmt. 

34.  Obgleich  nach  Vorstehendem  eine  allmähliche  Verla* 
demng  der  Funktion  jy  =:p<f9ts:r(ni-|-itt)  immer  besteht»  wenn 
noch  p  oder  q  komplex  werden,  so  nimmt  doch,  wenn  der 

letztere  Fall  eintritt,  sofort  sowol  der  Ausdruck  r  ftlr  die  Quan- 
tität, als  auch  der  Au»sdruck  m -f  wi  für  den  Richtungskoef- 
fizienten eine  andere  Foria  au;  die  Funktion  y  ändert  also  ihre 
Konstitution  oder  iiiren  Charakter,  inlL'mdic  Trennung  in  Quan- 
tität und  Richtungskoeftizienten  in  anderer  Weise  geschehen  mosa. 

Dieser  Umstand  hat  auch  znr  Folge,  dass  (vir  den  GrSnz- 

Werth  z^c,  für  welchen  er  eintritt,  die  sonst  zusanir)(  ii hän- 
gende Reihe  der  Werthe  des  Differ enzi als  dy  eine  I  <i  (  / 1  i ehe 
Unterbrechung  erleidet,  indem  jedentaiU  die  Richtung  vea^ 
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<ij|r  j>ich  abrupt  ändert,  der<;estält,  das«  die  durch  die  Endpunkte 
der  Vektoreil  2/  gebildete  Linie  ful*  2  =  c  eine  scharfe  Ecke  oder 

Die  wmhre  Bedingung  fär  die  f^^^sl^^i^  ^i"^  ("milrtioit 
MM       dartn  feetoül  «rerdev,  dtae  dtte  FMrtIto  s^ch»  |tfMl* 

liibe  Stt>rangen  in  ihrem  Charakter  oder  in  dem  durch  sie  reprä- 

<i6fitirte^i  Gesetze  nicht  erleide,  dass  abo  för  keinen  endlichen 
VV^Ui  i^c  die  Grü^se  oder  q  komplex  oder  unendlich 
«erde.  Von  einer  bulchen  Funktion  vvird  dann  auch  der  erste 
Differenzi al  k  () e f fi  zient  und  demgemäss  auch  der  zweite  und 
überhäuft  jeder  litibere  Difrer(*nzialkoeffizient  eine  ste- 
tige Funktion  darstellen.  Die  darcb  die  Endpunkte  der  Vek- 
toren y  gebiltlete,  im  Aligemeinen  krumnie  Linie  ^vi^d  mithin 
nicht  Mdss  eine  überall  zuftarn  inen  hau  gendc«  sondern  auch 
dae  solche  sein,  deren  Richtung  steh  nur  erlimiblici  iadeH« 
«ddM  also  Dirgeoda  eioen  Knick  entbUtt. 

Für  I )i(Ter"iirial  von  y  hat  man  nämlich  den  Aufdruck 

t^—  dp  f  (fq.i.  nieiht  nun  p  und  q  stets  r^ell,  so  niuss  offen- 
bar auch  dp  und  dq  ^tete»  reell,  das  Diflerenzial  dy  Sk\f*o  stetig 
Viri  l  bei  bleiben.    Denn  da  der  beuacbiiarte  Werth  vou  p  gleidl 

;>  ydp  ist,  so  nius^i,  wenn  p  und  p-^-dp  reeil  sein  eoUeo«  mmIi 
4f  teeM  nein»  was  auch  für  dq  giit 

WM  dagegen  von  z=sc  an  p  l^dmplex,  ao  rouaa.  da  dann  p 
ictil  fiad  p-k-dp  komplex  Ist,  dp  komplex  werden,  waa  er^ntaetV 

Mch  TOD  dq  glJt.  Wenn  nun  auch  die  Quantität  des  Differen- 
tials von  y,  «eiche  durcrh  \  dp^  -^dq^  (larnistellt  ist.  hei  ilcm 
IUinj»l*^x ^Verden  von"  dp  oder  f/<y,  als  unendlich  kleino  Cr  isse« 
welche  bei  i]reim;:^sacner  Verkleincnir?«;  von  dz  bis  ant  den  iNuli- 
*rerth  gebracht  werden  kann»  nur  allmählich  sich  ändert,  so 
vird  ia  Allgemeinen  für  diesen  Fall  doch  der  Hicbtnngakoef* 
fleleal  da«  Differepiinla        weicker  durch 

^Mgeatellt  ist.  einen  plutziicbeo  Sprung  machen^  waU  das 
¥i*rthitai  ^  ei  tkw  wird« 

95.  Zur  l^rtädtertiui^  der  beiden  vorstehenden  Nummern  mütjen 
f^heende  Beispiele  dienen,  in  ivf*lchen  die  Funkttoo  y  immer  in 
Are  t/uüDtität  nnd  ihren  i\ i(  lituugttkoeftiuentan  gatrenatj  also  in 
im  Fem  r<m-f  m>  gehraobt  bi. 

IIS 
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der  Giinie  ss3  ihren  Cberekter»  indeni  ven  de  «i  p  nd  f 
ImaginSr  werden  wllrdeo.   jeneeit  dieeer  Griese  lel  dieeelbe  to 


die  Fol»  y es  Vi=3  (^—^  +  ^  V^-l)    Mb«««-  I>i«  Q««»'- 

titit  von  y  schreitet  für  2  =  3  allmählich  dorch  den  Null- 
werth; der  R i  c  h  tun gs k  0  e  ff  i  z i  e  n t  wechselt  aber  plützlich, 
indem  sich  der  Drebungswinkel  uro  90  Grad  ändert  Der  Dife- 
rensiallcoeflizieDt 

wird  filr  s  s=  3  eeeodlich»  und  de  für  liOhere  Werthe  ?oft  s  die 

Meee  V7=s  inegieir  wird»  ee  ändert  eich  mil  scb3  plstilieb 
eeine  Fenn  in 

eise  eneb  eeine  Rieiitang.  Man  erkennt»  deee  dnreh  die  Eni- 
imnicle  der  Vekteren  Ide  iwn  Grinswertlie  s=3  die  nm  45  Gmd 
{^cgen  die  |iosiliT  reeUe  Ase  OÄ  geneigte  gerade  Linie  MO 
(Taf.  Iii.  Fig.  3.)  und  daes  dber  jenee  Grinswerth  ineaiie  dnreh 

*  die  Endpunkte  der  Vektoren  y' die  unter  dem  Winkel  von  135  Grad 

geneigte  gerade  Linie  OiV  dargestellt  wird,  dass  also  die  ge- 
gebene Funktion  ,  welche  für  1  =  3  ihren  Charakter  ändert,  den 
gebrucheneo  Linienzug  MON  in  der  durch  die  Pfeile  ange- 
deuteten, einen  fortwährenden  Zusamnienbang  bekundenden 
Fortschrittsrichtung  reprSsentirt.  Hierbei  ist  die  WurzeigrOsec 
stets  als  positiv  gedacht;  nimmt  man  sie  negativ,  so  kommen 
die  Verlängerungen  der  Linien  MO,  ON  zur  Erscheinung. 

b)  Die  Funktion  g^~=(^^^'^^r^  weeheell  ih 

1=3  ihre  Form  \u  ff  ^  ^ 

Grinsiverth  fs=3  wird  ihre  Quantität  unendlich,  während 
ihre  Richtung  nm  — W  Grad  eich  ändert  Der  Zasammen<*t 
hang  des  durch  die  Endpunkte  ren  ff  dergestellten  Linienzuges 
wird  also  fibr  ssS  zerrissen.  Während  nämiicb  in  Taf. III. Pig. 4. 
flir  wadieeode  %  die  Fnnktien  y  die  Gerede  OM  in  der  dntdr 
den  Pfeii  angedeuteten  Fertaehilttsriehtttng  darelelll»  ergibt  j«- 
eelt  der  Gränse  ss:3  die  Fnnktien  ff  iBr  ebenäülB  wnebeeede  si 
die  Gerade  NO  in  der  durch  de»  Pfeil  besekheetea  Richteng, 
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Ii  mkkm  «ie  mXt  dm  «rstoa  Zweige  ajf  fai  Maem  Zusämmefi- 
ctekt 

Die  Foiüstion  y==(2:fV^)(;jj5'+;^%^-^) 

sa3  ibran  Charaktor  and  oimnit  Ar  grössere  Werthe  eine 
itt»  wtiehe  sieb  durch  folgende  RecbDuog  ergibt: 

,^  =  (2  +  VI^  ir:^)     + ^  ^-i) 
=  VITT  +  V^ll ). 

MCmw  Osfcergange  erMdflt  iwar  die  Q«antitSt  nnd  aaeh 

*Blefct«Bg  mr  dse  »IhiikHelie  Verlnderang.  Der  Dlff«- 
itMtalko«rnB{««t,  welcher  f,\t\ch  dem  von  q  aus  dem  Bei- 

•pide  a)  ist,  wechselt  plötzlich  seine  Richtung,  weashalb  sich 
ftr;=3  ein  Knick  in  dem  fraglichen  Linienzuge  ergibt.  Die- 
i^.LioieQ£ug  ist  der  durch  Taf.Ill.  Fig.  3.  dargestellte»  weno 

rik  ite  flehtrfe  Bebe  hi  deo  dnrch  2       +  ^  ^^^0 
Mdiitcp  Punkt  traosportirt 


d)  Dte  Funktba  ^^r  (^^^  +  ^=  V^)  ludert 

i&ren  Charakter  von  dem  Werthe  z  =  3  an»  fiSr  welefaen  y=sr 
«W,  wibreod  sie  fttr  grOseere  Werthe  y  in  der  Form 

IM  reell  Ueibt  Für  den  Werth  s  =  4,  Ar  welchen  y's^sO 

i»ird,  tritt  abermals  ein  Wechsel  des  Charakters  ein,  indem  für 
^ukere  Werthe  y  rein  imaginär  wird  und  die  Fenn 


♦  y 


Der  Lhiiensitg,  dessen  Vektoren  die  Werthe  der  gegebenen 
Pvnktieei  darstellen,  let  der  Umlang  de«  Qnadranten  JONO  (TatUL 
Rii^)  fM  Radiner.  IndMy  ron  ts-^ob  bte  tesd  dem  Krela* 
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von  2  =  4  bin  z  =  aD  den  Radint  OJV  ergibt        '  *\  —.  i  ! 
e)   Pie  KewUhnlicbe  laleiebang  deii  KreiM»  ist 

H'ortD  nach  den  (^ewllhnnrlien  Priazipien  der  aimlytischeD  Geome- 
trie i  die  Atfscijiste  und  V  r^^o^*  die  rechtirinklige  Ordinate  b€- 
leiebDet   IlfenDt  im  darin  dte  Qoaiititlf  ▼oni  Rii^tungefcoeffi* 

/z  Vf*^  r-  \ 
«ienleD»  ae  Dinunt  dieee  Gleiabang  die  Form  ^ — -  S 

ati.  Voll  :  — -  r  an  aulw.Srts  utkI  vnfi  1  =  —  r  an  aUwärU  aiitiert 
die  Gleichung  ihren  Charakter  uad  maD  er|iält  dafür  den  reeUea 
Ausdruck  j'srx-i- V^i^  —  r*  Hieraus  folgt,  ^?r\ss  ?/  von  r  =  — r 
bb  jss-hr  dea  oberen  Halbkreia  ÜTAP  (Taf.Ill.  Fig.a),  dage- 
gaa  ff  voB  «s:r  Ua  x=:«  dfo  Radlaa  PO. and  mpi  a^i?«M»r  Hl 
ss?-*-Q»  die  unendliehe  Varläagfraag  JItQ  4<«  Badiqa  OJf  düN 
«tdlt.  Nbnmt  man  die  WnrzeigrOue  negativ,  ao  stellt  die  Fottkliea 
in  ähnlicher  Weise  den  unteren  Ilaihkreis  und.  die  Liaie  ilip 
und  PA  tiar. 

36.  Bei  der  gew3bp liehen  Bebandlang  dea  Mfnaaael- 
cbeaa  boaimt  mao,  wie  weiter  oben  schon  mehrfach  geseigt  aal» 

leicht  in  die  Läse,  eine  Funktion  als  identisch  mit  einer  linderen 
anzusehen,  von  ^vcl(;l)e^  ^ie  in  ih  r  fhat  sehr  Tersrhieden  inl,  in- 
dem man  die  Ungleichheit  der  ganzen  L' m  v\  iilzu  n  14 e n  j  welche 
i^em?!<;p  Grossen  in  heiden  Funktionen  machen  mHssen,  um  daa 
heabsicbtigte  Hesultat  xu  erzielen,  unhea  ltf^f  V.^'^M  und  demsa-' 
folge  nn vermerkt  einen  reelle n  Aaadruck  niU  eioeio  komplesaa 
venrechaelt. 

Bei  der  genauen  Berücksichtigung  aller  Umstände  nach  dem 
ersten  Abschnitte  dieaer  Abhandlung  irird  man  sich  immer  ver 
derartigen  Irrthnmorn  scbütaen  konnea.  Ein  fernerea  Beispiel  aar 
Erläaterong  dfirfte  indeaaeo  nicbt  uonilta  sein. 

Für  die  ge  v  fdiuüchen  Koordinaten  der  analytischen .  Geooie-* 

Irie  stellt  y  =  die    Gleichuni:    der    INeil'schen  Parabel 

dar.   Da  y  für  .r  und  — .r  denselben  Werth  <lar/,usteücn  scheint« 
so  nimmt   man  an,   die  beiden  kon^'f  tuMiien  Schenkel  OJf, 
(Tat.  Iii.  Fig.  7.)  seien  das  |iie.»iultat  derselben  eben  genannüia 
Funktion,  indem  man  darin  x  stetig  von  — od  dorcb  0  bis  -f-a» 
variiren  laaae. 

Bei  aUgcnieinerer  Auffa&^ung  und  wenn  man  alle  Grösae»  auf 
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cbsBg  dieser  Kurve  die  Gestalt 

ftop  «ad  m  nitoffto,  Niile  ScMiifcel  MQ,  OH  dvdk 

9 

dieie  Funktion  (largeatellt  sein  sollten,    V kowoI  für  positive, 

m$6i  negative     reeil  bleiben.  Die  hierio  liegende  T&veebuDg 

•  

man,   wenn  man  beachtet,   dass  in  der  Funktion  V j:*, 
^^eiin  >Ie  st^ts  dieselbe  bleiben  soll,  die  Grösse  ^  immer  nur  mit 
iers^lben  Zabl  von  TJmwälzaogen ,  also  entweder  mit  jjar  keiner, 
oder  mit  Einer,  oder  mit  zwei  Ümi^'älzungen ,       h  entweder  als 
x^,  oder  als  xe*^«,  oder  als  ac^^*  ii.  s.  w,  gedacht  werden  darf. 
Jpiebdeni  man  die  erste,  zweite,  dritte  Annahme  macht,  ist 
ha  aber  aiicb  — x  oder  are**  reep.  gleich  xe^^,  oder  gleich  ;r^'^', 
Ungleich  xe*^  ii«s.w.  m  eetsten«  Hierdareb  ergeben  eiefa  fol* 
lÜi' suammeiigiliSrige  Wertbe« 

Fär  iLeiae  UmvrSUong  von  j;: 

— «  y    dplel«<  Ä  i  +  ^  V^^l) ; 

K  eise  Umwibiing  foo  ar: 

flr  ivei  Umwilzongen  Ton  or: 

Die  Funktion,  welche  ftir  positive  x  den  Schenlcel  019  er« 
llelert  aieo  fir  negatire  a  fceineewegs  den  Sebenkel  OM^ 
ttkm  «ine  gans  «ndere  Karte«  Seren  Ordinate  y  niebt  mehr 
»tü,  ■endern  komplex  fat.  Die  Funktion  dagegen,  welche 
ikie^ atiTe  x  den  Schenkel  GM  ergiht,  stellt  f(ir  positive 
i  eiue  gauz  andere  Kurve  mit  kouiplexer  Ordinate  dar,  und  fiber> 

kUfl-keMi  Ml  V«*  für  oagativ*  x  nur  dm  ein  reeller  Werth 
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berfoigtlim»  weMi.vaii  «icli  «  «It  nit  1  W«r  4  «itr  7  4Mlii.JI  \ 
II»«,  w.  gaoxeD  UmirftlsttBgeD  bduilct  dttfci 

37.   Ohne  Berficksicbtigung  der  geometrischen  Bedeutung  der  ' 
iroagioSren  GrMen  und  der  R^elo  da«  eraten  AbscIinlttM  kan 
dM  Weieo  Moor  Pooktloo  gooi  anvarotSadllcb  mrdeo.  i 

£iu  Beispiel  hierzu  liefert  die  Funktion  jt*.   Für  negatifi 

IVerthe  von  x  nimmt  dieselbe  die  Form  y  =  (— x)~'  =  ^;37^, 

«D.  Lfisst  man  jetzt  x  stetig  von  0  bio  op  rarÜren,  oo  wflrdf  ' 
dioMoacbder  gewObolicheD  Aoffasaang  fttr  immer  nnr  dii|l  J 
einen  braocbbaren,  nimlicb  reelleo  Worth  liefern»  ooboMfr- 
einen  Broch  mit  onpaarem  Nenner  daroteUt«  Wäre  dagqf^  i 
dieser  Nenner  paar,  so  wflrde  y  einen  nnbraochhareo  >  ofifll^  i 
imaginären  Werth  annehmen.  Für  die  irrationalen  Weithö 
von  X  wflsste  man  aber  nicht,  ob  dieselben  als  Zahlen  niii  paa-  J 
rem  oder  mit  unpaarem  Nenner  anzusehen  sein,  ob  dieselben  ais^  ' 
einen  möglichen  oder  einen  unmöglichen  Werth  von  f 
lieferten.  ' 

Die  durcb  die  V  ektoreii  y  dargestellte  positiv  reelle  Axe  odOP  ^ 
die  nach  gewübnlicben  Prinzipien  mitteUt  rechtwinkliger  KootiU- 

nateo  dureh  die  Gleichnng  y  =  ,  ^     dargestellte  Korve  wirft  ^ 

hiernach  nicht  wie  ein  zusammenbättgender,  aondero  wie  «i  ^ 
punktirter  Lioienzog  erscheinen. 

Ganz  anders  und  verstSndlicher  gestaltet  sich  das  Wesen  dar  i 
gegebenen  Funktion  bei  allgemeinerer  Auffassung  der  aigebcAi-  | 
sehen  Grössen.  | 

Denn  setzt  man  —x^xt^^t  so  ergibt  sich 

y =(-.^)-«  »  i        = [eeo{— JF») + ein  V^^^I).  • 

Hiernach  stellt  ganz  einfach  einen  Vektor  dar,  dessen  Väsoi^ 
^  nnd  dessen  Drehnngswinl^el  —  xit  ist  Die  Bndponkle  abr 

diooer  Vektoren  blldeo  eine  Kurve  MJ^i  (TaC  lU.  Fig.  8.)»  filr  welche 
man  gleichseitig  d?ssO,  |fsoee^=3-|- od  und  «=od,  ysQr**' 
hat»  also  eine  Korve,  an  deren  elnor  SoUo  die  Axo  OA  hgf^ 
ptete  bt  nnd  deroo  andoio  Seite  aieh  in  nnendüehen  Windimiim 
om  den  Nnlipnnkt  schlingt. 

aS.  Maoehe  Krkeiion*  weloho  imb  fiBr  die  Stoligkeil  efaMr 
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Wenn  z.  ß.  gMAgt  wird,  die  Funktion  ^=F(ar)  bleibe 
in  der  Stelle  x=|  kontiauirlich  oder  erleide  daselbst 
eine  Onterbrechuiig  der  «Stetigkeit,  jeiiachd«iii  die  i>ifr 
fftiens 

Bitl  umi  <  glelcbtettig  r^racbwIndQ  odef  «iekt»  4ir^ 
IHtül,  d«Mi  Air  ffeirSfciillelie  rMbfwbikKg«  KoordtoalOB  di«  6lei* 
cbof  y«F(x)  für  dP  =  t=OA  (Tftt  III.  Fig.  9.)  iw€l  tmehliK 
Um  Wertil«  JSi?  and  RP  liefere,  von  welchen  der  eine  RN  dae 

Endglied  der  rfiekwärtc^liegenden ,  den  Abscissen  £ — t  enteprecben- 
dcii  Reihe,  der  andere  RP  dagegen  das  Anfangsglied  der  ror- 

wlrtjjliesciitleD,  den  Absci^sen  entsprechenden  lieifie  so 

erkeiiut  man  nach  dem  Frühcrcii  leicht,  da&a  bei  dieticr  Definition 
fwiscfaen  Zusa  mmeü  hang  und  wahrer  Stetigkeit  nicht  un> 
tertchieden  ist,  indem  hiernach  auch  ein  eckiger  Zug,  wenn  er 
ftur  nicht  zerrii»sen  w8re,  al^^  ein  stetiger  erscheinen  könnte, 
femer  dass  zerrissene  Zöge  wie  die  in  Taf.  III.  Fig.  1^.  iingir- 
ten  -VA  und  PQ  «lurrli  ein  und  Hicsellje  Fnnktinn  hfi  stetiger 
Variatioo  von  a:  überhaupt  gar  nicht  dargesteUt  werden  köD> 
BM,  daM  auch  eine  Funktion  für  gewisse  Werthe  von  je  nicht 
eine  grSaaere  Anaabi  von  Wertben  liefern  kann,  ala  f&r 


IW  Wertb  F({-f  4  bann  von  dem  Werlfae  F(|— r)  flir  ver> 
schwindende  d  nnd  #  nnr  in  dorn  einzigen  Falle  verschieden  sein, 

wo  beide  nneodlich  gross  werden,  und  diess  ist  der  einzige  Fall, 
iu  welchem  nach  No.  ^3.  <ler  Z  n  s  a  ni  ni  e  n  h  an  g  der  Werthe  der 
Fonl^tioo  y  aufgehoben  wird.  In  jedem  anderen  Falle  sind  beide 
Werthe  gleich.  Wären  sie  gleich  null,  so  konnten  zwar  ihre 
titcbtungen  verschieden  sein;  da  aber  ihre  Quantitfit  gleich  null 
ist,  so  liefert  diess  doch  noch  keine  Trennung.  Ueber  eigent- 
liche Stetigkeit  i^agt  also  die  Gleichheit  der  «edachten  beiden 
Werthe  gar  oichta  aus,  diese  Gleichheit  besteht  vielmehr  auch 
bei  niobt  nletigen  Funktionen,  b.  B.  bei  der  Funktion  V" l~-# 
a»«ml,  w  dieoeibo  fanminlr  wird  nnd  efam nebaiie Ecfco  mlgi^ 
wognt«»  ftl+<)«Vl-a+d)«V=I  nnd  ftt-D 

=  V 1  —  (1  —  *)  =  V*  fiir  d=:0  und  t  =  0  beide  eiiiafider  gleich 
werde«. 

Em  vemlibt  aieb  von  aelbat,  daoo  man  dnicb  beaen» 
^•10  F«nt*«ts«ngM  Ma  einer  ainllgen  Rette  von  Otflaaen 
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jtpiiw  Wei*e  mi-dOT  augeiimiUNtiu»  fliWäuitieg.iwlMlii 
«InilPittA;  iüePdari*  faiiNi  isav  Mbstfleb  die  6te%teli  «ber 
Fenlition  beschrf niten ,  ohne  jedoch  die  in  ihrem  walires  Ween 
Ijo^^Bile  najürUcbe  Stetigkeit  im  oiiudeäteu  z>u  ändern. 

'  *9o  kiuio  ttfiii'^cb  %.  6/Teniehmen>  nar  die  reellea  WM« 
cfin(fr  f  eoktliNi  ialii  Aoge  sa  liesen«  wie  ee  die  gevreiiiiiidMi 
Lebrbdeber  der  anel3rti8cheD  Geomefrie  tbun.  Dorcb  eine  eoMk^ 

aaf  WillkClr  beruhende  AusscbliessuDg  der  imaginären  Wertle 
kann  eine  Funktion  von  einem  gewissen  Werthe  ihrer  Gruaii- 
grosse  an  pl(itzlicb  aufhören,  Werthe  aa  iiefera,  wie  s. B. 
die  FonktioQ  +  V J*— jr*  von  sssr  an. 

Wenn  man  vrill,  kann  man  die  so  abgehrochene  Reihe  der 
Werthe  einer  Funktion  mit  einer  anderen  Reihe  von  Wcrthen  iß 
Verbindung  setzen,  welche  <iiese  Funktion  liefert,  wenn  miiu  ihre 
Vieldeutigkeit  berück^icbtigt»  aiao  die  Reihe  der  Werthe  von 
.■f.yr»~jr«  fiir         r  bla  aez  +  r  mit  der  Reihe  der  Weiltt« 

m  -^V^f*— Air  «c=«|-r  hie  a»as«^r,  dareh  weielMe  Vaifth> 

ren  sogar  ein  Linienzug,  nämlich  der  obere  Halbkreis,  mit  aitiev 

anderen  Linlenzus^e,  dem  unteren  lialiikreit^,  in  eiue  aU* 
t ige  Verbindung  geiiracbt  werden  kaiio. 

Darch  eine  derartige  Aasscbliesaattg  der  imaginären  Wadle 
kann'aach  ein  Linieaaug  wie  der  In  No*  37.  in  eine  diakeatl- 

nuirlicbe  Reihe  von  Punkten  verwandelt  werden. 

Nach  weiter  wird  die  kfinatiicbe  BeachrSnkaiig  in  d«r 
Variation  der  Punktienen  darch  diejenigen  Untensucfaangen,  fi- 
Wiehen«  welche  den  gewöhnlichen  Gegenstaiä  der  nnbeatiaiB* 
ten  Analytik  oder  der  Theorie  der  Zahlen  aaaroachen,  ib- 

dem  man  hier  nicht  bloss  die  imaginären,  sondern  von  den  reellBO 
auch  noch  die  irrationalen  oder  die  gebrochenen  Werthe 
oiKS8chiies5t  und  sein  Augenmerk  tediglich  auf  die  ratiaoaUB 
^(ifr  gar  nur, auf  (iie  ganaien  Werthe. richtet. 

Solche  öntersnchnifgen  sind  efhnirar  anlteelg  titid  au  ga* 

wifijsen  Zwecken  sogar  sehr  nützlich;  man  darf  aber  darObiir 
nicht  die  allgemeine  Natur  der  Funktionen  vergessen  und  eine 
willküHifhe  Bedingung,  wodurch  diese  Aligeroelnhett  beschränkt 
wird,  unvermerkt  als  ein  im  W^^eaen  4er  Funkttoaen  Ii«- 

fjandea  (Gieaetii  betfachten*  .  . 


•      4  1*  • 

UM 
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4%imgiiie  Theorie       Krummang  der  Flächen  für 
jMes  beliebige  rechtwinklige  CkmdiMlieinywlQak  ' 

Vim 

'  dem  Herausgeber.  * 


T 

'  Ii  einer  frifberea  Abbandlung  habe  Ich  die  Tbeorle  der  KrOm* 
4ee  aligemetnen  dreiaxigen  Ellipsoide  nach  einer' besooileren 
MiiMeMMebril,  «md  ^in^di  bvneHM,  dadbidli»  flewObo- 
ftUi  DarateHvfif  der  allgeiiieiiie»  TbewHe  der  KHhaimmf  *4m 

Flieheu  überhaupt  nicht  sehr  geeignet  sei.  um  von  derselben  mit 
Leichtigkeit  Armendungen  auf  besondere  Arten  der  FIScheii  zu 
macheu,  neil  dabei  nietstcns  eine  grosser«  Anzahl  von  Transfor- 
mationen  Hnr  Koordinaten  in  Anspruch  Lreiiommen  vrerdc,  wenn 
2Qch  io  dieser  BeziebaQ^  nanientlicli  in  dem  bekannten  Werke 
«•B  Moigno  allerdings   schon  einiges  Verdienstliche  geleistet 
worden  sei.    Ich  werde  daher  nach  einer  ganz  ähnlichen  Methode  \ 
«ie  die»  dorck  iv«iBhe>  ieb  |n  der  reibe?  eiwAhntfn  frOberen  Ab* 
hadhnig»  wie  ich  glatibe»  an  manchen  aebr  beraerkenawerthen 
Mlateei  W  «btieff  dci  al^aiileliieD  drdnlgMi  Blllpioldd  ge- 
i«iigt  Ihr;  liv  de»*vOTilageiid«i  AbiNMidhnig  die  Tbee«ie  dev*KKMI« 
Mg  der  FIftcben  ganz  im  Allgemeinen  In  einer  aelelien  Weise 
frtwickeln ,  dass  die  aus  dieser  Entvvickeluiig  s\ch  ergebenden 
fflrriielii  ohne  Irgend  \vel<  hf  Traiksforination  der  Coordinaten  eine 
uftwittelbare  Anwendung  auf  alle  besonderen  Arten  der  FIfichen 
jcrtatton.    Die  Cewirmiing  solcher  eanz  allgemeinen  Formeln  ist 
Hauptziel^  welches  diese  Abhandlung  zu  erreichen  suchte  ao 
^h  oich^'ali«  in  .t|hifelhep  Mf  die  Entwickelung  mancher 
slMiaga  aebr  intereaaanteD »  aber  roeiatenv  aeben  b4knplea 
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Utionen  zvriscben  den  KfünuBungsbalbnoMera  Teraehiedefier  tbt- 
aar  Schnitte  il«r  Flidm  wHilirlklMr  oidit  ahilMmi  wwdi. 


Inden  wir  irnnper  bloM  radbtwinUig«  Coerdinatm  la  Grand» 
legen  nnd  die  ▼erinderiiehen  eder  lanfenden  Ceerdinnlen  dwch 
X,  F,  Z  iieieiebnen,  ed 

In  Allgemeinen  die  Gleichung  der  gegebenen  krunmien  Fläche. 

Eb  bellehiger»  eher  bestlnnter  Pnhkt  dieeer  kranunen  Flidit 
^         99  im  feite  nnch  -  - 

Irt ;  wenn  aber  fix,  f ,  i}.in  Allgenelnen  nie  eine  Pnnetion  drelir 
▼erlnderlicher  Grttesen  betrachtot  wird,  ao  aoU  in  Folgenden 

gesetzt  «rerden.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Differeotial- 
quotienten  von  u  bind  partielle  Differentialquotienten. 

Die  Gleichung  der  Berährangsebene  der  krummen  Flicbe  In 
dem  Pnnkte  («ys)  lat  naeb  den  aligeneinett  Lehren  der  anaisfti« 
noben  fleaneUie: 

£(;r_.)+g(>'-,)+|(z-.)=a 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (aryx)  geleg- 
ten Ebene  sei 

Dann  sind  die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Curvc,  in  wd» 
cber  die  Flache  von  dieser  Ebene  geachnifrten  wird,  io  dem  Punkte 
(Sgl)  dieaer  Curve; 

il(JC-«)  +  Ä(F-y)+  C(Z-2)  =  0, 

Aus  diesen  beiden  Gleichangen  folgt«  wenn  G  einen  gewia* 
aen  Factor  beiaicbnet: 
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für  jedes  äeäeäige  retlUrnnkUge  CöordtlmatemifHem.  ]§6 


^a«    g,9m'^^Bu      du      du  Bh 

""^"^äi 

db  Oliiih«m^ii  d«r  in  Rede  «tebtedeii  Betibteidw,  weM  wir 
ItMcb  he»etke»  woUee»  daee  wir  dieCwf«,  in  waiiher  die  imnk 
dte  lüeiebaiiff 

cbarakterUirte  Fiäcbe  von  der  dar^  die  Gleichung 

chenkterUirten  Ebene  geschnitteo  wiid»  im  Felgendee  der  Miree 
W9gm  flberiMspt  den  Sdinitt  neneeii  werden. 

let  nnn 

die  Gleicbang  der  Norrnalebene  des  SchoitU  in  dem  Pnnlite  (^xys), 
M  ist  nacli  den  Lehren  der  analytiecben  Geometrie: 

»5«  jdm  jjsi  Ts;    du  • 

^K-^  ^S^^E 

midi  irigüek 

dto  Gleicbimg  der  NemaMbmin  den  Sckaittn  in  dem  Pnnkto  (jsyi ) 
dnneelkett* 

Aieo  »iod 

if  (x-«)-f  B(r-f) + c(z-t) =0, 

dkl  GleidiOAgen  der  rsormaie  den  ^chnitU  in  dem  Pttokte  («sys)* 


Digitized  by  Google 


Am  dl60eii  Mden'4|^lHit|^^fpl|^t,  ^mb  &  wieder  «la 

gewissen  Factor  bezeicübhef:  : 

oder: 


80  dass  also 


  A  —  ^ 

Z— X 


die  Gleichungen  der  Normale  des  äcbuitis  io  dem  Punkte  (J7| 
desselb^ 


t  ür  cmeo  sweiteo  Punkt  {»iii/iii)  des  Scbuitta,  wo  also 

und 

sin4  die  iiieicbungen  der  Nonuaie  des  Schnitts  eliea  eei 
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SetMo  wir  aku»  der  Urse  wepa 

* 

M  sSad  dto  Gl«ieliaiigeii  der  beiden  NormeleD  dee  Schnitte  In  den 
(j^z)  nod  (nVi^)« 


 IT — —  r;  w — 

Ave  dieeen  Gleieliiinfeen  efkillmen»  wenn  X,      Z  die  Ceec^ 
dee  DvcbecfanlCtopunkle  der  beiden  Normalen  lieielcbnen: 

3t  -  JP  _  Y  -  ^  _  Z  ^  »  _  F,  (o:,  -  x)  ^  17,  (y  I  ~  y)  < 
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«der,  wie  nu  Bich  einer  MdleB  Timefenuiliee  4ee  Bradie  laf 
4m  leAlep  Seilt  eegleld|.  fledet: 

Y-^'   z-^  >^-^^-f+(>^'->^Mr,-t;)|g 

«1—«""  «k— « 
Nash  dMi  Ti^lM^adMa  LaitnlM  bt 

« 

0iK  dtt  du 

wo  Fi  eine  Grosse  bezeichoet,  dte  in  I^ozult  auf  die  Gri'msen 
jTi — ar,  yi-^y,      —  i  von  der  7.\v<>iten  ()rdmin<^  ist.    Weil  aber 

«1— «sO  iet».  ea  haben  wir  die  lieideo  folgendea  tiieickaegeB: 

+  ^<fk  -f )+s  fei— R. 


eee  deneo  eieh  leicht: 


c— 

CR 

fl  — * 

-/f  ^-  ■ 

_8i»  du 

Weil  R  io  Beeng  enf     — yi  —  Jf»  H  — «  ^ 
iwellen  Ordnnng  iet,  ee  nSbem 

BR  CK 


sieb  offenb^u  der  ISull,  wenn  r,  — :r  «ich  der  INull  nähert;  also 
ist,  immer  unter  der  Voraussetzung,  das«  x^—x  sich  der  Noll 
nähert: 
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für  jedeg  MieMge  rechlwinkiige  Coordtmiettspetem,  16d 
Fcnei  tft  oacb  dem  Obigen: 

-(^+fi.+c.)(|;-|). 

M4en  Taylor^eehen  Lebreatse  iat  Dan 


äff 

'dl 

^  iM  GrSeeeo  ft'»  R''»  R"*  io  Bezng  aof  jr^— dr«  sg'^t 
*ü  4er  sweiten  Ordnimg  sind.  Weil  dod 

hti  bu 


gl ""  az  a*x   a*w  yi  — y  ^  3  »— r  r*^ 

J^^^r  öiaar  a^a»  — ;r  &*  '  «1  —  j:  "^ari  —  x 
^>  «d  die  Grössen 

Pv'  n'" 

t  — — — ,  

Xg  —  X  «Pf  —  4?  Xi  '^X 

TkeQ  XXVm.  19 
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170  ß rumer t:  AU§§m§iiu  Theorie  Uer  ärümmuHjf  äer  J-Mcäem 

sich  dor  Null  nähern,  wenn  a^i — x  »ich  der  Nuli  nähert,  so  I 
immer  unter  der  VoraoMetxong,  das«  asi — «r  sich  der  Mull  nlhe 

du 

Lim  —         =      +  G  Q  Lim  — *•  +  5-5-  Lim  » 


dii]  du 
also  nach  dem  Obigen: 

Sy5i Sil  __^aif* 
diCi    Bu  ^Bu  Bu 

ä^^ai_  e^tf    a^«  ^  a.r  ^  82 
*i-;r-"a2ax+a^*  «a«  ^Bu 
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Ifiennch  erkalten  wir  Hau  nadl  gebSiig«?  SolMtltvtiiNlwMttli* 

Ittcbter  Rechouog,  wenn  der  Kürze  wegen 

I 


C%        hu  ^CK 


«od 


Lim  J  "'—f  Lim  ~  rs— ^ — 5  ^  '  * 

W«il  mm  aber  bekinoflidi  der  Mittelpiiokt  de«  Krllnimoii||i* 
de«  SdrattU  io  den  Pevkte  (jcjfz)  desselben  die  Griete 
iit»  weiclier  der  DerehecbfÜtipwelct  der  beiden  den  Panicteo  (drjfi) 
eüi  C'i^i^i)  entspreebenden  Normalen  des  Scbnitts  sieb  nllbert» 
venn  der  Pnnkt  (^lyiSi)  den  Pankte  (xyz)  immer  nibnf'  und- 
•Aber  rAcktt  niee  »1--«  ei^  der  Nall  nibert,  und  unter  dieser 
VoraaMeUaog  oltnbar 
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Lim  ( t7i  -  f/) .  Lim  =  0 

•  ♦  • 

Uli;      Ist  w«geD  dtr  wßm  d«m  Obigen  bektantoii  WwmfA 

_  F-P^=|+(F,-F)-(0't-t7)g^ 

wenn  von  jetzt  an  X,  T,  Z  die  Coorclinateo  des  Mitteipunkts  doa 
KnimmaogBkreises  lieaaichoen»  offenbar 

also  nach  dem  Torhergebenden: 

■^T"  "*"F  ""HIT  "^Cii^  +  Ä^+^Tii^e' 

Wenn  B  den  KrQmmangsbalbmesser  bezeichnet,  so  ist 
Ä*=5(X-x)2  +  (Y        +  (Z  -I)«, 

also : 

NoQ  iat  abnr*  wi«  man  mitfelat  ietehter  Reebnnng  findet, 
also 

QDd  foiglich 

4m  Zeidm  m  genonman,  daw  B  paalti?  wird. 
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[wr  JeäeM  AelUk^e  rechtwinklige  CoortUuaiemgiiem.  17^ 


Wir  woHee  nrnn  die  NormtfUchoitte  betrachte». 
WtaiLdie  durch  die  CUeichong 

dmlMiirle  Ebene  einen  Nermaledinitl  i»ee(ininenf  alee  «nf 
dmeh  die  Gleiehnng 

£  (A-x)  + 1(  r-y) +^  (Z- ,)  =  0 

c&iraktert8irten  BeruhrungsebcTie  der  krummen  Fläche  senkrecht 
»tcben  Süll,  so  mufts  nach  den  allgemeinen  Principien  der  aoaiy- 
tieometrie 

•M.  Ooibalb  iat  nacl»  I.  in  dIeMm  Fall« 


z«, =  g  
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nnd 




01 


1* 


Nehmen  wir  nun  an,  da«9  der  M<»rinalacliiiltt  doreh  die  durch 
die  Gleicbongf.n 


CO«  fl  cos       ~  COS  Q 


  ^  2 

*Jl     ♦     T  II 


charakterisirte  gerade  Linie  bestimmt  werde ,  so  tat 

i4  €00  -f  ^co8  <o -f  Ccoa   = 0 
,«od  aalfirlkb  wie  vorlier  ausserdem: 

Also  Itann  man  offenbar  setaeo: 

ßscoso^- —  coa0^» 
C=5COsö^--cosa>j^; 

woraus  sich 

ergiebt/  Nbhaiaii  wir  no^  ab^an,  dass  die  durch  die  GleicbiiiigM 


cosir     coaei  eosS 

.      '  . 

cbaTafc^sIrte  gerade  Linie  in  der  Berfibrangsebene  Hege,  eo  ist 


also  naeh  dem  Obigen: 
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und 


fitr  Jtäei  äeiUlUge  recAmHUMge  CoorälmUentgtltm.  175 

■ 

Ä  — ar   4  * 

T  — 3f  —  g  , 

.  £!©"<S'^@r  ■ 


i(£)'H=;)"+©T 


^2 


Nur  ist  aber,  wie  man  mii  Uuck^icht  auf  die  Gleicbuiig 
leicht  üiidet: 


an 


^■£-4"=-.»"i(ir+(|)%(£)-t. 

alse  nach  I.«  vvfrm  4er  Kürze  wegen 

Äs=  coa  6»      +  cos         +  CO.  0^^^^ 

^  iicüööcü*  w^g^^  f  Jco«i6>cos4)^^  -f  2coeQeos&g^ 
l^eaetzt  wird: 

unü  talgiicb  : 

Bu  Bu  Bu 

X-,.-|.  Y-,=-|.  Z-.=.-| 
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vod 


Wir  wollen  jetzt  zwei  Normalscbnitte  betrachten,  die  anf  ein* 
ander  senkrecht  stehen,  iiiilem  wir  annehmen,  dasö  diese  bei- 
den Noimalschnitte  durch  die  Gleichangen 

X—x  T-^y  Z~z  ^  X-x  F-v  Z—z 
 7r  =  -=  =  und  -jr  =          =  =- 

€0S<^       CMm      CO«C»  €OS6^      CMMK»!  C08tt| 

bestimmt  sind.  DaoD  haben  wir  die  GieichuDgen: 


Ö<i  OK        ^  - 


COS  4^ -f  CO«  «1* -|>  eoB  «5|* = 1 ; 

und  ausnerdom  die  Gleicboog 

coe^coo^i  -f  co«»cooc»i4- cosQco6c5|=0. 
Aloo  ist,  wonn  Gi  oinon  gewissoa  Factor  beioicboeC; 

^cosö  -g^eoott^. 


cos 


Cd^  —  U|  CO«  CO           ^  COö  ö J  > 


wo 


1       /aii  A* 

+  (gcooö-Jcoosiy 

.  /du      ^      du  \^ 
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m 


I  de»  Obiges: 


Weil 


8»  .  d«  ^ 
 • 


ist«  00  ütt: 


,  wie  HM  »oglriiifc  tbewWrt,  wmm  mm  da  Qaainto  «nt 


Digitized  by  Google 


178  €ruM4rt:  4digiMwlne  TäMf^  4er  krümaamg  der  Fidcke» 

-(£)■> 

woran»  «leb  mimittelbar  die  folg«ii4eiii  «ehr  bemetktiitwwtlieo 
BelatioiieD  ergebtn: 

Ferner  üodet  oiaii,  wenu  iiiaa  die  oacliHtehetiden  Froducte 
durch  geunhoUcbe  MulttplicatHMi  entwickelt,  und  in  denAelbeo 
nach  der  Reihe 

du     _       /du      ^  ,Bu  \ 
ö,coe»x=--(^3^cee«+^coe»j, 

du      ^        /du         .  du  \ 
coe  ö  =  ^      cee  «» +    c  oe  ö  j , 

dtf  /du     ^  ^  du 

•etsty  ohne  alle  Schwierigkeit: 


^«o«  B  -  g  CM  .)  g  e««  -  gcp.  o) 

/an    ^  a»  a«  \ 

VK  ^•-S    **Aäi  V 

1 

/a«  du      J\  fou      ^    du  \ 

/^aitV.  /aifV.  /^V>    -    Ä  ^"  ^" 
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Ahm  Ist  ueb  dem  Obigeii: 

■Ml 

/aMV, /9«v.    -r    .  3»  8» 

(ä)*='(S)'+{D'H'^)''<--- *■>• 
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und 

Setieii  wir  i^nn 

Ä,  =  cos  +  cos  0)4*^-f-COS 

•f  2  CM  4  m  «,  1^  +  2  cos  «I  CO«  öl       +  2  CO«  c5i  CM  , 

so  ist  nach  den  vorhergehenden  Formeln»  wie  aaf  der  Steile  er- 
bellet : 


I 


81D        +  »m  »^K-s  +  «in«*— 


Ij  -2cos6cos«,5^-2cos«coea)p^ 


^2CO0Ö 0090  i 


/duy       /ai»\«  ^  fiu\ 

^hu  du    a*tt      ^jai£  du  dhs     ^du  du  d*u 
ttnd  weil  HOB  bekanDilich 

_       n  .a*if      _  a*« 

^j^^^^  ^jjj^  ^^^^ 

ist,  80  erhält  man  auf  der  «Steile  die  fönende  eel^  hemerkeo«- 
werthe  Gleichung: 


V 


Digitized  by  Google 


/dmy  Sßm  fduy  ^  /duy  ^ 
""Vary  *S?~Va^/  *öy*^\^/ 

^8«  8«   ffli        3ii  du   dht        Bu  Bu  dht 

^     ^      Bht    c*M  P*« 

A«s         GMdlaii|t  arlwHet,  daM,  die  Samm«  A  «iae 
ife  GfStM  bt,  md  dw»  A|  us  A  imniar  laldit  gdbodm 


Zur  B«0tiiBinun?  von  X,,  Y| ,  Zy  utkI  ,  ho  die  Bedentang 
dt«aer  Swibole  ohoe  Frlnntornrii;  sogleich  von  selbst 

wird,  bat  man  nach  IL  die  folgenden  Formelo: 

du  9u  Bu 


IV. 


ffiaruek  wollen  wir  mis  mb  mit  der  BiwtiMHin  der  Ner- 
aaMudtlt  der  gtOmten  und  ItlvineteB  Rrfiinmiiifr  beediÜligeD. 

Kwlscbeo  den  WioMo  6,      B  bibee  wir  bekannUMi  die 
GleMNtDgeiiT 
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OOA  ^  f  ^  CO«  a -1- C#S  U  «=:  U* 
*  COS^-f  C(MiC9*-f  C08fS*«t  1;  , 

aus  deMB  dareh  Differentiation  erhalten  irird: 


.  A     «  8coeco         .dco8(j  A 

Amt  dieee»  Gleicbongen  ergiel^t  sieb  sogleich: 

^Bu  ^Bl^ 

8c..«    ^^^Ü^zü*  ai 

-W'— las  ^• 

Yfmm  MB  aber  den  Awdrnek 
«KAicirtiM.  M  aryH  «m: 

■ 

-1l(elnÄeee|P-cee^^)  g^^^ 
.  _^      dcoecS.  _8co«ö. 

+«(«»«-5»-+«-«»-?r>5s 

— 2(eniÖcoiß  ~  co»  6        )  ^jj» 

riee  naeh  gehöriger  Subatitation  mittelst  des  Voi 
wie  akh  deich  letehte  Rechooog  «ogMeh  e^gMti 
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fiir  jeä€S  MeM^  r 


^dm       *  dm 

an  - 

— I  CM  Ö  (CO«  15      —  CIM  •  JJ  )  +  C«*  d  (CO»  «  —  CO»  d       j  gg^ 

(8tt  a*tt    au  a*u\ 

hu  fc^u         fhi  a«M  a«  a««\ 
+  «I»  ö  c  0»  •  1 5  ^^5^ ^ j  -     •  iE  ^  5  •  %(a/ 

a«  /a»i4  a«M\  /aw  c^m  a«  a«ii\ 


nnti  weil  nun  die  geaieinscbaflUche  Bedingung  de»  MftZimvM 
•der  AlsMOiBni»  ¥<k)  A  oder  H  bekanntlich 

ist        tebw  «vir  Mr  Bestimmung  der  Winkel  9»      ü  für  den 

wekbeni  ein  Bfaximuin  oder  MiDimom  de»  Kritai» 


4 
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du  r«     •        du  ^ 

/du  9u   ißu\      ^  \ 

/du   d^u     du  d*u\ 
/du    a*i4     du    dht\  ^ 

aM/a%         /au  a««    au  a»ü\ 

^.cu/B^u  a*M\   /au       a?«  a««\ 
••^  ^  a^  Vä?  -     -  U  •  ^ax  ^  ai '  did^J » 0  a 

CO«  ö*+  cas  m*  +  coß  ö*  es  1. 

Wenn  die  WiDkel  $i,  »i,  0|  ekietn  auf  dem  daroh  die  Wfai- 
keM,  o>,  S  bMtiaifiiten  Homimbcbnitte  ««nkrecht  stebeiiden  Nor- 
inabchnlttB  «DtepredieD,  so  Ut  nach  III.  das  Prodoct  der  Grtose 


« 

1  cos  CO  cos  c5 


=0. 


in  die  Gritose 


(a«  a%   a«  a*i<  \ 
a«tf    a«  a%\ 


/oü  a^tt    a«  a%\ 

* 

/du.  dht     Bu  dßm\ 

+  V&-p"2~^äJai>;^**^®« 
o«/a%  a%<\  /du  a«M    a«  a«M\ 

wie  eegleieb  eriiellet; 


* 
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^ii-i«f)![e)V(^)V(S)>^-©-( 

♦&^-5-«)i[(B)'+©'*(iy]— -s/t 

du/dhi  /du    d*u     du  c^u\. 

aM/3%1    8%<\    /du  9^    Bm  <f>%  \  ^ 


■ad  setzt  man  nun  hierin  etatt 

ftin^*  ein»*,  sinS* 

4a  Awdricke 

1 — cos  6*9  1— ce«6* 

mmI  beruclcfiiclitti^t,  dass  dano  nacli  dem  Vorhergeiienden  daa 

A?^Tecüt  aller  Glieder.  Helt-ho  die  Wiolcel  6,  n,  enthalten, 

ofeobar  verschn  indet,  so  t«ird  obij^e  Gümse : 


TWttXXYni.  18 
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186  Gruntrt:  äil§€wume  rMnirie  4er  Künmnvnff  der  mchen 
/Sil  BHi  gHi  \ 

/du   dhi      du    c^u\[  i/a«V     ^^^V  /^V/ 


(a«  dht    du  Bhi\/Buy 

(du  a^   du  a%\/au\* 
a«  ^iya^  a^  a^a^y  v^y 

^  ^  ^\         ^\  /üü 

"  8i •  ay *  az ) VS^'^ayV  +  Uir*'"^/  ^  V«»*  ^-«»V  ( 

?M  vu_  /?u_  au  a«M  \ 
a« '  V.a« '  a>ar "  1^ '  Ipiy 

at*  a«  /a«  a*?*    a«  a*«  \ 
^  a^  *  ai  \a^  aora^  a? '  a^a^y 

^  8tt  8»  /a»  ö%   a«  a*tt  \ 

und  vetschwindet  folglich  offenbar.  I>aher  Ut 

/a»  a%i  au  a»»  \ 

Ca«  c-fi  \ 

/^au  a^M  ^au  _a«j^{\ 

\Jbx '  a^ax     ay  *  diJdx) 


CO« 


Digitized  by 


«an  gaiis  anMbniiclM  AH»  «He  in  der  IHlfceieo  Abhend* 

lang  (Nr.  I.)  fiberdas  dreiaxige  Ellipsoid,  gcbliesst,  das«  die  Normal- 
schnitte,  denen  die  ^ruasten  oder  kleinsten  Krümmungshalbmesser 
entsprechen,  jüiierzeit  oder  bei  allen  Flächen  auf  einander  senk- 
recht »tehen.  > 

Es  iet  nun  noch  nutbig,  den  zf^eitea  DiSerantialquoti^nten 
W9m  52  so  entwickeln,  mit  Rfickaicht  darauf»  daaa  der  erat«  Diffe 
iCBlMlqootieBl  dieaer  Grdaae  verachwiDdet 


Zaeral  findet  man  mittelat  der  oben  angegebenen  DIflerentlal- 
«juatSeoten  von  coa»  nnd  eeaQ,  mit  Rfiekaleht  anf  die  Gleicbnng 

■ 

_  CW  Cm  ^  Vw  ^ 

coaög^  f  000  0^  <f  eoaS^s^O, 


leicht  die  folgenden  eleganten  Aoadrdekes 


3--co.«£)=a.oöeoai^^-^^^^  . 


co8ü^-eoa»5^ 

coa«^-eoa«>3^ 
»(•-•£--eoaö^sineco.5— ^— 3^2^^  Sii"  ' 

cosöjj — COS»^ 

antwiekeK  man  nnn  den  DlfferentiaJi|aotieolen  dea  oben  ge- 
Anadrncba 


^dtf  du 

2fiin6  ctf 


eo  erhält  man  nach  gehuriger  SnbatitnÜoa  ala  AnadMcb  4let«» 
Oifmntiab|notienteo  daa  Prodnet  von 

la* 
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.  d«  dtt 


io  die  folgende  Gritaee: 
{ca.©g--coe«j;)*5^ 


+Ä(ceeö  ^  -coemg;-)  (coeö  3-  -coeog^ 


8*1/       .a*ii .  -^a%< 


(Sm\»    /öiiX'    /P^A*  J  ^  _  CPU  V 

+(s)  +(s;  ij+s— «•"- äai+''"-""iS5i 


Neu  Ut  nach  dem  Obigen 

-|.2eoe«eoe«g^^ +2cos»co»o^+«coeQCO«r 
nid»  wie  man  leicht  findet: 


Digitized  by  Google 


/Br  Jedes  MieAi^e  re€ktmtmlM§€  co^d^müm^Hem. 

©v 


du 

•  il  /     -  ^" 

Bu  ?n 

-coiic^      (cos  O 

•  n  ?« 

ilto  itl  obige  Grtee: 

_  CM  elf 


DÜermitiirt  mau  jetst  die  Gritece 


.du  Bu 
28iü$  ''SS 


wä  RicUditdaimor,  diMder  erst«  Differentiaiquotient  von  Sl  ver- 
ichwiadet,  und  eetst  des  erhaltenen  DifferentiaNjuotieuten ,  wie 
•i  irforderBcii  Ist,  der  vorher  eutwickeUeu  Grü^e  gleich,  so  er- 
ibkt  aieb  die  Gleichung 

um  der  man  ferner  sogleich  den  folgeudeu,  jedenfalls  Mhr  be- 
Berkefiewertben  Ausdruck : 

1^ 
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(C0$  W  ^  —  COS  Wg)* 

ableitet;  und  da  nun,  tne  ana  aHem  VorhergeheDden  auf  « 
Stelle  gans  imiwetdeotig  er]|pdlet,  natOrlich  paa  eben  ee 

(eeeüi^-coeÄ,gj)« 


iüt.  ao  iet  Idiir,  daaa 


iiUDicr  entgegengesetzte  Vorzeichen  habeo,  also  die  eioe  der  h 
den  Grössem  Sl  und  Sl^  aeets  ein  Maumum,  die  andere  eialii 
room  iat.  Was  aicli  liieiana  \n  Beeng  auf  die  Krümitiiingaha 
meaeer  B  and  iSi|^aefalieeeen  iXaet»  will  ieb  nieht  weiter  erlintf 
da  dlea  bekannt  genng  iet. 


V. 

Die  drei  Gleicbnngen,  welche  wir  in  IV,  swiacbeo  den  Cc 
Dassen  der  Winkel  $,  n,  S  gefunden  haben«  müssen  wir  nun  a 
Uieen.  Diese  Gleichongen  beben  im  Allgemeinen  die  Ferm: 

Otelebuagen  dieser  Axt  Icunnen  aber  immer  anf  folgende  . 
aufgelöst  weiden. 

Man  bringe  die  beiden  ersten  Gleichungen  auf  die  folget 
Form: 

aa:  +  6y  +    —  0 , 

dann  «argiabt  aicb  ana  dcanflbca»  wem      eiaen  i^ewiaasn  Fee 

bezeichnet: 
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oder  : 


3f as     { c(at*  +  f/jy)  —  a(cii  ^fix)\, 
ssC^siiK^jf  ^  eis) 

(l — 6A  öl)* = — *  -  I. 

(1  —  cdi  G^jf  =      \  (cui  —  aj\)x — aC|Z } , 

Hat  mmti  oon  swisdieo  swei  GrSssen  9,  lo  im  Allfpeineloea 
^0  dr«i  Gteidmiigeii: 

mm  folgt  aus  detiselben  immer  die  Gleicbuigs 

«(a/V-*i'^V)  +  t^i«6'-6,'a')  +  «,(a'6i'-Ä'V)=0. 

W«odet         die*  wif  dl«  drei  vorherg^bendeD  Gieiabsagmi 

«wiscben  den  cwei  Gruaaen  ^  und  ~  ao,  so  erhSit  man  oach 

^iBpfiBbniiig  iiier  nOtliigeD  Reductionen  -lar  Bestinmaog  der 
dllOTir  G%  die  folgende  Gietelmiig  des  tweitan  Grades: 


1 — aei 

-6/i 
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weiche  mau  aacb  anter  der  folgeiideo  Form  darstellen  kaoo: 


-Vi 


+ 

Hat  man  aber  anf  diese  Weise      gefoDdeo»  so  kaoo  maa 

die  Quotienten  ^  und  ^  miilclät  der  drei  obigen,  zwischen  deu- 

•C*  Sf 

selben  Statt  fiadeoden  GletelniQgeD  anf  rerscbiedene  Arteo  aas- 
drOckooj  etwa  mittelst  der  swel  mteo  dieser  drei  tiklchiinges 
anf  folgende  Art: 

«c6iCi€ra  +  (6c4— cei)(l— <jd|€rt) 

«  ac^^Cj  Cr^ + (6cj  —  ce^)  (1  —  crf^  6^2)  * 

und  diese  Quotienten  fübren  dann  mittelst  der  Gleichung 

leicht  zu  der  Hestimniiiiig  der  Grüs^ten  jc,  y,  z  tüelhat^  wa«  nicbt 
weiter  erläutert  zu  werden  braucht 

Für  so  bemerkenswertb  leb  aacb  diese  AoflOsuni^smetbode  an 

sich  halte,  so  würde  dieselbe  doch,  wenn  man  sie  auf  die  drei, 
zwischen  den  Cosinussen  der  Wiiikel  6,  io,  (ö  ^tait  limlenden 
Gleicliungeri  anwenden  wollte,  /,u  sehr  complicirten  und  nicht  sehr 
syninietrischeu  Ausdrücken  lühren,  was  eine  andere  Auflusaog 
wünsehenswerth  macht,  die  wir  in  den  folgenden  Mnmmeni  geben 
wollen. 


VI. 

Dieser  Auflösung  muss  zuerst  die  folgende  ailgemeioa  algo^ 
braische  ßetracbtnng  vorausgescbickt  werden. 

51au  habe  zwischen  den  Grössen  x  und  ^  die  drei  foigeodeC 
CSleicbaoges : 
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a  •\'bx  -\-cy  =0, 

fli  +  ^i^  +  Ciy  =  0, 

o%  +  b^x  +  c^y =0. 

Denkt  man  sieb  dann,  was  offenbar  muglich  ii»t,  die  zwei  Grüssen 
V  so  bestimmt,  dass 

iaX,  »o  ist  wegen  der  drei  vorausgesetzten  Gleicbungen: 

Biultiplicirt  man  diese  drei  Gleicbungen  nach  der  Reihe  mit 

6i  c, — Ci  6j ,   bxc — c^übi  u  -f  Äjtj) ,   (6|  ti + 62ü)Ci  —  c6| ; 

j«o  erhält  man  durch  fernere  Addition  der  drei  Gleichungen,  weil 
identisch 

{biU-^bxv)(biCt  —  Cib2) 
+  6i{6.c— c,(6iti  +  62t7)}  }  =0 
+6a{(6itt  +  64r)  c,  — c^i) 

and 

cibiC^  —  cM 

+  Ca{(6iM  +  V)  Ci— cftj} 
int,  die  Gleichung 

+  ot  I  (Äju +62»)  Ci  —  cbi  I 

welche  man  nach  einigen  Reductionen  sogleich  auf  die  For 

(a,  6, — OjÄj )  (ci  u  +  Ct»  —  c) = 0 
bringt,  woraus  sich  im  Allgemeinen 
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.  I 
«  •  « 


ergiebt  Wioon  mmo  also  drei  Gleicfanngeii  m  der  Fotm 
hat«  «o  ist  immer  ivgieidi: 

wmm  eich  oft  idl  firoeMm  VeTlkell  anweaden  Utaet,  wie  aaeb  % 
folgendea  Rechnan^e^  Im  vorllegeodeii  Falle  zeigen  werdeo. 


Man  fShre  drei  Hfilfsgrossen  (>,  S  eiu,  welche  durch  i 
Gleichuugen 

■ 

llsllcoe^»  yssAcea»,  SssAcosS 

bestimmt  sind;  daon  ist 

*  V         -  ^ 

eoa6=jj»  co8»=^>  co8Ci^=^; 

und  folglich,  weil 

+  2co«6ooa  OB       +  2eoa«»coeü      +  2coe  55co«  e 

ist: 

Macb  II.  ist  aber 

«»=*V(g)V(S)"0"- 


[i^igitizeci  by 


«Ii«  ntk  d«ai  VoAtfgcheBde»! 
Wdl  bckmoDtlicli 


mlp  mo  ist 


3»  8ii  _3tt 

cos  6     4- cos       -f  cos      n  0 


nnd  ausserdem  ist  nach  dem  Obigeo: 

Bletm  aialit  man,  dasa  swiscben  den  GrtaM  Jl,  9 
GkUkwmum  Waftalieo,  wd  das«  alao  Imvar  nur  #ia6  darae|bai^ 
als  «nabbtogig  vaiiabal  betraebtet  werdea  kana,  woao  mk  ia 
PaIgMideB  die  GrOaae  M  wlblaa  woUen. 

Ana  der  dakboof 
folgt  darcb  Differentiatioa  nach  Jl: 

«od  da  nun  für  das  Maximum  oder  Minimum  des  hLrümmuugs- 
kalbme^ser» 

fluiaa»  so  ist 

«  +  P^  +  S^=0  odar  «»+»a»  +  3cd=4l. 
Aus  der  Glakbuug 
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t 

ergiebt  sich  ferner  durch  Diüereuüatioo  nach  derselben  uuabl 
gigen  verioderlkhen  Grueee: 


weil  fittr  dM  Maximum  oder  Minimom  des  KrfimmuBgel 


iat: 


=0. 


oder,  wann  Man  nach  den  Dileranttolea  der  veritodwIidMii  C 
MB  ordMt; 
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wofu  noch  «die  aus  dem    Obigen    schon    bekannte  Gleichung 
ici  4- po^-f  5051=0«  und  die  uomittelbar  au^^  der  Gleichung 

Sil 

sich  ergebende  Gleichung 
koiDTnt. 

Wendet  man  jetzt  auf  die  drei  vorhergehenden*  swinchen  den 
Differentialen  dl^,  dy,  dS  Statt  findenden  Gleichungen  den  in  VL  . 
iiainencnen  3ntB  nn»  so  erhSit  man  die  drei  folgenden  Gleidiongen: 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
^9$S  and  beräckeicbtigt  die  beiden  Gleichungen 

K)  erliiUt  Diao  die  Gleii^bung: 

3^u      8*11  a*ii 

*Me»  mit  der  ans  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

„9*11  d*tt  S*u 
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▼erglieb«D»  inf  der  Slilk  sn  der  GMchmis  17»  A  flibrt, 
bdb  wir  ▼00  j«til  an  Im  Folgendeo  fttr  V  immtr  i2  «cb 

DIm  ▼ofmgafelBf*  Icmni  miD  die  drei  obigen  Gloidi 
•wisehoo  ü  «od  F  auf  folgende  Art  achreibeo: 


eiid  ntmmt  man  biaria  oocb  die  Glolebimg 
so  bat  aaa  die  ?ior  folgendeo  Gleiebongfii; 


aaa  denen  sieb  die  drei  GrüaaeD 

1     P  S 

vollständig  eliminiren  lassen,  was  kq  einer  ^  bloss  nocb  SL  al 

bekannte  Grösse  eutbukeud«[i  GUucbuiig  fübrt. 

Fflbrt  man  diese  Elimination  nach  der  von  mir  im  Ar 
Tbl.  XXIll.  S. 286.  gelehrten  Metbode,  namentlich  nach  der 

S.  287.  gegebenen  merkwürdigefi,  ^^anc  allgemeinen  Formel 
so  erhalt  man  mit  der  i;r;i.sstei)  Leichtigkeit  iiacb  einigen 
einiK  lirri  Keduciiyiien  zur  Be.stimniunc;  von  i2  die  folgendes 
Ihiber  bekannte  Gleicbung  des  swelteo  tsrades: 
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-  ©•t©-«)(s-«)-(©'i 

9«)  8Hi   a%t     Ä  ftfiu  \\ 

•dir  BMh  gehöriger  Entwickehmg  «od  «iier  leicbton  Tnuiafor- 
iMtioii: 

'  ^ati  du  8»M    ^ött  d«        ,,ai»  du  a*u 

^       dx  dif  dadif      "dy  dz'dtfdz       oz   da:  didx 
\bjc/    '  vj'^  di^     \bydzj  I 

+  Vfiy  ja*«  a^*^va4%y  i 

'  djf  yßifdz  *  asa^:    dxdy  '^J 

r«   duf^u      d^u      d^u  8'//\ 
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MO  CruMBTt:  AOgmitiiM  TUmrit  tfcr  ITiftiMiii^i  der 
oiid  TOlMi.  wir  imn  4«  Küwub  wgea 

fij  *     *  öarcjy    •  c^'  dz'  dydz       ez  '  hx  dzdx  ' 


8«  fti/^  ^  «%»\ 

3«  aM/a«tt  a«M    c««  c%\ 


au  du/ dhi    B^u  8^u 


und  bezeichnen  flie  zwei  Werthe ,  v^tikhe  Sl  haben  kann, 
früher  durch  fl  und  Sl^  ,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  di 
beiden  Grossen  die  Gleichungen: 

dofch  deren  AoflOrang  man  leicht»  mit  BeiieiiuDg  der  oberen 
enteren  Zeichen  auf  einander,  erhSit: 


M|  =  s   1 
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nittoivt  «relcbcfr  Fonnelii  SluttA  Slg  gaiis  im  AUfccneiocn  Qr  jede 
beliebige  FlScfce  be»tiniiiit  «iod  and  berecbnet  werden  ktlnnen. 

^'eil  oaeb  dem  Obigen  bekMntlich 

£(^-.)+g(F-,)+g(2-x)  =  0 

die  Gleidiirog  der  Berfihrangeebene  der  brummen  Plicbe  in  dem 
Punkte  (x^)  ist,  so  ist,  wenn  P  das  Ton  dem  Anfange  der  Cenr- 
dinaten  auf  die  ßerObrangsebene  geOÜlte  Perpendikei  beneieboet, 
BAcb  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  betmantlicb: 


/du       du  c^iiV 

W  +w  ^  • 

wae  eich  auch  in  die  obigen  Formeln  eiollibren  lieana. 

Keprä5eiitirt  Sl  nuo  wieder  die  f)ciden  so  eben  durch  Sl 
ond  Sil  bezeic  hneten  Werth©  dieser  (irdsse,  ko  lassen  sich,  oacb- 
4am  man  Sl  gefoodeD,  dorcb  Auflösung  der  drei  Gleicbungen 

7c,  '^'u  V 


die  drei  Groaaeu 


t    »  5 


Tb«U  XXVIII.  14 
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ö%i  8%i 


^JT^J^ 


otier 


villi: 

du             ^  _  ' 

l  Oy  dz '  dzda  &räy  \Ö2*        /  | 

au  j  a*«  a«ti  b^u  /a^     \  1 


a«  I  a*tt  a*ii    a*»  /a*« 


1(0- «)©-«)-(»)•! 
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/fir  jtde*  teüeöffff  rechiwinkUge  t09r(UiuUCRsy$um.  S03 

.  a« .  ü*tf   a%        /d^u      \  j 

*E!(S-«)©-)-(©"t' 


"F~7?'  T^IT'  F-y 


.  jiF    ^  irr    ^  -^'F 


W«il  batnantlM 


hI,  M  ist»  wie  naii  6o<;Ieicb  ttbmielit: 


F«  i¥»  


fiadi  dorn  Obigen  iets 

I 


^    ilf  F  •         F         _    JT'  F- 

foleltch  offenbar  mit  Üexiehung  der  oberea  und  nnteren  Voriei- 
Utea  aal  einander:- 
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Zwr  Bestiminunsr  der  Coordinaten  X,  Y,  Z  des  Mittelpuoktti 

des  KriioiDiuDgskreitieä  bat  maa  endlich  nach  II.  die  Fonnelii: 

6ta  du 


V  ^i^      -  d* 


Z~2=~ 


SO  dass  also  jetzt  io  ganz  allgemeinen,  für  jedes  rechtwinklige 
Coordinatensystem  geltenden,  völlig  entwickelten  Formeln  Mes 
bMtfanmt  ist,  was  irgend  zu  bestimmen  verlangt  werden  kann. 

Mit  der  Eotwickelung  {gewisser  merkii  ördiger  Relationen .  die 
man  durch  die  bekannte  Specialisirung  des  Coordinatensy^tems, 
dass  man  nämlich  den  Punkt  {xyz)  selbst  als  Anfang  der  Coordi- 
naten ,  und  die  Berührungsebene  der  Fläche  in  demselben  als 
Ebene  der  xy  annimmt,  sehr  leicht  erhält,  besrhaftifje  ich  mich 
hier  nicht,  weil  ich  dabei  nur  alliremein  Bekanntes  wiedi^rholen 
mfisste.  Mein  Zweck  ist  vollkommen  erreicht,  wenn  es  mir  ^e- 
luDE^en  ist,  zu  ganz  allgemeinen,  vollständii;  entwickelten  Formeln 
zu  gelangen,  die,  ohne  irgend  welche  Translormationen  der  Coor- 
dinaten  in  Ansprach  zu  nehmen,  eine  ganz  unmittelbare  Anwen*, 
dnng  anf  alle  besonderen  Arten  der  Flächen  gestatten. 


«  4 
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IX. 

UntersDchung  über  die  Theile  der  Wurzcla  einer 
Gleichiiiig  des  »tea  Grades,  nebst  deren  Anwendong 

auf  die  Auflösung  der  Gieictiuog  des  vierten  Grades« 

▼ob 

Herrn  £b  MoMskru^ger, 
MMr  im  IMmMlik  ra  4m  KaBtoMwclwIo  m  Aaraa. 


1.  Ist  aUgMeb 

dM  Glelebuog  das  «tes  Grade«,  und  siod  V|,  f>%,  v^,  ,...9m 
üt  Waraeln  dieaer  GlaiclMng,  ao  kann  dieselbe  bekanntHdi  als 
da  Prodekt  voo  der  Fans 

belracbtet  werden«  aod  es  ist  iiir  ein  geradea  it: 
io<l  (ur  em  ungerades  u: 

Si Q  (a|.«.*t%)»  fla~  d(^'"-e») »      —  —  (ai«*oai)f 

0.  Setian  wir  jetaC  io  der  Gleichnng  1)  Nr.L  nss%B  md 
boeichneD  mit      fi^  f^)>«**f^  die  Weraeln  dar  Gleidiang 


Ot«  — Ci(a4....a*),l 

I  ^ 
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SchafTen  wir  auf  gewohnÜLhe  Weise  das  zweite  lilitd  aus  dieser 
Gi<  II  liuiig  iort,  90  wird  bekanntlich  die  traoAioruiirte  Gleichung 
folgende: 

+  lü....  (if«  -  2)  •  *^   + 1.2..-(2«  -  3)  • 

-+    1.4  — I  •+^(,^ 


) 


worin 


dtftjttilgttt  FoiiktkiueD  hoKoichntn,  wefche  man  erhalt»  weDft  inai«  io 

die  (2m— 2)te,  (2/»~3)te  u.  s.  w.  Ableitung  von /(x)  die  Grusae  "JJ^ 
9Mi  9  suhititoirt 

Sind  nun  fi^,  fit»****f*«M  die  Wurzeiu  der  ('[cichnng  2), 
60  finden  zwischen  diesen  ood  den  Wurseln  der  Gleichung  1)  bo- 
kaDDtiich  folgende  Beiiobangon  otati: 


sind  endKch         23« ....  xa«  die  Wurseln  der  Glekhuog 

2««-l:s:0«  4} 

flo  dem  eleo,  wodd  <ä  V  — 1  geeetet  «vird: 


(2m— 2)jj  .  ^  .  (2m— 2)» 
2i4i..i  =  Goe  — gj —  +  isin — —  t 

(2m— 2)  TT     .  .  (2m— 2)« 
<^    sscos — g^  ifiin — jjj — \ 
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4o  werden  wir  beweweo,  dass  dre  Warzela  der  Gleicbufig  ^ 
«Olef  Mclii|^eli«Qd«  Ftmen  gebraobt  werden  ktoaeA; 
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Di«  Aaer4fmiif  4er  »  iel  leidit  wm  erkeaeee.  Em  moee  iita- 

U  iii  jeder  Vertikalreihe  die  Sontme  der  darch  die  t  darge- 
«Mtten  Coefficieoten  ▼en  p.^,  /^j» . .  fs»^  immer  gleich 
•i  V  H  +  ^s—  +  2:2m- 1  frim  sein;  ferner  darf  in  keiner  Horizontal* 
reihe,  mit  Ausiiahiiie  der  er.sten,  irgend  einer  der  CoeOieienten 
i|,  2^,  Tj,  .,.,i2m—i  f  Vim  mehr  als  einmal  vorkonuuei»;  endlich  aind 
Pi»  noch  zu  beetiiümettde  Fiuiküofteii  von 
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in.  Ist  n  eine  aogerad«  ZaU,  also  ■asSM-f  1,  in4  aM 

Ol»  t>f   i'''<»>H  '^'^  Wurzeln  der  Gleichung 


M  «rhalten  wir  au  dieser  Gleichao^  wie  in  IL  Hr.  i),  weoa  wii 
da«  iweite  Glied  wegachailao,  fo^ade: 


t       I  I 


Sinti  liun  ,  »2,  9sy**r2mi  r-imji  die  Wurzeln  dieser  Glei 
i  liun^;,  8o  finden  zwiRcheD  den  \\  urzefn  dieser,  und  den  Wurzel 
der  Gleichung  i)  bekaooUicb  loigeude  Uelatiooeo  «taU: 


•  •  •  • 


BeseiehoeD  wir  endlich  mit  j^,  ....  j^ii»  jN^i  die  Wui 
xein  der  Gleichnnfr 

^+1  +  1=0,  4 

wo  bekauDÜich: 

5) 

(2m-3)jt  ,  .  .  (2m-3)5r    .  (2m-l)T    .  .  {2j«-l)a 

.  (2m-3)«  .  .  (2m-3)»  ^  _J9mn-\)n  . .  (2m-l)a 
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Mutrto  irir  ebenftU»  seigen.  daM  die  Wanelii  der  Glewliupg 
H  uf  wciwlrtwide  FonMD  gebracht  werdM*k9iiiieii: 


i 


Ii  II 


I 

II 

5s. 


f 

I 

II 

5?^ 


9  9 


II  II  n 

■w  "a  ^s 

|.  |- 

+  -h  + 

ii 

i 

+  +  -f 

"« 


+  +  +  * 

*^  ^ 

^  ^ 

+  +  + 


-I-  + 

?  ^ 

+  -f. 

?? 


+  + 

'S 


S  f 


i 


+  H- 

?  ? 

L  L  4. 

-f  +  4- 

I  I  ? 

I  I  I 

^ 

+  +  + 

I  I  I 

I  I  T 

*^  »  * 
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h  dieM  Oicidiingwi        wl»  In  Jmmi  IL  fhu^  f^^mm 
der  jf  leleht  m  «rkenne*.  Be  «mv  aldlieli  in  j#d«r  Vtrtifcaft 
reihe  die  Samme  der  durcli  die  y  dargeatellten  CeefficieDleii 

Pi  »  Pi  y  P3  — P^f*   immer  gleich  i/j  4 ij^s  "t  +  ^^»»  1  i/-^ 

Hein:  auch  darf  in  keiner  Horizoiitalreibe,  mit  Ausnahiiie  der  erist« 
t*iiier  der  CoefficienteM  7,,  t/o.  i^  ,  ....  y^m»  y%m^i  mehr  alv  eini 
vorkommen;  endlich  sind  ebeni'aii«  pi^       p^^p^  noch  m 
stimmeDde  FmilKtioneo  von 


IV.  Um  die  Gleichunsen  6)  in  Nr.  IL  and  III. 

SU  macliefi,  nehmen  wir  an,  es  seien       9^       ^4,  ^  d^»  4 

Wurzeln  der  Uieicliung: 

+ n|«*+ +  UgjF*  +  a^x'  +  Oft«*+  iTi«  -I-  %  ssO, 


'     <     /     «  4 


abo  ^x>  ^s*  ^S'       ^A«       ^7       Wurzeln  der  Gieichang: 

.  K'^r).  'r(:=TOu  rCrO.  ] 

so  ist  die  Form  der  Wurzeln  dieser  Caieicbong  nach  IIL  Nr.  6); 
^  =f^Ä  +1^  +  W^i 

^  =PiA  +Pi^ft  +P«f4+  PA  + 
+P^4 +P«i^  +P4fc+Paft^ 

^6=Pil^  4P9ib   Pi2/r  4^P4ite  4^  P«i^s  +P«i^4 
Ptfc+Pafc+/^aÄ+P4fc+Pl*4+P4Ä  ' 
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In  tee»  GMcboDgen  wird  j^»  H^.-*^it  ^  Wunebi  <l«f 
(jkkkaig 

#»  +  J=0.  4) 
Die  GrosMB  pi>  i»«  P6  'l^d  so  basCimmeiMle  PnnktioneB 

Kf) 

ivvijicben  den  Wurzeln  der  Gleichung  1)  ttod  2)  finden  die  Rela* 
tiioea 

ftitt 

GtM  auf  gtoich«  Art  wfirdeo  nadi  dietM  diircb  die  GleMnn« 
fit  IL  Nr. 6)  anagesprocbenaii  Satie  dte  Wuntal«  4i»  ^«  4t  4i» 

tj^  1)1      Ma  dar  Gleichung 

üuidi  üiaH  egi»chaffiiug  de«»  «weilen  Glietleä  aUgeleilaUu  iiktchuu^ 


\-^)       ^A"^')  ^A't')- 


■achattbenda  Fonn  Inbaa: 

)  ^ 

+l»a«t + -f 
Uia  CaaOciaalaa     sa. ...  %  aM  dia  Wnal»  darGlelclaag 
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SIS  MoMrm§§9r:  üMitrmeM.  41$  IMto  ätr  mmli 
Ihf      ^»  1%  «M  PanklUNMii  von 


ztrUchea  d«o  Wnneln  lii,  %^ .     ^0        GMcimog  6)  und 
WttrMlA      i|^<*-%  HodM  die  Beiiahaiigan 

statt 

V.   Um  die  HicfatigkeU  der  Aiiuahmen  der  Gieichungen 
Nr.  IL  und  III.  zu  bewei<?ert,  bemerken  wir,  daäm  bei  den  Gleid^ 
gen  1)  und  2)  Nr.IL  foigeDda  Relatioiieii  zwischen  den  W 
derselbeo  ▼otkoiamen  mÜMeii;  «&d  iwar  bei  dar  GJaiehong  1>  s 

bei  der  Gleichung  2): 

jadocfa  liaat  aicb  die  Gleichaag  1)  sofolga  der  GlafcbaDgen  ^) 
Nr.  IL  anf  die  Glaicbong  2}  sarOckfllhreD»  daher  wir  oor  dla  BieB- 
tigkait  dieaar  latitern  sa  aeigan  haben. 

Addiren  wir  die  Gieichangen  9)  Nr.  IL,  ao  erhalten  wir: 

(«i  +  «1 +«•  +  •••  +  22«)  +  ....+  pim^i  (h  +    + ^  +  •  •  •  • + 

= f*i  + /*a  +  f*« + •  •  •  •  "I- 

oder 

=  <*i  +  <*i+**a  +  --  -  +  f*a«- 
rSuu  iöi  bekauuüicb  bei  deu  Gleichungen  4)  uod  5)  Nr.  IL 

si  +  «i  +  at+—  +  «i»=0, 

wodurch  anch 

i»! +(%+ fit +•■••■*•*«*■= ö 

wird;  foljrlich  wird  durch  diese  Annahme  der  Wurzellurni  de'  ^ 
der  Gleichung  2)  au£«geö{)rocheoen  Bedingung  genügt«  und  lOi^^ 


Digitized  by  Google 


GiticJntng  des  nten  Grades,  neöat  deren  Amcendumg  etc,  213 

aacb  der  in  der  Gleidmog  1).  Da  fenier  die  Gletchnng  S)  Nr.  II. 
dwcb  6tm  Produkt 

dargestellt  werden  kaon,  and  bei  gehöriger  Kntwickelung  und  iden- 
tificiruDg  mit  der  Gleicbung  2)  ^r.  il.  gefundeo  wird»  dasa 


\ 


1 .2....  (-im— d)""*"  Hl  (Mif*«  •  •  f*»»)» 


^(  -2»«')  _  „ 

 i  


^aii»>i(f4^ ....  fi2OT), 

r(^)=+a-(fh;i....-|i*-);  / 

Cemef  \m  jedem  der  in  6)  Nr.  IL  daigeateilten  Anadnictce  lür 

Wund  ih » Pt* *•» ^  jede  der  GrOgsen  p%»p%*P%***  ' 
Torkommt»  ao  erhalten  wir  bei  gehöriger  Entwickeleng 
teGleichnogeeS)  snr fieathamting der GrOaaen  pi,p%tPiy p9m>~i 
%m — 1  €9eicbangen,  welche  so  diesem  Zwecke  erforderlich  mid 
hioreiebend  sind.  Ana  dieaera  geht  hervor,  dass  die  io  6)  Nr. II. 
dargestellten  Wurzelformen  der  Gleichung  2)  Nr.  II.  allen  Anfor- 
derungen geniigen;    zugleich  geht  auch   hieraus  hervor,  dass 

keine  der  Wuiaein  ^ed^r  an*  mehr»  noch  ans  weniger 

ThcUen  pi,  |i^y....p2ii»~i  bestehen  kann.  Denn  im  ersten  Fall 
vMen  die  Sbn^l  Gleiehangen  in  3)  la  deren  Bestimroong  nicht 
khreidieD,  mid  Im  anderen  Falle  hStCe  man  mehr  Glelehnngen  als 
«•  bestimmende  Grüaaen.  Es  mflsate  daher  awtaehen  diesen* 
iIm  andi  xwiaeben  den  Wnrseln»  eine  Beslehnng  atattfinden ,  was 
sieht  aagenemmen  werden  dart  Garn  auf  gleiche  Art  wird  daa* 
selbe  In  Beslebnng  auf  die  Wnrselformen  in  6)  Nr.  III.  der  Glei- 
ebung  2)  Nr.  III.  bewiesen. 
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Es  bleibt  nar  noch  zu  antersocheti  übrig,  welche  M oHfficati#v- 
oen  gemacht  werden  müfcsen,  wenn  mehrere,  z.  B.  k  glelelM  War* 
mId  in  einer  Gleiebung  des  Uten  Grmdes  verkenmien. 

In  diesem  Falle  kaon  die  Gleichung  als  ein  Produkt  von  der 
Fem 

(a:  — a)*^(a:  — fii)(2r  — fi4)(a:— ^5)  ....(x  — fi,.-*)  =  0  4) 

betrachtet  werdeo.  Wird  das  Predokt  der  noglelcbeD  Faktoten 
eetwiekelt,  so  bekommt  die  Gleicbwig  4)  die  Fern: 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  5)  mit  fYj)^ü,  ist  bek.innt, 
dass  eine  aus  den  Wurzelü  der  {k — l)t(,n  Ableitung  von  /^(.t)  gleich 
a  ist;  die  (Xr—  J)te  Ableitung  von  F(x)  ist  aber  eioe  Gleichung  vom 
{n  —  {k — l))ten  Gride.  Wenn  daher  2|,  i^f.f  3ii.(i.i)  die  Wur- 
zeln der  Gleichung 

sind,  so  bekoninit  a  eine  von  den  in  ü)  Nr.  II.  oder  III.  dargestell- 
ten Formen,  wenn  wir,  im  Fall  n — (Ä  —  l)  eise  gerade  Zahl  ist» 
dort  71  — 1)  statt  2m  setzen;  ist  aber  n— angerade, 
eo  j^tzen  wir  in  Ü)  III.  n  —  {k^\)  statt 

Da  aber  ans  5)  zugleich  hervorgeht,  dass 

so  erhalten  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  jenaehdeni  tt  —  k  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  Fornien^  die  im  ersten  Fall  nach  6)  II.» 
im  andern  nach  6)  III.  bestimmt  werden,  iodem  wir  dort  respek* 
dve  n^k  statt  2m  oder  statt  2m-|-l  setzen. 

VI.  Wir  sehen  aus  den  ßestimmungsgleichungen  3)  iS'r.  V., 
dass  die  symmetrischen  Funktionen  als  ein  Haupthdlfsmittel  zur 
Bestimnuini4  der  Grossen  pi,  p^,  p^,  also  auch  zur  Bestim- 
mung der  Wurzeln  der  Gleichung  nteo  Grades,  dienen  werden, 

N^bmen  wir  diese  Untersnebong  bei  der  Glolebttog 

des  •^ten  Grailes  vor,  welche  nach  Wegscbaffuug  des  zweiten  Glie- 
des übergeht  in:  - 

>  +      i»+ a~  = 0.  2i 
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ÜMiitWiy  wir  lA  4 .  d^«  ^  ^  Viwmkt  i«r  fileidiuog 
9  m4  «II  4'.  V>  V»  V  WivMbi  dat  ««Ithü^  m 
■Amt  diM»,  wie  «pdb  Ihr«  F«nii  hmM§tm  mkk  Mg,  wie  «k 
b  V.  getelMii  halMii»  for  Allem  folgeode  Ewei  Bedinguogen  l>e- 
liiodi|{i0D* 

V+V  +  V4V«^  4) 

D»  tb«r 

•0  wird  die  Gteldiinig  3)  befriedigt,  wen»  wir  deit  Wonein 
^if       V  «^che  Wertiie  iMilegen,  daee  der  Gleiclmng  4) 
Öiaiige  geleifilat  wird»  X3m  dieser  Forderung  zn  eeteprechep.  > 
Mhmen  wir  die  Hflifegleichung 

s*-lsO  15) 

la«  deren  Wnrxelo 

i|  =  +  l. 

S|S5C08  2^  f  t8in  ^  =  i  t » 
S4SCO82  ^t«n^=s— » 

lisd,  and  we 

(z| ....  24)  =  f  a  (»1  •  •  •  •  24)  =  3  (ii . . . .  J4) =0, 

*!.  Da  nnn  1^,'.  j^^' .  ^3'»  dre  Wnrzeln  <lor  <;iou  huiig  2)  siod, 
fo  r7f!l<$'>.»>(j  auch  nebst  der  !>(Mlingung8gieicbuDg  4)  noch  folgende 
M  UlekbuD^o  eHüH  werden; 

-1:2-= <•(<•'.     V.  V).  ] 


— r-    ^<»«' '     .  ■»•').  [ 

=<-*(V.  i.'.  <5»'.  V)-  / 

i 
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Um  die  Bedinguni;!=ijleichuiig  4)  zu  erfüllen,  Hetzen  wir  in  den 
Gleichungen  H)  Nr.  ü.  ot  =  2,  so  erijniteii  wir  nach  jenen  Glei- 
ciHiiigen  folgende  Wunelformen  für  die  Gleichung  2): 

f    •  •  •  •  •  yj 
Addim  wir  diese  GleicbmigeD»  eo  erkalteo  wir: 

d|'  +  V + V  +  V  =  («I  +  «1+^  +  ^4)  (Pt  +p» +p3)- 

Da  aber  nach  7)  «i+«,+x.+«4=0  iet,  so  wird  «neb,  dU  Gifc- 
gen  px.  Pi»  jh  roJiRon  immetbin  WefOie  baben,  weleba  sie  wq|. 
len,  die  BedingungsglelcfanDg 

erfüllt  werden,  wodorcb  also  dem  ersten  Krfordeniigs ,  welchem 
bei  der  Annahme  der  Form  der  Wurzeln  tf,'.  6^,  6^',  ent- 
»proeben  werden  muM,  Genfige  geleistet  wird. 

Bei  gehöriger  Cemblnation  der  dnrcb  die  Gleicbaogeii  9)  dar- 
gestellten  Wertbe  von  V.  4\  V  «»«len  wir  mittetet  der 
Gleichnngen  8)  Nr.  VL  leicht  nacbetebende  Bestlramongegleicbnii« 
gen  der  Grössen  pi,  p%' 

— ji-=:    4lPi>«+PeVi+P»Vi^  [  II) 

I 

Ftr  die  Wertbe  der  Ceeflkienten    ,  ls%,      w.  finden  wir  aH- 

telst  der  Gleicbungen  6)  Nr.  VI.  leicbt: 


12) 
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m 

i,m-i.  itst-v,  i,=+it,  itz:i+s, 

(ilr  habea  aUo  «tott  der  GkicliiiDgeD  10),  11)  und  12)  folgende: 
"TTä— =— 2(pi;?,+/?iP5+|?,|j4),  ....  14) 


Vervielfachen  wir  nun  die  Gleicbnng  14)  mit  (pi+f^a+Ps)* 
<Üe  Gleicbaog  15)  mit  Pi-^p^-i-pit  die  Gleicbunt^  IG)  mit  1,  ad- 
dir«fi  alsdann  zu  der  Summe  dieser  Produkte  auf  beiden  Seiten 
äei  GleichlieitoieiciieDfl  dae  Glied  (pL-i-p%-irP9i*»  eo  erhalten  wir: 

17) 

JBeMrken  wir  aber,  dass  nach  der  ersten  der  Gleichungen  9)  in 
Mr.?I  ,  weil  ii=l  ist,  V=A+P2  +  P3  eine  Wurzel  der  Glel- 
ebmig  2)  Nr.  VI.  ist,  durch  deren  Subetitutioo  in  jener  Gleichung 
■tlhige  anf  Noll  redncirl  wird.  Da  mm  der  erste  Thell  der  Glei* 

TlieU  XXYIU.  16 
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cboDg  17)  mit  jener  identisch  wird,  so  ist  auch  dieser  ,  und  daher 
•119h  der  iwelte  Theil  derselben  gleich  WuM-  Durch  üntwiclte- 
lang  Joelen  wir  »her  leicht»  das« 

eine  identieche  Gleichmig  ist;  folglich  wird  auch 

eine  solche.  Diese  Gleictinnp:  kann  aber  durch  eine  leichte  Uro- 
wandlinig  auf  folgende  reducirt  werden: 

welche  daher  avcb  ehenfalle  identisch  und  eymmetriech  iet  Weno 
wif  ^  die  Gleichung: 

=  0 


alt  der  GWchung  19)  identi^ciren,  so  erhalten  wir  Äur  Ba^- 
Mttg  von  fv9  H^P%  Gtelchungeni 

%MlälJJ^=*— /(— ^)»     .....   1  2^) 
Ana  21)  i«t  ^  ^  . 
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oitluo  wegen  21)  ypd  23) : 
odar 

aW+PiW+#^W=  Sä  ;  •  •  24) 

iKiidm  wir  4ie  Gloidmng  21)  mll  3  imd  malCiplIciren  den  i]no* 
teiln  nit        «o  kommt: 

Pt*^fi*P^ifPiW=  4 — Pi*' 

4  ibir  «wb  «w  8«) 

Pi  V»»  +  Pi*P»*—  64  PiW 

M,  M  kab«  wir  CBekbi^! 

9S) 

^)        ( l  /(-  ^)  P  -  W(-  f)l 

'  ywiT r|.  ■■■■■I   '  'tl'" 

Vn.  Wir  haben      der  yorlgen  Numnier  die  Gleichung  2)  der 
eine  Gleichnog  des  dritten  Grades  zurückgebracht  und 
^Ita  flia  daher  als  gelöst  betrachte««  Um  jedoch  an  aeigeo» 
^  auch  diese  naeh  i$m  ^Atkm  geielgtefli  Verfahren  geUtet  wer- 
^In&n,  netien  wir  der  Kffrae  wegen  In  der  Gleichung  26)  Nr.  VI. 


i  «Utt         A  statt  j  ,  B  statt 


64 


15* 

Digitized  by  Google 


230  äiostörugger:  Ctuerntck.  üb.  dii  Theiii  der  Wuneimdm 


•  •  • 


od«r»  ireno  wir  f  — ^=1  MtMo: 


«  •  •  • 


Hier  beieichnen  /^(-'^)  uoci  i'X—^)  wieder  dasjenige, 
MD  «flillt»  weoD  mui  in  der  Gleidraog  J)  md  deren  eisti 
leitnog  (-*-^)  eintt  t  aeUt  ,Slnd  nnn  tg»      %  die  Wune 

Gleichung 

s*-(-l=:0,   

•o  daen  aleo: 

»  -  ,  ,  »    l  +  tV3 
Xi=sees  j  +      J  =  — 2 —  * 

:^scos^  — sein  j-aa— — » 

4     «  < 

nnd  bezeichnen  yi»  f%»  U  ^  Wurzeln  der  Gleicbaog  2), 
Dach  2)  Mr.  lU. : 


Nach  3)  Nr«  V.  finden  daher  die  Bediogongagleiehnngen 


fitaii.    Durch  Combination  uad  gehürige  Kcduktion  finden  w 

A 
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Aus  4}  folgt  aber,  dass  Jtj  =  -3,  Äi  =  l,  A^=0  ist,  öo  daas 
wir  lifo  snr  Bestimmmig  von     $  g%  die  GleichnogeD 

Mm,  wotsM  die  Gloiebng 

A. 

3/«  2f 

bvToig«ht  Die  Wuneh  Um»  Ohlcfcmig  aii 


ft«-F{-5)y,»  55  =0    .  ...  ei 


37 


4  4|#(-f>»« 


ä  aiad  nach  4)  nnd  5)  die  Wursolo  der  (ileichuug  2); 

1)1= — 2 — ^+ — i — ^' 

Uabff  aind  auch  die  Wurzeln  der  Glekliwig  1): 

Ä=— J-  +  — 3 — <•+     I  J»»  . 

ftS— j  +  — j — w+  j= — = 


Blenuis  kooneD  die  Werthe  von  Pi  t  p^»  ]%*  und  daher  mMabt 
lÜMer  uul  der  GMchdiigeii  9)  Nr.  Vt  4id  Wiinid  der  Oleichiiog  % 
Nr*  VL  belUlllillil  wefdee. 

Würden  nun  bei  Gleichangeo  höheren  Grades  die  auf  d^em 
Wege  za  erbalteoden  identischen  und  eymiiietrbchen  Gleichaogea 
aof  solche  zurflckgelilhrt  werden  können,  die  mittelel  ihrer  Idta 
üficirnng  mit  der  gegehenen  zwischen  deo  Wurseltheilen  pi»  p%9'"»' 
«nd  den FunktioneB  der  Cocü^ieDteii  a^,....  xa  ßestimmunge- 
fieichnDgeö  ven  jenen  filhren  wUrdeil,  mkbe  ebe  findgleicbniig 
▼on  niediigeni  Grade  ab  die  gegebene  nr  Folge  bStten»  ee 
wir«  die  Anfltaing  der  algebidaehen  Glcicbimgen  iLeinen  weiteren 
Sehwierigkeiten  unterworfen;  aber  sehen  bei  der  Gleiebang  dee 
6ten  Grades  flShrt  diese  Comhinatton  auf  eine  Gleiehnng  to« 
SOsten  Grade.  Biese  Gleichung  habe  ich  mit  grosser  Mühe  her» 
geleitet  und  bin  dabei  auf  viele  Relationen«  die  zwischen  den 

Goefficlenten»  welche  ich  oben  mit  ^»  ^i*...  bezeichnet  habe, 
gekeisaien.  Da  jedoch  jene  lange  fiotwickelnng  diesen  AolsatB 
iBr  das  Archiv  su  weitlfiafig  machen  wtfrde,  so  sdüleiNM  Ich  bier- 
nlt  diese  Untaisachimg. 
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ThMirie  des  Foneatilt'scbeii  Pdndehrersndii.  ans 

aeaen  Gesichtspunkten  dargestellt,  mit  Rücksiclit  auf 
di#  eliipsoidische  G«alall  der  Erde  *)• 

dem  Heraasgeber. 


Bialeitnog. 

ft^  berShmte  Pepdelversach  von  Foocault  hat  mit  Recht 
dis  gleiste  Interease  aller  Mathema^er  und  Phyaiker,  ja  des 
paiea  gablldeten  t^iblikums  fllr  «ch  in  Ansprach  gsnommenj» 
Md  «s  liat  daher  anch  nicht  an  einer  grossen  Menge  von  Versa* 
(heu  gefehlt,  die  Theorie  desselben  In  mSgliehst  elementarer  Weise 


n  hl  «er  Abhaeilneg  Tbl.  XXVll.  Kr.  nV.  babe  leb  die  TbeeriS 
In  AneSalt'Mbei  P«id«l#eM«ekf  aacli  den  veS  mU  Sogegifberitfa 
WiililMi  aMcbaioh  Uoii  lir  die  begdfttinlge  IMe  «ntwiekdt»*  UM 
«•wenig  wie  aigtieb  Terantsetetiea»  nnd  die  Saebe  ee 
iltaieaftar  wie  «Sglieb  %m  behaodela.  Die  Wlchtigkell  de«  Ge- 
müiiiii  and  4ai,  wie  i«b  glaebe*  Lekneicbe  der  felgeadis  assljfti» 
ite  Üatenncbesg  TenuibMC  nüch  aber  jetet,  dcMllMH  iriecb  einer 
mm  Behandlnag  «ater  Veraewelauog  der  eUi^lSitchea  Geetalt'  der 
liii  aa  Baterwerfen,  wenn  eleb  aack  frelildi  ailtlelet  eiaer  gsos  Si#» 
Inka  geemetriadiea  Betracbtoog  gleich  vea  venkerebi  leldift  iber- 
Mboi  lieet)  dase  neCer  dieier  t^evaoMetsoni^  die  obwafteadea  Geeetae 
■idit  weeeatüch  f  ertelited«!  ▼oo  deaea  bei  der  Kogel  eeio  ünaeo.  Ab* 
•Icbülcb  babe  leb  die  DirMatlang  gaia  naabliAagig  teb  der  Mhevea 
lÜSiii  iiig  gehillea. 
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la  6Dt«rickeIn,  wobei  nuui  fon  rerscbiedenen  GesiditspwnktsB  Mf - 
gaianueo  i«t  So  gern  icb  «och  dae  VerdieoeÜiehe  muicher  dkmm 
Aeoielieeheii  EDtwidcetttogeD»  M  denen  nwn  eich  Ubiigene  fleibet 
des  Gebrnncfae  der  DifSmntial-  nnd  lotegralieciinmig  nicht  tauner 
hat  enfschlagen  kOnnen,  lubesoiidere  flir  Lehnwech%  nniuerhen- 
nen  bereit  bin :  so  kann  ich  doch,  ohne  hier  auf  ein«  in's  Einxelne 
gehende  Kritik  dieser  verschiedenen  Versuche  mich  einlanseu  za 
I^üiiiicn  und  zu  wollet),  nicht  sagen,  dass  ich  m  wii»^eiischattiicher 
Rücksicht  durch   eiiitin   derselben   vollständig  befriedigt  worden 
w&re^  sondern  muss  vielmehr  bekennen,  dass,  naraeBtlieh  vom 
mnthematiscbeo  Standpunkte  aus,  eine  allen  AnforderungeD  gmuA* 
gende  etreng  wteeenechaftliehe»  dabei  aber  doch  mügllebet  dcMnitf 
gehaltene  DaraCelinng  den  ao  nageneln  wtchtigen  und  Intefeaaan- 
ten  Vennehn  mir  Immer  noch  wa  wflnechen  <ibrig  in  hiniian 
eeheint«  lefe  habe  achon  vorher  erinnert,  daaa  anf  eine  tn'n  Ein- 
zelne gebende  Kritik  der  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  theoretischen 
]>u Stellungen  mich  einzulassen,  hier  durcbaos  niclit  in  meiner 
Absicht  liegt,  uill  filier  ^\orU  nicht  unterlassen,  kurz  zu  sagen, 
was  im  Allgemeineii  dieselben  mir  noch  an  irÜDacben  fibrig  an 
laaaen  acbeioen. 

Vor  allen  Dingen  vermiaae  ich  fast  bei  allen  diesen  Bembea 
eine  knne  nnd  dentlldie  Angabe  der  allgemeinen  Prindpleii»  auf 
denen  diceelben  hemhen,  wie  man  sie  bei  allen  derartigen  Unter- 
ancbungen  wünschen  mnss,  wenn  eine  ▼ollkommen  dentliche  Ein* 

eicht  in  die  eigentliche  Natur  der  Sache  vermittelt  werden  soll. 
Namentlich  aber  vermisse  ich  erstens,  utüauf  doch  hier  natürlich 
zunächst  Alles  ankommt,  <lio  sanz  deutliche  und  bestimmte  Auf- 
stellung eines  Princips,  nach  welchem  in  jedem  Zeitmomente  die 
Lage  der  SchwiDgongsebene  des  Pendels  bestimnit  werden  rooae* 
In  dieser  lieziehnng  acheinen  mir  bei  Weitem  die  meinten  der 
bisher  bekaoat  gewordenen  Beweine  anf  sehr  unklaren  Vomtel'- 
hingen  au  bernben»  buchatena  ala  Käbernngen  an  hetrachlin  an 
nein,  und  eben  deahalb  namentlich  den  Lernenden»  weiche  In 
mathematischer  Rücksicht  gewöhnt  sind,  mit  dergleichen  unklaren 
Vorstellungen  «ich   nicht  zu   besiin^^en  nnd  bloss  durch  völlige 
Strenge  und  Evidenz  zu  wahrer  Ueh» t/(  iiutinfr  ^.u  gelaniren,  nnr 
wenig  Hefriedigung  zu  gewähren.    Weil  nun  ai^er  eben  die  strenge 
und  deutliche  Angabe  der  zu  Grunde  liegenden  allgemeinen  Prii^* 
cipien  bei  diesen  Beweisen  meistens  fehlt,  so  entsteht  darann  TC^  i 
ndbst  xweitena  der  Mangel«  daaa  die  weitere  mathematiacfcs 
Entwickeinng  nicht,  wie  man  bei  allen  aolchen  Unteranchunf^M 
fordern  muss,  ala  der  reine  Anadmck  jener  Principlen  In  mat^^H 
matlachen  oder  analytischen  Zeichen  nnd  Formeln  an  betracUH^ 
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H  M  Ür  Ij0ra«iitai  imd«  Vwriekdmgeb  ond  ündlnitlicii*. 
Mn  l«fMfihrt.  Dritt«D«  bringen  dia  BewciM»  welche  sieh 
4tr  DÜBreotial*  mid  lotegralfeebmiiig  bediao«!»  diese  Wleeee- 
Mfcilleo  eieiit  in  der  strengen  Weise  In  Amreodang»  welebe  die 
MMie  Aiial3rsis  fordert ;  und  öberhaupt  bin  ich  der  Meinung»  dess 
Ml  bei  Gegenständen  ?on  der  Art  des  vorliegenden  immer  lieber 
iof  ursprüngliche  strenge  Gränzenbetrachtungen  zurückgehen  sollte, 
trorlurch  jedenfalls  die  wahrhaft  deutliche  Einsiebt  in  deren  eigeut- 
licbe  Natur  sehr  gefordert  wird.  Endlich  setzen  viertens  die 
bisher  belcannt  tjewordenen  theoretischen  Darstellun?en  des  Fou- 
cault 'sehen  Pendelversuchs  die  Erde  als  Ku«^el  voraus,  und  be- 
trachten dieselbe  nicht  als  Ellipsoid,  was  sie  doch  eigentlich  ist. 
Allerdings  lässt  sich  im  vorliegenden  Falle  gleich  von  vorn  herein 
kkbt  dbersehen,  dass  die  ffir  die  Kugel  geltenden  Gesetze  mit 
übr  geringen  Modificationen  auch  für  das  Umdrehangs-Ellipsoid 
gelten  müssen.  Dies  bindert  aber  nicht,  zo  wfinschen»  dass  die  - 
tbeoretiscbe  Betracfatong  gleich  vem  Anfange  an  in  geeigneter 
Weise  an  die  ellljpseidlsche  Gestalt  der  Erde  angeschlossen,  nnd 
iof  dem  Wege  des  strengen  mathematischen  Calcols  nachgeme* 
MS  werde,  wie  nnd  In  welcher  Weise  die  hier  obwaltenden  Ge* 
ietie  aneh  för  diese  letztere  Gestalt  des  firdk5rpers  nothwendig 
gelten. 

Indem  ich  diese  Mängel  der  bisherigen  theoretischen  Dar- 
^teilunsfcn   des  Foucault'schen   Pendelversuchs  rüge,  ist  mir 
der  Weg,  den  ich  bei  meinen  eigenen  folgenden  Eotwickelungen 
einzuschlagen  habe,  von  selbst  vorgezeicbnet.    Ich  werde  daher 
Jtierst  und  vor  allen  Dingen  die  allgemeinen  Principien ,  welche, 
aU  aus  der  rsatur  des  Versuchs  sieb  ganz  von  selbst  ergebend, 
der  theoretischen  Entwickelung  zu  Grunde  sn  legen  sind,  mit 
■liglichster  Kurze  und  ßündigkelt  angeben,  worauf  dann  die  wei- 
teren Bntwickeinngen  im  Grunde  nichts  Anderes  sein  werden«  als 
die  üebertragang  dieser  Prlndpien  in  die  Sprache  der  mathema* 
iMhsn  Analysls.   Dabei  setxe  Ich  aber  gl«dch  Tom  Anfange  an 
ib  eUpseldlsohe  Gestalt  der  Erde  Torans,  nnd  gehe»  was  Immer 
M  deigielehen  üntersnchnngeo,  wenn  völlige  Shrenge  mid  Dent» 
Itteit  erreicht  werden  soll,  mir  nOtbig  zn  sein  scheint,  suerat 
Ihi  durch  den  Tersnch  selbst  allerdings  znr  Geltung  kommende 
Mncip  der  Stetigkeit  auf,  was  mich  zur  Losung  verschiedener, 
ut  sich  nicht  uninteressanter  Probleme  der  C«eoinL4rie  des  Raumes, 
Md  zu  verschiedenen  eleganten  analytischen  Ausdrucken  führt, 
worauf  dann  endlich  mitteist  einer  vOUig  strengen«  an  sich  sehr 
eiofachen  GrSnzenbetrachtung  das  Princip  der  Stetigkeit  wieder 
üfgnemmeo  wird ,  und  dadurch  sogleich  die  bei  dem  ^«o  merk* 
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0a80  die  Id  dieser  f^frengen  \Veise  gefäbrte  Üotereacbaog 
nicht  gaot  hm  und  eiofaeh  auafalieD  kaon,  liegt  schon  deshalh 
in  im  Dainr  der  Sache,  w4XL  dleielhe  mdir  Idtfet»  ab  dl»  ttr* 
idlrnng  des  Varancha  an  aich  aigentlich  Tcrhingl;  bdem  ab  raglabh 
EU  ▼mchiedenen  imtbame  geltenden  Geaetsen  oder  Baalabimgaa 
fuhrt,  iV\(e  auch  an  sich  nicht  ohne  ireoraetmchei»  Interesse  sind. 
Dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dasb  für  einen  jeden,  der  mit  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie  vertraut  ist,  die  Durchlübruiig 
dieser  ganzen  Untersuchung  keine  grosse  Schwierigkeit  haben  kann, 
weil  dieselbe  in  der  That  eigentlich  nichts  weiter  ist  und  aicbts  wei- 
ter fordert,  ab  die  Uebertragang  der  forher  deutlich  und  beatbiBU 
anageaprochenen»  hbr  aar  Gtltong  kommenden  allgemehum  Prla* 
dpien  b  die  Sprache  der  mathematbchen  Analysia«  Dana  aber 
alle  Oateranchnngen  dieaer  Art  mit  Hülfe  der  aiialytbeheii  Gee- 
metrie  mit  weit  grösserer  Strenge  und  Eleganz,  als  mittelst  anderer 
mathematischer  IVIcllioden  geführt  werden,  wird  Jeder  zui;ebeQ, 
der  in  dem  Gebrauthe  dieses  wichtigen  Hfilfsmittel^»  gehOrig  geflbt 
und  bewandert  iMi  deshalb  ist  daRPcelbe  yon  mir  in  Folgeadea 
auch  durchgängig  in  Anwendung  gebracht  worden» 


1. 

Die  allgemeinen  Priuelpleo. 

Wenn  das  in  einem   beliebigen  Punkte  der  Oberfläche  der 
um  ihre  Äxe      h  drehenden  Erde,  die  wir  hier  als  ein  Rllipseid 
betrachten,  \u  Ln  rii; rieter  Weise  aufgehängte  Pendel  in  einer  be- 
liebigen t.beue  in  Schwingungen  versetzt  wird»  so  wird  die  6chwb* 
gungaebene 

erstens  (lur«  h  die  Schwerkraft  genöthigt  werden,  fortwährend 
durch  die  !V(>rrnriIr  des  Punktes  der  Erdoberfläche^  in  welchem 
daa  Pendel  aufgehängt  ist,  an  geben; 

zweiten«  aber  vermöge  der  Trägheit  der  Pendel masse  das 
Bestreben  haben,  ihre  Lage  hu  iiaume  nicht  zu  verändern«  d.  h» 
sich  selbst  im  Räume  fortwährend  parallel  zu  bleiben. 

Diesem  letzteren  Bestreben  würde  die  Schwingfm^sebene  in 
der  That  aucfi  vollständig  folgen,  wenn  die  Schwei  kraft  riirht  vor- 
handen wäre,  \^■f'l,  1m<  sir  verhindert,  demselben  vollständie  m  foli^<>n; 
daher  wird  sie  dem  dutch  die  Trägheit  ihr  eingedrückten  ilealrehea# 
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Wii^BMuguilg  def  Erd«  C»rtirMbreftd  sich  selbst  pareliel  z|i  blei- 
vor  so  wsit  oder  in  dem  Maasse  folgen,  als  ett  Ihr  Too  der 
Scbirerlcrtift,  di«  sie  fiutbigt,  ttoausgesetzt  dureb  die  Nontisle  de6 
Punktes  der  ErdoberflScbe,  fo  welcbem  das  Pendel  auf£?ehängt  ist, 
<ieo  wir  von  jetzt  an  den  Beobactitungsort  nennen  wollen,  zu  geben» 
irewissermaanseii  erlauf»t  oder  "bestrittet  %vird.    Hiernach  wird  also 
bei  der  Bew  eLMuiiz;  der  Erde  um  ihre  Axe  die  Scbwinguni^sebene 
des  Pendeis  ofifenbar  stets  eine  solche  Lage  im  Haurae  annehmen 
DfiSsen,  dass  sie  immer  durch  die  Normale  des  Beobacbfangnort« 
geht,  und  die,  ihre  in  stetiger  Folge  unmittelbar  vorhergehende 
Lage  darstellende  Ebene  zwar  echiieidett  aber  so  schneidet,  dass 
•ie  aOgiicbst  wenig  von  der  au  derselben  parallelen  Lage  abweicht 
Srbgen  wir  dieses  hier  im  Allgemeloen  aoagesprocbene  Princtp  auf 
eines  strengen  geometrischen  Ansdmdc,  wie  es  die  anf  dassell»6 
an  grfindende  strenge  madienatische  Untersnchnng  fordert  nnd 
gehietet«  so  wird  sieh  lllr  die  Bestimmung  der  Lage  der  Schwin* 
gnngsebena  des  Fendeb  in  jedem  Zeitmomente  das  folgende  geo* 
metrische  Macip  ergelMn: 

Oie  Schwingungsebene  des  Pendele  nimmt  hei  der 
I^rnhttttg  d^r  Erde  in  jedem  Seitmomeiite  eine  solch« 
L«gO  im  tthttiue  Att»  das*  sid  dnrch  die  Motmale  dei 
Beohichtiittgiortsgeht,  nnd  die»  ihre  In  stetiger  Feig« 
ttfliltteihftr  tothergehonde  Lage  darstellende  Ehen« 
nhUr  dettldteiibltcii  Winkel  sehneldel»  onter  dein  dies« 
B%e«o  th«rhhn|>t  ton  Ihr  geschnitten  werden  kann. 

INmm  LHgMbohlfatthmng  der  Schwingangsebeiie  dds  Pendel« 
Mfe  ehKm  AwpdnMk  In  analytiselieo  Femefai  ra  geben,  werden 

wir,  Was  bei  derartigen  Untersncbnngen  immer  sweckmSssig  nnd 
der  Erreichung  ivahror  mathematischer  Strenge  und  Evidenz  in 
jeder  fldcksicbt  forderlich  ist,  zuerst  das  bei  derselben  zur  Gel* 
feng  kommende  Priacip  der  Stetigkeit  aufgeben  mfissen,  und 
demzufolge  rmiScbst  das  folgende  geometrische  Problem  im  All^ 
gemetneo  aniaiiluaen  haben: 

Durch  einen  gegebenen  l^unkt  auf  der  um  ihre  Axe 
•  ich  Urehenden  Erde,  bei  ei  ner  bestimmten  Lage  der« 
•tlben»  ist  eine  /u^^ieich  durch  die  Normale  des  in 
Esde  ätchonden  l^unkies  gehende  Ebene  von  ^ee^ebe* 
ner  Lage  gelegt;  wenn  nun  vermöge  der  Drehung  der 
Erde  um  ihre  Aza  dieser  Pankt  in  eine  andere  heli««- 
hik^  Lagn  g«kemm«a  ist^  se  shll  mne  dl«  Lage  einet 
d«»«k  dieaea  Ponkt  und  die  demselhen  entapreohende 
KmtpaU  4«v  Bi4ah«rniehe  gehend««  Sheae  h««li  m« 
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neo»,  w«lebe  dl«  «rsUre  Ebene  aator  dem  Mrtaeiwi 
Winkel  nehneidet,  vnler  welelieni  dienelbe  aberfcenpt 
▼en  einer  eeteben  Ebene  gescbDitten  werden  kann. 

Wenn  nne  die  Anltöinng  dieeea»  mernt  den  Fell  der  Oieeon- 
tinnitit  In'n  Auge  iaeeend'en  P^Uenw  In  »reeheot^eehender 
Weise  geinngen  sein  wird»  ee  wird  e%  wie  wir  weiter  nnfen  eehcn 
werden,  denn  aucb  leicht  «ein,  durch  einen  strengen  Grinsen- 

flbergaii^  unmittelbar  zu  dem  I  aliu  der  Cootinuität  zu  gelangen, 
welcher,  wie  aus  dem  Obigen  unmittelbar  hervorgebt«  bier  diucfa 
die  Natur  der  Sache  von  »elbat  gefordert  wird. 


Anaiytieebe  AnflSenng  der  verbergebenden  Anfgnbe« 

Dureb  deo  nie  feet  gedaebten  Mlttelfninkt  der  Erde»  deren 
groeae  nnd  kleine  Halbaze  wir,  wie  gewebnileb,  dnreb  ß  und  4 
beteicbnen,  legen  wir  ein  featee  reehtwlekligea  Ceerdinnfeneyntan 

der  xyz.    Die  Ebene  der  xy  sei  die  Ebene  des  Aequatora,  ao 
das»  also  die  Axe  der  z  mit  der  Erdaxc  ^.usamraeiilallt.    D^r  |>o- 
Äitlve  Theil  der  Axe  der  .r  kann  lielitiiig  angenommen  werden^ 
der  positive  Theii  der  Axe  der  y  aber  werde  so  an^cnommeTT^ 
daaa  man  sieb,  um  von  dem  poi^itiven  The'ile  der  Axe  der  x  durch 
den  rechten  Winkel  Qeif)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  jf      gelangen,  nach  derselben  Richtung  bin  bewegen, 
rona»,  nadb  welcher  die  Erde  eich  um  ihre  Ase  dreht;  endlich  eei 
der  peaitive  Theil  der  Aze  der  x  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
nach  deren  Nordpole  bin  gerichtet   Dlea  ▼oranageaetit«  weilen 
wir  uns  nun  den  Beobachtungsort,  in  welchem  daa  Pendel  aufge- 
haritzt ist,  in  einer  beliebic^en  Lage  denken    und  fiie  folgenden 
Bezeichnunt^en  einführen      Der  von  <!<  ii»  Mitti  I [ninkte  der  Erdes- 
nach  dem  Beobac  li( iiit<;8orte  gezogene  Lrdiialtune^^er  sei  r.  Der 
Winkel,  welchen  die  Projection  dieses  Erdbalbmeaaers  auf  der 
Ebene  der      mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  einschliess^ 
Indem  man  dieaen  Winkel  von  dem  poaltivee  Theile  der  Aze  der 
X  an  nach  dem  poaltiven  Theile  der  Aze  der  jf  blo»  oder  darei» 
den  rechten  Wlnl^el  (xy)  hindurch,  von  0  liia  360^  sSblt,  werde 
durch  to  bezeichnet.   Endlich  sei  B  die  geographische  Breite  de» 
Beobachtungsorts,  worunter  man  den         nicht  ühersteigcndeii^ 
aber,  jenachdeni  der  Heoharbtiinffsiort  in  der  nördlich eu  oder  aGd* 
liehen  Krdhälfte  liegt,  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Winkel 
versteht,  unter  welchem  die  Normale  des  Beobachtungaorta  gegeft 
die  Ebene  den  Aequntor»,  also  gegen  die  Ebene  der  geneigt 
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mti  neuen  GesieAltpunkiem  ektrff^HU,  ete* 


ist  Durch  die  drei  Elemente  m,  B,  r  wird  die  Lage  des  Beob- 
•cktoogsofto  auf  der  Eidoberflftcbe  bestimmt 

To«  der  geograpbisGbeo  Breite  des  Beebaebtmigiorti»  welcbe 
dgtntlicb  dessen  PelbGbe  ist,  miteraeheldet  sieb  beksnntnch  seine 

geocentrtsefie  Breite,  woranter  man  den  90^  nicht  dberateigendeo, 
•ber,  jenacbdem  der  Beobachtanefsort  in  der  nurdlichen  oder  sfid* 
lieben  ErdbSlfte  liegt,  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Win- 
kel versteht,  unter  welchem  der  nach  dem  Beobachtungsorte  ge^ 
logeue  Erdhalbmesser  gegeo  die  Ebene  des  Aequators  !»e!jeiL;t  ist. 
Bezeichnen  wir  die  geocentrisehe  Breite  durch  ao  bat  man, 
wie  leicht  erheiiet,  die  folgenden  Vergleicbungen: 

tnngB solang A  tnngBsptangS. 

Gans  Torsaglicbe  Beqnemiicbkeit  gewährt  aber  die  Einfllhmag 
im  ssgenaiintea  redndrten  Breite  des  BeobachtnngsortSy  vromnter 
MB  den  W  nieht  flbersteigendeny  aber,  Jenaehdem  der  Beobacb- 
tngsort  in  der  nürdticben  oder  sfldllcben  Erdlifiifte  llegl;  als  po* 
^  oder  negaüT  betrachteten  Winkel  Q  Totateht,  welcher  ans  der 
geographischen  oder  geocentrtschen  Breite  mittebt  der  Formeln. 


gobiaden  wird. 

Besonders  einfach  tossen  Mt  durch  die  redielrte  Breite  des 

Beebacbtangsorts  dessen  Coordinaten  ansdrücken.  Denn  bezeichnen 
wir  die^e  Coordiaaten  durch  A,  1%  Z,  so  Ist  offenbar: 

Xsrcoeveeel^,   Fsrsinocon]$,  ZsrsioS. 

Wegen  der  Gleichung  des  Krdellipeoids  ist  aber 


veiais  sogleiah 

ab 


%.  Aas  der  Gleichung 


tnagSs-lmge 

«Itobt  ek^  aber  t 
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nid  dfiher  nach  den  OMgtii; 

tiiiii  ilaiier  uacli  deu  ubeu  Tür  X,  Y,  Z  gefuudeueu  Ausdrücken; 

IJC     a  CO«  «eoa  <ä » 

w«ldbe  Aiwdriteke  jedoifalli  «dir  einfiudi  vnd  elasaat  timl. 

Zaerst  wollen  wir  on«  nuo  mit  der  Bestinunaog  der 
Lage  der  SchwingnegsebeDe  deePeedeie  bei  der  darch 
die  Elemeote  m,  r  beetimmteo  ersten  Lage  dee  Beeb* 
aebtaagaorte  beeebiftigea. 

Die  Gleichangeo  der  Nonnale  d^  Qeobachtungm^rta  sind  aacb 
dea  bekannten  Lebren  der  anaiy tiacben  Geemetrie: 

X — Ä    y  "  F  2  —  Z 

und  bexelebaen  mia      «'»  n?'  die  IW^  niebt  gberataigeaden  Wl» 

kel,  welchen  der  von  dem  Beobachtungsorte  aus  nach  dem  Sasse- 
ren  Räume  der  Erde  hin  gehende  The'd  der  rsunaale  des  Bedb^ 
achtufigsortis  mit  den  positivea  Tbeilen  der  Axe  der  t 
einecbüenet;  ao  iat  in^nntticb 

€08  u' :  cos    :  cos  w'  =       ;  6*  F:  a*Z, 
weraaa  man  mit  Hfilfe  der  bekaaaten  Gleicbung 

ceeu'S-feea       cosip'*  =  I 

und  der  Formein  i)  leicht  findet: 
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CM«*  's  i: 


6  «in  oeotO 


=2» 


cos  10  SS5  de  •  V         ^   —z"^ » 

ii  weMiM  iVmMln  ^  oImiw  «ad  «altm  Meha»  sieh  Mf  ein- 
«oder  beiwbeii.   Weil  Dun  aber  die  WSol^el  «o^  dem  toh 

dtoi  Beobtebtunfiorte  eo«  nacb  dem  koieereD  Reome  der  Erda 
hin  gehenden  Tbette  der  Nefmala  dpa  Daebaebtongaerta  aat- 

sprechen,  eo  erhellet  auf  der  Stelle,  das«  costo'  immer  mit 
also  nach  dem  Obigen  auch  mit  sin  (5  gleiches  V^orzeichen  hat, 
dass  man  also  in  den  vorstehenden  Formein  die  oberen  Zeichen 
aehmen,  und  daher 

fteoattcaaS 

-aoair  s= 


2j    «    .    .    <   cqsp'  =; 


68in  »eeaS 


coato'  = 


aainö 


\r  a*^ß        6*  CO»  5* 


Von  dem  ßeobachtnngsorte  aus  denken  wit  uns  in  der  Ebene 
seines  Meridians»  senkrecht  auf  seiner  Normale  nach  der  Seite 
dee  Nordpols  der  Erde  hin  eine  Gerade  gezogen,  die  also  im  Ho* 
rizont  des  BeobachtuDgsorts  liegt,  und  bezeichnen  die  van  dieser 
Liaia  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinatepazea  alnjgfachlos* 
■tBen,  180^  nicht  fibersteigendea  Winkel  dnrcb  tc,.  e,  ae 
jff  CWebiii^eD  d^ser  Geradfn: 


coa»  ceae 

jr^«— *|^aaams# 

9dm,  weil  in  dieaer  Ebene  der  Beobachtanga^rl  {^JfX^  UhM» 

Xainf»^  )^tMMC0=O 
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Weil  Id  dieMT  Ebene  die  vof  b«  vob  dem  Beobtfctupgioite 
fMogaiw  Ocnd«  liegt«  «o  Ut 

and  weil  diese  Gerade  auf  der  Nonnale  des  Beabachtoogsorti 
senkrecht  steht,  so  ist 

eeeii'eoe  if -|>oeAe'coee  -f  eosie'eiui«  s  0» 

irera  noch  die  bekMute  Glelchmig 

eoe  tt* + cos    -f  cos  to* = 1 

kommt.  Au«  ilcn  liei(i(Mi  ersten  der  drei  vorstehenden  Gleicbim- 
geo  erhält  man  .mit  üüiie  der  Gleichungen  2)  ohne  iSchwierigkeit; 

a 

eeeii  :s  ^  j-eoettfangSeoe«» 

fl  .  ^ 

coso  =  —  j-sintttangucosw; 

alee  mU  UOlfe  der  dritten  der  diei  in  Rede  stehenden  GleidMingeB; 

aeoscDsino 


eeewasT 


coso  =i- 


costoss 


V Alnö*  +  6*cos<ii«* 

osin  oasin  o 
V^a*8inö* + 6*cos  ö*  * 

6  cos  (3 


In  welcher»  Formeln  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  ein- 
ander beziehen.  Denken  wir  uns  nun,  um  zu  ermitteln,  welche 
Zeichen  in  diesen  Formeln  zu  nehmen  sind,  in  der  von  dem 
Beobachtungsorte  ans  in  dessen  Meridian  »Ebene  senkrecht  gegen 
seine  Nonnale  gesogenen  Geraden  einen  beliebigen  Punkt,  dessen 
Entfernung  Ton  den  Beobacbtnngsorte  q  sein  mag;  so  Ist  die 
dritte  Coordinate  diesen  Pnnktea  In  einem  durcb  den  Beobnei» 
tnngeort  als  Anfang  parallel  mit  dem  primitl?en  Systeme  gelegten 
Coordinatensysteme  offenbar  in  ySlIiger  Allgemeinbelt  ^coi«^ 
also  nach  dem  Obigen: 

p6cOS  6) 


yf  aHiu.  (J^  -f  6^co«u^ 
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Iht  um  dber  CSfeatdinate  Hüter  dm  gomadilM  Vnnmt* 

Mtm^eo  aftobar  immer  positiv  uti  omI  «iicb  omS  «tete  poflifi» 
bft»  lo  sieht  maD»  daae  man  in  dem  TOtatehenden  Anadmeka 
ilaa  aneli  fiber|»aitpt  in  den  obigen  AoadrOcfcen  der  Coainpa  der 
Wfadtef  n,  e,  w  die  olieren  Zeichen  nehmen,  folglich 

neos  tösin  (3 

cobtt  =  — 


3)  .  .  .    <  coao  = — 


tin< 


V«*«in  ö* + cos  ö*  * 

nein«  ein  S 
Va«ainO*4^6Se(Mi9»' 

6  cos  5 

cos  19=       "7^-^;  -  -..  ■   — 

V a*«inS*-|-^coa9* 


Weil  die  Schwingungsebene  des  Pendels  durch  den  Beob* 
adiluQgäort  gellt,  so  bat  ibre  Gleichung  im  AilgemeiDeD  die  Form 

die  iN<jriiiale  des  Beobachtuii^sorts  io  der  ^cbwiagnaga- 
üegi»  ao  iai  nach  dem  Obigeo: 

Ab^X-^Bl^Y'^  Cn'ZssO 

,  wenn  man  för  Z  ihre  Warthe  ana  1)  aetit: 

AbcoB  (tt  cos  Ö  4-      sin  fu  cos  u>  ^  Ca  sin  ca  =:  0. 

Ziehen  wir  7on  dem  Beobachtnngaorte  ana  eine  auf  aeiner 
Henaale  eenhrecht  atehende.  In  der  Schwingoogaebene  liegende 
CSende  nnd  beieichaen  die  von  dieeer  Geraden  mit  deo  positiven 
Thailen  der  Coardlnatenazen  etegeechloaeenen»  180<*  nicht  dher- 
atetgenden  Wtohel  dnrch  ti|»  vi,  wi,  ao  eind  die  Gleichongen 
dieeer  Geraden: 

x-X  y~Y 

ceent      coavi  ooai^* 

Weil  diese  Cierade  lo  der  Öcbwinguiigsebene  liegt,  ao  lat  nach 


4co$ui     licoati  -f  Ccostßi  =0, 

wefl  dieaethe  aof  der  Normale  den  Beobachtnngaorte  aenh- 
ntehl,  ao  lat 

I   coaai'coaHi cose'cosoi -|- cosic'cos«!  =3^,  . 

1  xxvm.  ie 
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wo  fflr  CM«',  008©',  eoBVB^  llure  obigea  W#rifae  la  iMrtxea 
Atta  dfesen  baUtn  GleiehiiBge»  «rgvb^n  «loli  dl»  iM  fblgMi« 


m  m 

(A  C08  lo'  —  Cc4Mt  u'}  COS  tfi  —  (  Cco8  c'  —  ^  COS ip')  COS  sU» 
(J^cosif'  —  ^cost5')  cosrj  —  (-^cosmj'  —  Ccosm')  cos  tl?i  =0, 

und  man  kann  aiso«  wenn  G  einen  gewissen  Factor  beseicbneU 
offenbar  setzen: 

Icostfi  =  G(CeoB9'  —  Betmu^), 
QQB9i  SsiG(AeOBW*  —  Ccos«')» 
cos  f0]  =  G(B  cos  u'-'A  cos  p') ; 
werans  aifli»  weil 

cosiii' -l*  coss^' -f  oeetoi*  £=  1 

ist,  aogleieh 


1 


Vlicöso'--Äcostt')*+ (i?co»ir'-6cos©')*+ (Ccosii'--^< 

crgiebt. 

Bezeicbnen  wir  den  ISO''  nicbt  überstelgendeo  Winkel»  welcben 
die  beiden  Ton  dem  Beobachtungsorta  aus  senkrecht  gegen  des- 
sen Normale  in  seiner  Meridian  Ebene  und  in  der  SchwipgQDg»- 
ebene  des  Pendels  gesogenen  Geraden  mit  einander  eiDsehUeia««^ 
dorlfh  B,  so  ist 

oosd&:coattcosif|  *f  cosscos«! -I- cos«s«osi0i»    .  . 

also,  wie  man  mitteUt  der  Formeln  2),  3),  4)  leiclit  iiodet: 

0)  .  .  .  .    ceBd=-*€f(ilsin(s— Ueoso)» 

wo  für  G  sein  obii^er  Werth  zu  setzen,  wegen  des  Vorzeicheoa 
aber  die  folgende  Bestimmung  zu  geben  ist. 

Die  Projection  des  naeb  dem  Beobacbtongaerta  _  _ 
Erdhalbmessera  auf  der  Ebene  des  Aeqnatora  woUeo  wir  ala 
positiven  Tbeil  der  Amb  der  ^  ctnea  vsehtwfaikügen  Goordinatm 
Systems  der  Xi^i?!  mit  dem  Mitteiponkte  der  Erde  als  Anfang  a 
nehmen;   die  Ebene  des  Aequators  sei  die  Ebene  der  ^gjr/i,  unti 
der  positive  Theil  der  Axe  der       werde  so  angenomroeo,  das«- 
sich«  am  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  jr^  dun^ 
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9» 


1*  mbM  WM«!  C^t^i)  Miidiirdb  m  dMi  pmNIveft  Tbeil* 
fti^  Air  3f|  tu  gelangeo ,  \m  Slime  4«r  Drekmig  d«r  Btd«  «n  Hirs 
Ali  tüfty  wmm ;  d«r  iMMsttl?»  TbeH  d«r  Az»  iir     «ei  iw 

Mittolpuiikte  der  Erde  nach  dem  Nordpole  hin  gerichtet«  und  falle 
aI§o  mit  dem  positiven  Theilc  der  Axe  der  r  zusammen.  Dann 
hat  man  nach  der  Lelire  von  der  V'ervvandluug  der  Coordtnateo 
beLiüiitlich  die  folgendeu  Glelcbungeo : 

jRi  SS  3f  «hl  »'-f  er  «oe  tt» 

^1  =:^cos4D— 'Xsin  Go; 

nd  «ied  oim  jy,  «  and  er|,  5^1 ,  zx  die  Coordinates  einee  k  der 
fw  ium  £eobft{;htiiDg8orto  aie  in  der  Schwingongetbene  auf  der 
Nmeli  des  BeebecbtoDBeoits  senicreclil  gengeeea  teadea» 
KDtfernQng  ¥imi  BeobeclitoQKeerte  9  icl;  «o  iel 


=  l'sio  lu  f  A'cos fio    p (sio  o cosO|  -|-  cos  ooesaci), 
jfi  ssFceett— J^8iDo-|'9(c<»B•coe«|^ei{l«coet%); 
ab«  eaefc  1),  3),  4),  wie  man  leidit  iodet: 

^  .  p(7a(yleie  « — ^coso>)sinQ 

V  a-8inü*+62co<*<j« 

■ 

Qf!]a(A  COM  fo  -|-  -i^stn  1»)  sin  üi  —  €h  cos  (5  } 

^*  -  Vfi*8S«ö*  + 6>oeee< 

Weil  eni  aber  aacb  dem  Obigea 

^^cosoncosQ  -|-i?6sin  a»coisc3  4-  Casinü  =:  0, 
Md  iblRfieb 

^  cofi  0)  ^  iß  siD  0)  =^ —  ^  Ctang  ü 
iii»  ao  iat,  wia  ana  leicbl  fiadeti 

ef;r  V    sin  M^~f6^;ös"5> 

Ntbaien  wir  nun  die  von  dem  Heohnchtun^sorte  aus  senkrecbt 
aaf  «elaer  N<Mrmafe  in  der  Schwingiingsebene  gezogene  Cverade  so 
la«  4baa  aie  auf  der  Seite  des  Meridiaae  dea  Beobaetitungsorte 
legt'  nacb  welcher  hin  sich  die  Erde  bewegt,  so  igt  ^,  offenbar 
peaüv»  «ad  aaa  dar  TetateiieDden  Glekluwig  erbellet  also,  daee 
der  m  abaa  ganaebtea  Veiaaaaetinag  daa  Vetieicbea 

le* 
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▼on  G  inmiOT  m  iielini«ii  nm»  dtM  das  ProMit  OC  segafiv 

wird,  wobei  man  nicht  unbeachtet  lassen  darf,  das«  cosS  steU 
positiv  ist»  weil  de?  absolute  W  t^rtii  von  CJ  nicht  grösser  als  00^  ist. 

Di«  Lage  dar  Sehwingungsebene  dea  Pendela  wollen  «Hr  um 
jetzt  dnrch  die  gerade  Linie  beatinmt  denken»  In  ^welcher  iren 

derselben  der  Horizont  des  Beobachtungsorts  geschnitten  wird, 
Wullen  afn  r  iriimor  mir  den  einen  der  beiden  Theile  ilioser  Linie, 
in  welche  dies*  lh<^  von  dem  Beobachtunffsorte  cethrilt  \\ir(l,  in's 
Auge  lassen 9  und  werden  im  FolLcnti«  n  (ii<  s<ml  I  lieil  der  iCürze 
wegen  die  Schwingungslinte  nennen;  der  Tbeil  der  Mittagaliaie 
des  Beobachtungsorts,  welcher  von  dem  Beobachtnngaorie  ana 
nacb  der  Seite  des  Nordpola  der  Erde  bin  liegt,  aoll  di^egen 
▼on  Jetit  an  die  Merdlinle  genannt  werden«  Die  von  der  tSehwin- 
gnngsllnie  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  s,  y»  s  ein- 
geschlossenen ,  180^  nicht  dberateigenden  Winkel  wollen  wir  reapoe* 
tive  durch  a,  ß,  y  bezeichnen,  und  der  von  der  Schwingiinfrslinie 
mit  der  Nnrdlinte  ein(>:eschlossene  Winkel,  indem  uian  diee*ea 
Winkel  \()ri  der  Noiillinie  an  nach  der  Seite  des  Meridians  des 
Beobachtungsorts^in,  nach  r  eicher  die  Bewegung  der  Erde  gerichtet 
ist,  also  eigentlich  der  Drehung  der  Erdo  entgegen  *)p  vonObiadfiO^ 
s&hU»  aoli  durch  0  bezeichnet  werden.  Unter  diesen  Yoiana» 
aetanngen  sind  die  Gleichungen  der  Geraden«  in  welcher  der 
Horliont  dea  Beobachtnngaorta  voo  der  Schwiagnngaeiiene  den 
Pendela  geaehnitten  wird: 

coao       cos^  coay 

oder  nach  1): 

JC  — ocoscpcos  5  y~  r/sinoocoscd  z  —  bein  (3 

coaa  cosjS  coay 

Da  diese  Linie  auf  der  Normale  dea  Beobacbtungaorta  aenicieebt 
atebty  ao  lat 

cosocosti'  4-  cosjScosü^  -|-  cosycosto'  =0» 
alao  nach  2): 

6coaacoa«»coaQ-|-6coa/?8inocoaS  -facoeyalnSsO;  / 

und  da  die  in  Rede  stehende  Gerade  In  der  ächwingnngpnheM 
liegt»  deren  Glachnng  bekanntlich 


*)  Wenn  inait  Hi(  h  .  im  Hcobaclittin^sorle  at«hf«id .  das  Gesicht  aach 
Konieo  gdkebrif  xugiaich  mit  der  Erde  fortbewegl  deniti. 
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au*  Hfum  GesicAi^unäim  dargeutiU,  tic.  ^87 

iit,  M  Ist 

ilcos«-f  Beomß-^  Ceosy  «0. 

Daher  bab^n  wir  swUchen  deo  GrOsseu  C  dw  swel  GM- 

chmgeo: 

Jcoaa -f*  ^cos/? ^CMy =0» 

»4  bcnieluMt  also  €?t  einen  gewleaen  Factor,  so  kann  roao  setseo  : 
ii  =     («coe/Ssui  Q-^^eoe/einneoeS), 

B=  Oi(ö  eosy  cos  »eosU—'aQOBasiao)^ 
C  s  Ir|5(co0«8m  »cos  J)eo8  o>)  coe 
Alao  iel,  wie  man  leicht  findet: 

A&iü  »—£coHu)=Gi{a  (cos»  a  coä  o»   cos  ^ein  a)  sin  o   6oosf  coeö } 

Ccoee'  — jBcosto'  =  Gi  cos«  V^ö^sinö*  -f6*cosö*, 
A cos to'  —  C cos u'  =  6ri  cos ß  V  tt^ äiu ö*4^'5*cösö*, 
BcMtif  ^AeoBV^  =  G|  cos y  Va* sin ö ^       cos^^ j 
weM  MD  immer  die  ena  dem  Ohlgen  beinumle  Gleichung 

6eeeacoso»co80 -|~  6<^os^siD  ucosO -f<  acosysinä 
a  berifokeichtigen  hat.  Abo  Ist  nach  4): 

coetfi  sGC^cosffV i^sincIs^^scoacS*, 
7)  .  .    {  eeee^  ^GGicoaßV^ a>elnS>4.6Sco8i5*, 

€08  tO|  =  6r  Cr|  cosy    a'sloc5'-i-6*co8cS* ; 
h%Hch 

f22  /;  a  _  1  

^  ''^  ~o»8ln@«  +  6^cos45«' 

Man  kann  aber,  wie  aus  dem  Obigen  sogleich  erhellet«  onbe- 
«ciudet  der  AUgemeinheit  Cr^  =  1  seUeo.  Dann  ist 

V    sin  d)*  -|-  cos 


OMgCD) 
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9BB  fruuett:  TU»rit  dt$  y^memmii* 

fol^Ucii : 

WeoD  DOD  dl«  ScbwIngongsliHl«  anf  der  Seite  dea  lleridi 
dea  Beebaehtimgaorte  liegt»  nach  ireleher  die  Diefaoag  der  B 

•gerichtet  ist,  so  ist  es  nach  den  Oblp^en  offenbar  ^erstattet,  #c 

foigiicii  cos  cos 6^,  j9iii6^  =  si»6  zu  äcUt^u,  utiü  sauib  i 
Obigen  ist  also  io  diesem  i  aile: 

^      ^  fl  (ceaacea  m  -j-  coapaip  m)  sin  5 — 6ceay  eea  g 

das  Zetchen  ao  gettemmeu,  daaa 

  6  (cos«  sin  M — coapcoa  m)  cos  5 

d.      weil  eeaci  peaitiv  iat»  daaa 

negativ  %vird;  weou  dai^ei^eii  die  Schwintjungsliine  auf  der  ent 
gengesetzten  Seite  des  Meridians  des  Beobaclitungsorts  liegt, 
niuHs  man   offenbar  St=0  \  ISO^,   also  cos  ^9  —  —  cosfy,  81 
— sind  setzen y  und  nach  dem  Obigen  ist  also  io  dteaeia  Fal 

^        «(coöacos  Cd  —  cos/?isin  ca)  sin  g5  —  Acosvcostt 

V  a^sinö^^-lrAacosö» 

das  Zeichen  so  genommen da^fei 

QC—  ±  ^  /?  cos  fl>)  cos  5 

V  a^sinö^^  6'^cosö' 

d.  b.»  weil  coaS  positiv  iat»  daaa 

i.  (cos  «  alD  (0    cos  ^coa  m) 

negativ  wird. 

Sind  jetzt  y,  %  und  xi  ,  y, ,  2i  die  Coordlaaten  einea  fe 
liebigen  Pbobtea  der  Scbwlngungslinie,  dessen  Entfernung  f 

dem  ßeobachtungsorte  q  ist,  in  den  beiden  vorher  eben  so  bezei< 
neten  Coordinatensystemen ;  so  ist 

und  folgücb  ganz  auf  dieselbe  Art  h  ie  oben  io  eia^  akaiicbsAfalJ 
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tfiü  MM»  SesicMüfiwUtiea  dargnuiU^  etc.  SÜ 

31^  =  yeo««— jr«iB9-f  p(eo«fico«^-^aiii»eosa); 

»Uo,  wie  mao  leicht  findet: 

aiN»  wefl  in  ersten  der  bdden  oben  mitencUedenaii  Fiile 
Adnr  pemtiY»  bi  «weiten  offeDbnr  negativ  ist,  4le  (6*M 

oeB0«to«  —  eoe/leoe»  • 

im  ersteo  Falle  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv.  Hieratis  er« 
giebt  sich  mittelst  des  Obigen  aaf  der  Stelle,  das«  in  beiden 
FÜleD»  alao  in  völliger  AUgemeiobeit« 

_  a(ce8irec(siD4-co8|f«iniD)8lnO'^6eoeircoelk" 

^^j^SS»^  Mm  Illing   -_rr-- — -rm^TTr:.-: -^_-y»*'*~^?**>i>fiT»r  »  ' 

odtr 

cos y cos  ö)  —  (cos  «cos  ci>-|-  cof;  5  sin  &j) sin  o 

eo8Q^  =   _   

V  a'sio  o*  +  6*  cos 

|ei»et2t  werden  maes. 
Weil  belnontlich 

6^  a  cpe  61  coe  w -|- ^coe^ein  c»  €08  Q -l- o  coeysin 

aad  iblgtlcfa 

€08  a  cos  o -f  co6^  sin   =  —  ^  coe}»  tang  u , 

ooa/s*-  -  (cosaeoe  m    toBßt^  w)  eotH 
so       wbijnM  leiebi  findel: 


cosy  y  g^eio        t*co8  5^ 
  (co8aco8»-H?oe^etoie)  V o^einQ'^  +  6^coeg* 

» int  ftmer 

810  ««=1  

5^1  —  cos    ^  ^  C0*    tang  Ö*  r 
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folglieh,  i  wMih  MamiM 

co^  Ä-' 4- cos -f  CO«  y*  =s  1 , 
ond  oacb  dem  Obigen 

p  co8y^tangc5*s=(coBcrco8iii  'l-cos^eiiio)^ 

i«t: 

Bin@*=  cosa^-f  cos/J*  —  (cosacosoi  +  C09  ß  sin  n!jt^ , 
woraus  sieh  ferner  leiebt 

%    sin  6*  =  (co/sasincd  —  cos^cos©)', 

und  daher  nach  dem  Torher  BewieeeDen  olenl>ar  in  völliger  AU- 
l^emeinheit 

sInO       (cosasio«  ces^eesm) 

ergiebt.  Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden,  fGr  unsere  fernere 
UatersuchuDg  sehr  wichtigen,  ^anz  allgemein  güitigeo  Formeln: 


_        cosy  V^aMncS**f  6*eesc5* 

COSVs  — i  T  ü  

0  cos  (•> 

(^)    \       _    (costtcos  n  -f  cesjtoin«)  V  a%«nSH6*eosg' 

asinS  * 

sin  8  =  cos^eos      eos«sin  o. 

Bevor  wir  in  unseren  analytischen  Betrachtungen  weiter  fort- 
schreiten, wollen  wir  zuerst  zeigen,  wie  die  Lage  einer  Eheoe 
hestinimt  wird,  die  durch  eine  gegebene  gerade  Linie  geht  uuA 
gegen  eine  gegebene  Ebene  unter  dem  kleinsten  Winkel  i^eneisl 
ist    Zu  dem  Rnde  sei  in  Tal.  Iii.  Fig.  10.  die  gegebene  gerade 

Linie  AjB,  und  MS  <^i  die  gegebene  £bene.   Durch  den  Durch- 

sehnittspnnkt  B  der  geraden  Linie  AB  mit  der  Ebene  ilfiV^  siehe 

man  in  der  lettteren  die  beliebige  gerade  LinI»  DB,  ttNe  Ten  A 

auf  die  gegebene  Ebene  des  Perpendikel  AAi,  auf  die  Linie  DE 
das  Perpendikel  AC,  und  ziehe  die  Linien  BAg  und  CAg.  Dana  ist 

AAt  =:  AC.  sin  A CA^ , 


AC^ABMnABC\ 

also 


AA^  =  AB .  sin  ABC .  sin  ACAi 

eder 

AA, 


sin  ACA.  —  --       —  1, 

*  ab.w^aBS 
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Di  hm  V«ffhiltidM  d«r  Lloieii  AAt  mU  AB  coMlinl  W 

der  Wiokel  ACAi  ein  Minimum  werden,  wenn  mnABC  ein 
Maximom  wird,  also  tür  ^AIBCs:^,  oder  wenn  die  Linie  DE 
io  der  Ebene  MN  auf  der  Linie  AB  senkrecht  steht.  FolgUch 
wird  die  gesuchte  £beoe  bestimmt  durch  die  gegebene  Linie  und 
die  auf  derselben  senkrecht  eteheDde«  in  der  gegebenen  Ebene 
liegende  gemde  Lbiie. 

Ferner  v^  ollen  vrir  nns  nun  mit  der  Best  i  ni  la  u  lig  der 
Lage  der  Nc hwingungsebene  des  Pendels  bei  einer 
durch  die  Elemente  o^»  c5,  r  bo^^timmten  z-weiteo  Lage 
des  fieobacbtungsorts  beschäftigen. 

Bei  dieser  Beethnmung  halten  mr  one  gut  an  die  im  Obigen 
Ar  Aeeelbe  entwickelten  PHndplen  nnd  encben  deneelbeD  aar 
•inen  naeljrtineben  Anedmck  in  geben. 

Die  Ceerdineten  des  Beobachtnngeorte  in  «einer  durch  die 
BMiente  o>i ,  o>  r  bentinmten  «weiten  Lege  neleo  JK^«  F| » 
eeialeneii  1): 

secen  %  eee  S  t 
Fi  =  aein«i  ceeS, 

Zi  =6sino. 

Die  180*  alcM  übersteigenden  Winkel«  welche  der  ven  den  Be- 
•bichteageeiie  aas  nesh  d«D  insaeien  Renne  des  Eidli^iieia 
Un  gelmode  Tbell  der  Nonnale  den  Beobacktnngsorts  aüt  den 
feiiliven  Tbeilen  der  Axen  der  ;r,  <  elnscbQesst,  seien  respec- 
life  Hl',  tx,  u>x' ,  so  ist  nacb  2): 

COStl|   ~  -j;      ^    "  ^ » 

V a*sioo*+^*<»«S* 
/  6sin»|  costt 

10)  .  .  .  Y^^x  -vPSS^Pot* 

Die  Uieicbiiogen  der  Normale  des  Beobachtungsorts  sind  i\ 
fsetfi'     cosei'  eosisi'' 

ecosoi  ci>s(«)     6*i««|Costt  asuiS 


Digitized  by  Google 


•deri 


x-^a  cos mi  cosQ  ■    y — as'in  coi  cos Ö      s  —  6 sin (d 

Bezeichnen  wir  di^  Counlinaten  des  Dnrchsc  Imittspunlfts  «Heset 
iS Ol  male  mit  der  .ersten  Schiviugungsebeue»  deren  Gielciiuog 
iauiutlich 

durch  IT,  9«  i;  so  haUeo  v^ir  zur  Bestimiiiiiiig  dieser  Coardir 
MteQ  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

6coe fl94 cosQ     6sm oot* Q~  a  ein ä ' 

Jfr-  X)  +  F)  +  C(f-Z)  =  0. 

DivA  diesen  Unrcheehnittepnnkt  wollen  irir  eine  Gende  lefeq» 
#elete  In  dm  eisten  dt^hwibgmigsebene  liegt  md  anf  der  Nor» 
ntle  des  Beoliaebtmifj^orto  in  selnev  sweiten  Lege  senkraeil 

steht.    Die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Tbeileo  der 

roordiiiateiiaxen  eingeschlossenen,  180®  nicht  übersteigenden  Win- 
kel seien  ti^,  v" ,  ufi  so  sind  die  Gleichiu^eo  der  in  Rede  steh- 
enden Geraden: 

cos?     cose'  eosto^' 
nnd  filt  die  Winkel  n^,  e",      hat  man  die  Gleichn^g: 

also  nach  IQ): 

b  cos  tt|  eos  SS  cosu'-l'^  *ltt  »i  cosQ  cose^    «sin  cS  cos  Ol 

Die  zweite  Schwingunu'^pbene  ijeht  durch  den  Beobachtuiigsori 
(A^FiZ^)  und  den  Punkt  also  ist  ihre  Gleichung: 

4  (ar  -    )  + -  Fj )  +     (I  -    >  =  ü 

oder 

folglich  nndi: 

(r-  Jfi)  +  Ä| (9-  Fl) + Cd  •  A)  =  0 ; 
also  nach  dem  Ubigeo: 
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Die  iwf Ito  IklniingiigieJboaa  gillt  •km  «Mb  ifeidh  4ie,  tecb 
lüe  Gleichangeii 


ctoiiktifiaivlp4ier«ile,  und      Ist  almt 

Die  GIsMiivg  d«r  ersltn  8elnrSBgungteb«ft«  Ul»  wtli  dtor  Pmilit 
(nnO  lo  der«8lt»eB  Hegt,  auch 

uud  da  die  dufcb  die  Gleicbuogeu 

£r"'  -s  s^n?  — 

C081?       C08t»^  00810* 

cliarakteffiairta  Gmde  in  der  mten  ScfcwipgUDgwbaae  ff^«  Mf 
ist  abo  auch: 

Dab«r  baben  irir  siir  BesthniauDg  vod  ^^v'^uf  die  drei  folgen- 
CSIeidiQiigen:  r      ,  : 

ilcoeti' -I- ^coae' -I- Cco8fl9' «5  0, 
6ee«fli|ceB9cos«*4-6elafOi  eoaScea^'+aeieiSeosfii^aO» 

I*^  +  CO»  t>"a  +  CM  lo"«  =^  1. 


V  1 


Ana  den  beldeo  ersten  dieeei  Crielebuagen  folgt,  wenn  ebien 
gewinnen  Factor  besoieboet: 

eoati' s€r' (Cftaln«%  cee  e^Baalnä)« 
cnne*  s  Cr' (iinabi 5 — Cbcon«k  cos 

costiT* = (Bco8    ~  ^sio  o>|}  cos  Q ; 

«nd  min  den  beiden  Gleicbongen 

cosu''  -f  -ßi  cos«''  -i-  C4  costo'  =Q, 
ifi^coatt^eoaS  4- nin  0i  cos  S -f  €\anin&:s  0 

nbSlt  man,  wsod  aucb  G^^  eioeo  gewisssn  Factor  bezeichnet: 

Ai  =  Crj'  (6sin  a>|  cosucosw^-^asinocosr'')» 
Bi  =•  6r|'  (aaiauco6  w''  — 6  com  W|  cos  c3  co»»'')» 
Q  ssCr^'^Cconoicosn''  —  sintti€08t0^s& 

Also  int»  wie  man  leicht  findet,  wenn  der  Kfirze  wegen       •  ' 
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11)..  As3i4]Bm«|Ml»-fMaia«|e6(ilHOi«iB0 
gesollt  wild: 

ü^s  — ^C?iMB(ii*aiBlS*-|-^<MMiö*)— &$2sintf|C00ÖU  . 

G'€?i'|C(a«oioas-f  6»ooo6*)-^cAoioS); 

odoTy  wie  unbes€badet  der  AMgetueiolieit  offonluu  kilnor  gooelit 
werdon  kano: 

!Ai=^A  (a^siD  Q^-^O^co&Q^)~-bSl  cos  »g  cos  Q , 
=  B(a*  sin  cS«-f  ^cos     -  6AsiB  «,  eos  S, 
Cg  s  C(a*siDÖ*4-6*eos5*)  —  a  AsioQ. 

Führt  Dian  iu  den  Ausdruck  ?on      für  C  dio  aus  dem 

Obigofi  kekaBDtoo  Aiisdrtleko 

A  =  acoöpJbiDä  —  6co(»^sin  cacos  (0, 
^s=  6cosyeoss»coscS'-acos«sioc»» 
Css6(oos«siDtt— €os/?oos«)eosS 

ein,  so  erhält  man  nach  oinigen  IsichtSD  Roduetioiion  fiir  A  dstt 
folgendeo  Aasdmek: 

|acosflreos^(ci>^ca|)6ino  \ 
-focos^sin;(fl»-fa»,)sioc»  [eoso. 

Bezeichnen  jetzt  ,  |?i ,  yj  die  von  der  zweiten  Schwingunes- 
linie  mit  den  p<)8iti\(  ri  I  heilen  der  Axen  der  x,y,x  eincjeschluj*- 
senen,  180®  nicht  übersteii^endeu  U  inkel,  so  haben  wir  ganz  in 
derselben  Weise  wie  früber  zwischen  denselben  die  ColgendsD 
Gleichaogeo : 

ilicostfi  4  Bicwßi  +  Ci  cos/i  =0, 

6coso)iCosöcosax  *f  ^t»iuo>^  cosQcos/^^  -f  osio  (äcosyi  =:0; 
also,  wenn  G"  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos  «1  =  G**  (Ci6  sin  obi  cos  o — asin  S) , 

cos  ßi  =  6r"(^|asinö  —  (^6 cos  cosö),- 
cos  Yi  =  G'*b  (i^i  cos  fx>i  —  Ai  sin  a)|)  cos  ; 

und  folglich,  wenn  man  für  ^, ,  ,  t\  ihre  VVerthe  aus  12)  ein- 
f&hrty  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 
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BrnMehoet  endBch  ^  dm  ¥00  dm  sweiten  S^bwingungslipia 

Mit  der  swdteo  Nordünie  eingMcblosvenen ,  gaos  auf  fthnllebe 

Weise  wie  friber  den  Winkel  0  geDomroenen  Winkel,  so  ist  wie 

früher  in  8):   _ 

-          cos  y.  V  <i*8in      +  6^  cos  ö* 
eomBn  =     ■    ^'  i —  ^  

\  ^    (cos«|Cosa)| -j-cosßi  sinoi)  V  o»sin  ö*-f-6*cos5* 

\  «in 6^  sscos^i  cos  tt|  —  cosfff  sin  C9i ; 

and  folglich  nach  14): 

1«) 

cos      =  G"(Bqqs  (Ol  —  A  ein  coi)  (a^sin  ö*  +  6^  cos  ö^*, 

sin      =5^1  (ileoso»|-f  .Bsinfl»i}asinS — Gfteosü )  (a^incS^-f-ft^oso*). 


WoU  nun  6in(e— e|)a8Mecosei —  cosesin^  ist»  so  or» 
bäh  man  mittelst  der  Glelcbangen  8)  and  16)  snvSrdeist  leicbt: 

sin     —  ^i)  =s    G^(Acosß— Bcob  a)  sin  (q-(0|)  (a^sinQ^-fö^sü^)  ^ 

•f  Cr^(iicos«-f  iBcos/})co8(«»^a|)(o^liic5^-|-6*cosö^' 

—  Cr*  j  CCco««CQtO»-hcQ«/?«info)  cotQ(a*ainU*-f  6*co»Ö*)' . 
Mit  Bflefcsicbt  auf  die  bekannten  Gleichungen 

'   eoso*'f-cosj3'-|-cos)^s=  1, 

^  eosacos  MOOS  o -f  «cotSi  4- ttcosy  sin  ü  t=f  0 

findet  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrücke 
Toa        Bm  C  leicbt: 

J  cos/}— uBeosorssoslnS, 
ilcosa  -f  ^cos  Ccosy, 

(costtcos  a> -f  cos /? sin  ca)  coto  ^    ^  co6  ; 
aWo«   wenn  man  zugleich  1 — co8(a)  —  cdi)  =  2sin4(c0 — M|)*  setzt:- 

*  ■ 

17)  «ioC^— *#|)  :=  Cr'    sin  (o—  Oi)sin  6  -fSCcosy  sin  1(0-1  oj« } 

X  (a^sin  ö*  +  ^cosl)^^ 
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Weii  fomer 

tot*  so  erhält  man  suvfirderst  mitteUt  8)»  16)»  11)  leicht: 

i  (^icM^— ilefif«)coi(tt— Ol)  1 


C06(@- 


aeinS 

 SiSTS  '  ' 


alao«  weil 

iloos  ^ — ^coeor  SS  a  sin 

^  Cosa cos  ^=  —  Cco%f 

as  6  (eos  ßtoB  m — cos  asin  0)  eos/eos  S 
SS  6     O  CO«  )r  eos  S 

/*'-e>in  (")vi>s  Scos  (3' 

V  aNinö"+i^ös§*  * 
cosasio  w  —  cos^cos  «>= — sin  S 
ist,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  Ondet: 

19)  .  .    ^^-^-^^^^(««sinö* +  6*00802)« 

'  COS(tt*-*»Oi)  ^  ' 


-     6siM6^[i^-t-6cosOcosf.)  sin  (cj— co^)  V  a^s'in fa'>^-f  6-^costo*] cotö 
'  a(a^  sin     -f  6^cosQ^)co8(c9— iO|)  ^ 

Mit  der  BestimmoDg  des  Factors  von  der  nachhor  die 
Rede  sein  wird,  wollen  wir  uns  jetai  der  Kfirae  wegen  nicht  wel- 
ter heschftfligen. 


Uebergang  sum  Falle  der  Continaltät. 

Wir  wollen  jetzt  annohnien,  dass  sich  o — 0| ,  und  folglieh 
anch  ß—Sg,  der  Null  nähere.  Well  sich  noter  dieser  Vorans- 
setsnng  sin(o~iD|)  der  Noll,  cos(«^0|)  der  Einheit^  and  nach 
13)  auch  A  sich  ofenhar  der  Noll  ofthert»  so  Ist  nach  19),  wie 
anf  der  Stelle  eihellet: 

Llro^|^3  ^1  =        «•+  ^eos®^«  Lhn  G*, 
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C08(6  —  Ö,) 

Lim  ^  ~, 

dt  ow(»— »i)  «Mi  c«8(0  — Oj)  sich  beld^  d^r  Einheit  oäberD, 
du«  pofitiTe  GrSsse  ist,  auf  der  Stelle  erhellet,   das«  Lim 
positive  Grösse  ist   ^iach  14)  ist  aber  offenbar: 


2^i|=(a%iioo*-f^*costt^*  )  -|*(ilasiac^ — Cfreosoicogl^)*  ), 

\  +  b^(Bcüs  (Ol  —  Jsio  a)2)*cos 

alM,  wl0  BMI  mittetot  leMter  Reeli&iiiig  findet: 

« 

Aos  {ieu  IjekaoijtcM  AusdrCickeu  von  A,  B,  C  ergiebt  sieb  aber, 
mi  Rücl^icht  auf  die  Gleicbongeu  « 

«<MIO*  +  C08/S*  +  C08y*  =  l, 

6co8acos  cacos  Ö  4'  ^ cos p hin  tuco^ü  -f-  acosysioö)  =0, 

leicht,  da» 

il» + +  C«  Ä  a"  «in  ö*  4^  6«  cos  ö* , 

ond  folgUcb 

ß»i  1  

i«t.  Also  ist 

folglich,  weil^  wie  wir  so  eben  gesehen  haben,  LimG''^  positiv  ist: 

1 


(a^slDQ^-f-^acoscS*)*' 


Weil  unter  der  gemachten  Voranssetziing  auch  tiuigi(^^«^) 
iieb  der  Null  nähert,  so  ergiebt  sich  aiM  der  Gleiofanng  18)  an! 
^  Stelle  der  folgende  Auednick: 

^^^5in(e^^)  ^  gejeg 

^IB  ist  aber  bekanuüicb 

■  .\ 

taog^=:-^taiigö» 
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wo  ß  die  geogimpbieche  Breite,  eigentlieh  ito  PdLfaölie,  te 
obaehtaDgeorte  beieicbnel;  also,  wie  man  lelebt  findet: 


Vä*elniP-f6»eoe8»'  Vi^fli«9«4'^eeeli*' 

  ft 

folgUcb  nacb  dem  Torhergebendeo; 

* 

2Q)  .  ;  .  .  .   Lim— y-  4=s«nA  ^ 

Ueberlegt  man  aller,  dato 

Bin  {&  sin  (e  —  (9 J  ^  sm  (o)  —  (Oi)     e  —  Ot 

•in(»— «p^)"^     ••-"^  •"•i 

8in((0— fiO^)  ^-»l  »— «l     '  CD — »1 

and  nacb  einem  lielumnten  Satan 

Ist;  80  überzeugt  mao  «ich  auf  der  Stelle,  dass 

Jbim  — 7  7  =ijim  t 

sin(ciii — (Ol)  ce  —  a)| 

folgticb  nacb  20): 

(Q  (a 

21)  Lim  ^=6in^ 

int. 

Hieraus  schliesst  man  nun  aber,  was  einer  weiteren  Erläute« 
rnng  an  diesem  Orte  nicbt  bedürfen  wird,  leicbt,  dass  äberhaapt 

 ^=sinB  oder  S—Bi=iim^t^)mnB 

ist.   [n  dieser  Gleicbung  ist  die  ganze  Theorie  des  Foncanlt- 

schon  Peridelversuchs  eulhalten,  iiitd  man  sieht  aiin  derselben  zu- 
^leicli ,  «la8s  das  früher  für  die  kiipfelftirmise  Erde  bewiesene  be- 
kannte Gesetz  im  W  eismtÜchen  auch  li^iiz  tür  die  eliipsuidiscbe 
Erde  gilt ,  wenn  man  nur  tür  B  luuuer  die  wirkliche  geogra|ihiscbe 
Breite  oder  die  Polhübe  des  Beobacbtongsorts  setzt,  nämlich 
den  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteter 
Winicel,  nnter  welchem  dloNormale  dos Beobachtnnge- 
orts  gegen  die  Ebene  des  Erdftqnatora  geneigt  ist 
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Vier  Aufgaben  über  die  Kegeischmite  and  die  Maxima 

und  Minima. 

Von 

fierrn  l^ofessor  Dr.  Lekmus 
tu  lierlin. 


Erste  Aufgabe. 

Die  Parameter  p,  q  in  der  Gleichung  = |Mf -l" 
ttic«  Kegelschnitt.^  (K)  und  die  Abscissen  x  dessel- 
Aes,  irelcbe  den  Dur^hschnittepookteo  {D)  ▼oti  K  mit 
tlfer  gegebenen  Geraden  (G)  entsprechen,  der  Bedin« 
|Bog  geofigend  zu  beatironien,  daee  die  Inhalte  {Q)  der 
voo  den  lagebdrigen  Abachoitten  dea  IT  bei  der  Dm* 
tfrebang  nm  ibre  Abaciaae  x  erieagtea  KOrper  ein 
MaL  oder  ein  Mio.  werde. 

L  9  e  a  B  g. 

Es  eicbneide  (Taf.  IV.  Fit;.  1  )  C  die  Achse  X  in  in  der  Ent- 
femong  a  vom  Scheitelpunkt  O  unter  dem  Winiiel  a  und  taogo 
*erde  durch  t  auMgedrückt,  so  i8t 

*«MB«  Mcb  p  abgeleitet: 

mä  aach  9  abgeleitet: 

ff)         12(<«  —  ^)  X  —  it«*  -  i^ja^f — =  0 

Tli«il  XXVllI.  IT 
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folgen  ferner  als  die  Bedingnngen  den  Max.  oder  Mio.  dQp  =  O 
ond  dQf  sO,  oder 

(4)  2ip -k- qx)dap  i- a  ::^0 
und 

(5)  3(p-|-9dr)ar«-|-^s0; 

und  diese  fönf  Gleichuni^eii  w  ürden  p,  r/ ,  r,  cxp  und  dx^  bestim- 
men» wenn  sie  nicht  Widersprüche  enthieiteo,  indem  aus  (2)  und  (3) 

dxq : dxp  ^x,  aus  (4)  und  (5)  aber  dxq :  dxp  =  \x 

herfofgelit  DIeseHien  Widersprfiebe  ergeben  eieh  noch  in  4m 
Fall»  wenn  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  iSln  der  entgegengeeetitett  Veilingo» 
mng  der  Aebae  X,  also  o  negativ  angenommen  wird. 

Dieses  Ergebniss  fuhrt  aut  folgeude 

Zweite  Aufgabe. 

Es  sei,  q  als  p^egeben  vorausgesetzt,  p  uod  9  so  an 
bestlnimea,  dass  Q  ein  Max.  oder  Mio.  wird. 

Lösung, 
in  ßeziebung  auf  die  Lage  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  ist 
(1)  px + qafl  =s  (a? — o)*,  I*, 

und  wenn  hieraus  p  entwlehelt  mid  in  0=g-(3pj:^  •f.2^a:')  ein- 
geführt wird:  i 


7t 


irod 

(4)  0*<?x  =  l— 2a<«  +  q)x\ 

folgt 
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In  ßeniehttno;  aul  die  Laotin  Titf.lV.'ii%.a woniendMlte 
cl«9eli  ftiier  Dilgende: 

(6)  |W  +  9^  =  («  +  ar)«i*^ 

(7)  aftr=  |[«*<«  +  lirt^^f  (3l»-^):r»|l 

(8)  0«Q,  =  »[2af«  +  (ai^— y)«g. 

b  lieideo  PÜlen  beitimnien  sich  dasn  dto  smi  Werth«  Ittr 
vfMe  em  Max.  oder  Mo«  liefern  k tonen,  aie  de>  Gleichung 
BQt=0,  nnd  tritt  einer  oder  beide  ein,  so  entscheidet  dann  (4) 
ide?  (8).  ob  ein  Max.  oder  iMin.  gefunden  Ans  (l)  uni  (2) 
(5)  «nd  (0)  tdnd  8ien  die  snig^MSvigen  IVeHbe  iMr  p  und 
Q  m  entnehmen. 


Dritte  Aofgalbe. 

Die  besonderen  Warthe  von  |i  nnd  Q  In  Beiie- 
hing  anf  Tat  IV.  Flg.  1.  fQr  die  Terschledenen  Kegel- 
ichnitie  sn  bestimmen. 


L  ö  a  n  D  g. 

A.  F^h*  die  Pkra'bel,  also  tu  ^r=0. 

Ao«  dQx  =  0  folgt  (3:r  — ii)(a;'-a)  =  0,  und  nur  Sx-asO 
lellM,  wie  etfi^rlich,  für  ^  einen  pomtiren  Werfll^  dib 
tite  «iad  daher: 

a         4  29t 
j;=j»  p=£0al*  nnd  Qaen^^'^  als  Max. 

ft.  Für  die  Ellipse,  also  q  negativ  gevrihit* 
Ei  entsteht: 

p  -2^» 

^  r3«*+^)«  "äT* 
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Fir  die  oberen  Zefcben  wird  Q  ein  Min.,  für  die  tnteien 

Max.;   docii  uur  wenn  festgesetzt  ist.   Zu  eic 

gl 

weder  ein  Blas.»  oeeh  ein  Min.,  indem  an       j  end  p  — 9« 

a^x  =  0  uud  83Q,  =  4<«  ergiebt. 

C.  Für  die  Hyperbel,  also  9  positiv  gewäblt 
Die  Formeln  fVbren  aaf  tilgende  AblMlaBgen: 

a)  Wenn  ^s^ai*  tat. 

Es  entatebt  nur 

a^s^f  psjel*  and  a'l*  ala  Max. 

b)  Wenn  9>3l*  angenommen  Ist. 

Wird  nnter  n  jede  positive  Zahl  >  0  verntanden  und  9  =:  (ß-j 
gesetat,  so  erbäit  man: 

 -2dhV(4-fn)  „ 

;rs5         ^  e. 


nnd 


W  =  p  S"*^ 


als  Max.  iür  die  oberen  Zeichen,  aber  nicht  als  Mio.  tür  die 
teren,  indem  filr  den  absoluten  Werth,  welchen  x  in  diesem 

annimmt,  also  für  x=  a,  ein  />  in  den  zweiien  Z 

fi 

2  4-  v(4  +  7i) 

der  Hyperbel  fällt,  weil  a  grösser  ist  als  dieZi« 

.      p      "2  +  71-1- V(4  +  ri)  j 
9  w  (t>  -f  «) 

2  +  a  +  n)  \  (i±n) 

dajiri  ist  aber  die  Gleicliunc;  iß^px  ^qx^  nicht  mehr  eiitwprccl 
sondern  die  y^=^—px  qx^  oder  bequemer  die  y*=pu-t 
an  welcher 
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und  die  Maxima  und  Mtnir/m,  35^ 

fieh  ergiebt,  worauft  ein  attagesdchMter  Werth  nicht  hemr* 
gdM  biu. 

c)  Für  q  <  3(«, 

BtieichiMt  m  jede  |Kisitive  Zahl  twischen  0  mul  3  imd  wird 
f  difdb  (3— iii)<*  ansgedriiefcty  ae  ergiebt  aieh: 

_2J:V(4^in) 
 5;  «, 

m 

Md 

I 


 ^55  S«^ 


ab  Max.  fUr  die  anleren  Zeichen,  aber  nicht  als  Hb.  Iflr  die  obe* 
raa,  wetdie  Behauptung  ao  *rie  in  b)  an  begrdnden  lat»  Indem 
kwr  p  negaHr  wird. 

Zu  bemerken  ist  hier  noch,  dass,  wenn  m  zwischen  2  und  3 
Ält,  Dur  ein  Zweig  von  G  geschnitten  wird,  beide  al^er,  wenn 
fi<2  \%\\  zu  m  =  'l,  also  q  =  t^,  wird  G  parallel  mit  der  einen 
itymptote,  und  es  ündet  nur  ein  JÜ  atatt»  wosu    =  Vi)«^ 

/»=o(*V2  und  Q^—^ — «jaV  aU  Max.  sich  ergiebt. 


Vierte  Aufgabe. 

Für  die  verschiedenen  Kegelschnitte  in  Beziehung 
»af  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  beaonderen  Werthe  von  jr,  p  vnd 
Q  an  ermiltetn. 

L  0  a  n  n  g. 

Für  die  Parabel  und  t^llrpae  gehen  aus  (7),  BOr  =  ü  gesetzt, 
■nr  negative  Werthe  lür  x  hervor,  zu  welchen  kiin  D  eiJstirt. 
Für  die  Hyperbel  wird,  wenn  9  =  31^  ist,  ;r  sowohl        Q  uega- 

flf,  waa  nicht  entaprechen  kann;  an  iat  die  Unterauchnng 

fcitihiallBiMini  «dt  der  in  GL  h)  und  c)  der  dritten  Anfgabe. 


^  SpiC%er :  fnUgm.  ikf  9MBire9iUU0tMk  9masUP»p'+8^»-^. 


»  •  « 


Iiit^graüoi^  dejr  Differentialgleichimg 

UDtar  jtf'Und      positive  und  unter  m  and  n  gam 

pewjtiy^  Zahlen  verataiidaii. 

Vi« 

Uerru  ätimon  Spitzer 
SB  WieD. 


Ich  cjetze  das  lategrai^  obiger  Dijlereiitiaigleicibiing  in  fplyrs 
der  Form  Toranst 


(2)  jy=y"  tKitt:).F8ii, 


unter  V  und  ip(zur)  Fuiictioneo  vou  u  und  mot»  und  unter  tt|  ui» 
Iis  coDfitaote  Zahlen  verstandeo. 

Au0  (-2)  folgt: 

U'  ==y^  "   w^'ijax)  Vdu ,  "  U^^^Hi«)  ydu, 

1^44^  ^v^rdeii  ii\^e  Wertiie  in  (1^  «ui^stUuirt«  9o  erliait  wan^ 

Üa^  nMtU^e  Glied  des  links  fllehendeo  Atiadrucbi  UM*  m0 
traDcfanniren,  es  ist  aimiich 
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•i 

Mau  hat  deiauücli 

•i 


man  nun 


(4)  ^")(liar)=:ic^l««*->i/;(tiar), 
•t  geht  obige  Gleicbtmg  über  In; 

«I 

=  0, 

wd  dieser  genügt  man,  wenn  man  V  bo  wählt,  da«s 

nd  die  letegiatieiurgrenzeQ  so,  daM 

(»)  |F«i*r(tta:)|"'=0 
wM:    Aus  (5)  folgt: 


und  diees  in  (6)  substitulrt,  gibt  die  fvlelchttogs 

der  man  geaOgt  ffir  »=0  und  für  Ee  ist  somit  das  Inte- 

gral  der  vorgelegtee  Gleichung: 
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^{uxj  1111188  aus  der  Gleichung  (4)  bestimmt  werden,  und  ditsB 
lehrt  Kumiuer  im  19ten  Bande  voo  Crelle's  «lourual. 

Sehr  leicht  ist  ee,  diese  Methede  sa  verallgeiiieioem  und  die 
Grenzen  ihrer  Aniireodbarlceit  zu  erweitern,. 


lieber  die  Constroctioii  der  Korbbögen. 

■ 

Von 

Herrn  C.  JKüpper, 

Lehrer  Aa  der  PnMr.-Oewerbeediale  in  Trier, 


I 

BiNber  hat  aelten  ein  Mathematiker  von  Fach  diesen  au« 
Kreisbogen  zusammengesetzten  Linien  einige  Aufinerksamlceit  zu-  ! 
gewandt«  vielleicht,  weil  die  sie  betreffenden  Fragen  durch  ganz  j 
elementare  Erörterungen  eich  erledigen  lassen.    Dies  ist  auch  | 
wohl  der  Grand,  weshalb  noch  keine  der  Einfachheit  des  Gegen- 
standes entsprechende  Darstellung  desselben  erschienen  ist.  lo- 
dern ich  eine  solche  versuche,  wird  sich  mir  die  Gelegenheit  hie* 
Inn 9  Eins  oder  das  Andere»  das  fflr  die  Praads  von  einigem  Nntien 
Sehl  kwnnte»  hervorzuheben. 

1«  K«rlib<igeD»  tkum  drei  AUMelpaiikteii  besclir leben« 

Erste  allgemeine  Coostruction. 

OA  (Tat  IV.  Fig.  3.)  ist  die  halbe  Spannweite,  O^dlePIeü- 
hübe  des  Rodens.    Man  nehme  MA  >  OB  und  besehreiiie  mH 

JUA  um  lU  cicii  \  iertclkreis  AD,  verbinde  D  mit  ß  und  verlän- 
gere BD  h'is  Uli  den  \  icrtelkreis  in        nun  ziehe  man  EAt,  so 


I 
I 
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trifl  diese  Gerade  dte  yeriSogerte  PfeilhQhe  io  dem  zweiten  Mit- 
tolpnkte  iV;  der  dritte  Hitteipenlct  üegt  auf  der  Spannweite« 

eb«o  so  weit  von  O  entfernt  wie  M. 

Beweb.  Die  Dreiecke  MED,  NEB  eind  ihnlleh,  folglich 
^  ietitere  glelcheebeDkelig:  tiE^NB. 

Für  Hie  Folge  werde  beachtet,  dast»  der  Peripheriewinkel' 
AluD  oder  ^  AEB  z=l  coont.  =  135^ 


Zweite  allgeni'^ine  Constructioo. 

Mit  «1er  halben  Spannweite  als  Radius  beschreibe  man  um  O 
(lai.  IV.  Fig.  4.)  den  V  ierlelkier«  AB\  w'Mt^  anfdieseni  einen  Punkt 
^im  Alleenieinen  beiiebig,  und  verbinde  ihn  mit  Ay  B,  O;  hierauf 
ziehe  ntaci  durch  B  BE\\  B'G,  sodann  EiUJS  {{  GO,      sind  JU, 
ttrei  Mittelpunkte. 

Beweis.  Die  Dreiecke  MAE,  MBE  sind  beziehlicb  ähn- 
lich OAG,  OBG,  und  da  diese  letzteren  gleichscbeokelig  «ind, 
»0  i«t  auch : 

MA^ME,  NB^NE 

Auch  hier  genü£;t  ein  Blick  auf  die  Figur,  uro  au  erkennen, 
Z,AEB  =  ^AGB'  =  135«. 

Diese  AnflSsnng  ergibt  nur  dann  einen  brancbbaren  GewSlbe- 
bogen,  wenn  man  den  Punkt  I?  nicht  auseerbalb  eines  gewissen 
Tbeiles  des  Viertelkreises  AB'  annimmt.   Zieht  man  BG'  \\  BA, 

»o  erhält  man  diesen  Theil,  auf  den  man  sich  mit  der  Wahl  v  on 
G  beschränken  miiss;  lastet  man  G  mit  G'  zusanmienfallen,  so 
^'ifA  MA  =  0,  lind  der  K(Hhhogen  fallt  mit  einem  Kreisbogen  zu* 
sammen,  der  durrh  A,  Ii  geht  und  dessen  iMittel|tuiikt  auf  BO 
Hegt;  fällt  G  in  B' y  so  wird  MA=OB,  iSB=z(x,  und  der 
Korbbogen  besteht  aus  einem  Viertelkreise  und  einer  horizontalen 
Tangente  desselben.  Man  sieht  also,  dass  der  Spielraum  für  die 
ougtichen  Korbbogenfonnen  um  so  grSeeer  ist,  je  grdaser  der  Win« 
^  BAO  oder  auch  dessen  Tangente»  d.  i,  je  grüseer  das  Ver- 
MUtaiss  der  PfeUhGhe  aur  Spannweite.  Es  gibt  also  bei  einer 
«i^sebriebenen  Constmction»  die  etwa  dem  Winkel  AME  einen 
Mebenen  Werth  zuschreibt»  ein  Allninium  jenes  Verbftitniaaes» 
Wi  weichem  db  Construction  nnmOglich  wird.  Soll  z.  B.,  wie  dies 
in  der  Praxis  gewöhnlich  Torkommt,  Z.^ilf£s600,^al8o  Z.AOG 
■»10"  sein,  sf>  miisste  ^G'BO  oder  ^ABO  s^^GB'O, 
«1.  b,  ^ABO  s        «der  ^  GAB  >  15»  «ein. 
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Dritteos:  Ort  des  Anecblusee«  E. 

Der  Puokt  fi,  in  miefaem  die  beides,  des  Kerlib«vm 
meoseteendeo  Krelsbüge»  sich  iierObren,  der  sogensimte  Aosdilnss» 
liegt  aef  eiseni  bestfminteD  Kreisbogen ,  welcber  von  den  Pitnkteo 

Ay  B  begrenzt  ihI,  und  dem  ein  Ceutriwiukei  von  UO^  eat^pcicbU 
Denn  ütet«  ist  ^ALU  =  i<>ü'\ 


Um  das  DreieclL  AGB  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  beeebreibe  mao  etiles 

Kreis  and  halbire  in  0/  den  Halbkreis  AOB,  aus  O'  mit  O'A 
als  Kadiii»  besclircihc  iiiaii  *leii  Bogen  AEB,  so  ist  dieser  der 
Ort  lür  den  An^rMn^s  E.  Zieht  man  BL'  iiorizoütal,  so  begrenzt 
man  auf  diesem  lio^en  ein  Stück  AE' ,  aut  uelchem  jeder  Punkt 
suro  Anschiu^s  gjeuoinmen  werden,  kann.  ^  AE'B  =  aUo 
^£fA0ss4&^,^  ß>  ist  demnach  der  Anschlusa  für  den  Korbbo- 
gen«  der  aus  einem  Viertelkreise  uod  seiner  horiaontaien  Tangente 
liesteht  Gebt  man  vom  Anschloss  ans  nnd  wKblt  E  auf  dem  Bo- 
gen JC  beliebig,  so  sieht  man  leidit»  wie  mit  Hülfe  einer  der 
angegebenen  Verfahntngsarten  die  sogebürlgen  Mittelpaoltte  üf»  N 
zu  erlangen  sind. 

Dieser  Weg  seheint  mir  Ton  allen  der  angemessenste  sn  sein, 
weil  die  Lege  des  Punktes  JB»  in»  welchem  die  KiUmmung  des 
dewolbeboeens  sich  plötzlich  ändert,  tttr  die.  Benrtfieiluüg  der 

Festigkeit  von  Bedeutung  ist.  Wählt  man  E  so,  das«  das  \  er- 
halt niss  der  Radien  der  in  diefcni  Piitikte  sieb  berührtMulen  Kreise 
sich  der  Einheit  mü^Iichöt  nähert,  öu  erhält  man  eine  der  vorzug- 
lichsten Constnictioaen : 

Es  sei  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  31 A  =  x  der  erste,  NB  =y  der  zweite 

Radius,  es  soll  das  VerhSitniss  —  ein  Maximum  werden. 

Ich  ziehe  E^  ||  E*Bs  verbinde  E  mit  B\  diese  letztere  Linie 
trlül  die  AE'  in  D,  so  dass  ilfi>  vertikal  nnd  s«;  demnach  ist 

X x$  =  ME:NE=:  DE:  BE = £d :  £d  4^  BE'. 

E9  BW? 
Das  Verhfiltniss  J  f^  gf^f  Maximum«  wenn  —g^ 

ein  Minimum,  oder  da  BE'  =  const.  =  OA~OB,  wenn  EÖ  ein 
Maximum  wird,  d.  i.  wenn  £  die  Mitte  des  Bogens  AE'  wird; 

Es  sei  also  Bochen  AE  =  bo^^ii  EE' ,  ji^BAÜ  =za,  OA^m, 
OB=iö.   Man  sieht: 
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MüppiSt^:  i/€äer  die  dmsiruMm  der  äorbMim, 

E  \8i  mithin  der  Mittelpunkt  des:  in  das  Dreieck  AQB  beschrie- 
benen Kreises,  woraus  eine  hekannte  Consfruciiou  sich  ergibt. 

Ferner  dcmken  wir  um  den  zam  Koch bQgen  geh o ringen  Kreis 
kMebriebeo,  welcher  durch  E,  D  geht  and  die  AB  in  F  trifft, 
M  wird  auf  dieeefo  Krdse  Bogen-  il£=&-BogeD  EF^  also  EM  ia 
a  auf  AB  aenkn»p|pt  sein,  üelierdiea  ist.  Sehne  EE'^S^hpe  EF» 
abo  BP=iBF;  nnn  war  aber  BE'ssOA  —  OB^a^b,  folg- 
Bdi  BFssa^b.  Man  findet  dtanacb  mmiitlelbar  den  Pbnkt  F, 
wenn  man  BF  gleich  der  Diffetena  dßi  halben  Spannweite  und 
der  Pfeilhiihe  nininit;  errichtet  man  darauf  in  der  Mitte  //  von 
AFmT'AB  die  Senkrechte  HiUjS,  so  erhält  man  die  l^titikte  Af  ,  N; 

Die  Radien  y  berechnen ,  betrachte  man  die  ähnlichen 
Dniecke  MAB,  AGB  und  HBH,  AGB,  nnd  setxe  V^T^ 

Da  E  der  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  AQB  beschriebe- 
aeo  Kreiees  ist»  so  folgt: 

t 

C  € 

somit  äC=o.->  yss^.j. 

AHt  di^sea  RfiMooeo  folgt  upcbs 


uitd 


II.  Der  aus  fBnf  HUttelpunkien  Ikeacbriekene 

Korbbogen. 

Der  erste  Mittelpunkt  M  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  ist  nur  an  die  Be- 
^hignn|>  MA  <^OB  gebunden;  aber  der  auf  der  verlängerten  Pfeil- 
böhe  anzunehmende  dritte  Mittelpunkt  iV  ist  nicht  mehr  g^nz  will- 
küfartich,  nachdem  schon  ilf  gewählt  wurde.   Seien  nämlich  AE, 
,  BB  die>  ÜMisbdgmi .  weldw  diircii  obw»  Mtm  lk«fl»  EF, 
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dmen  Mittelpunkt  P  sei,  verbuuden  werdeo  können.    Da  PE 

=iPF=z,  SU  lülgl: 

ÄP+PW«^-2)+(z^:r)=sf-«. 

jr»  3f  «ind  vmn  der  Lage  von  J/,  N  abhingig,  mui  damil  ec  «Um 
Plinkt  P  gebe,  weleber  der  Glelcbong 

MP-^P^  =  yjt       •  (1) 

Genüge  leKstet,  iimss»  vor  allem  AZA  <  V  —  «ein. 

Jedem  Punkte  M  eot«pricbt  nun  ein  Punkt  i¥'  eo,  dann 

dienen  Punkt  erbSlt  man  durch  die  erste  der  beiden  vorigen  Con* 
structioiicii.  Wird  nun  iV  unterhalb  die^eö  Punktes  A'  angenoui- 
nien ,  so  hat  nmn ; 

ulse 
ninn 

FOr  die  Punkte  wie  r,  oberhalb  iV',  ist: 

Br-^r=Ä^'-.iVV— ar  =  iWA'— iV'r,  d.h.  iTr— :E<illr. 

Uieraiis  lol^^t,  da68  nur  bei  der  Aouabme  A  unterhalb  A'  die  Cou- 
«truction  möglich  ist. 

\\  cjiij  4iber  A  so  gewählt  wurde,  dass  /l/A  <  1/  —  jr,  so  sei  P 
60  hestininit,  (lass  3JP^PN  =  y  —  x;  dann  ist  M  P  ^-x=^^  —  AP, 
demnach  ist  die  Üt^diii^ung  (1)  erforderlich  tnui  hinreichend  für 
die  Ausführbarkeit  der  Construction.  Ist  dieselbe  erfüllt,  so  ist 
dadurch  ein  Ort  für  P bestimmt»  nttmlich  eine  Ellipse,  deren  Brenn- 
punkte  AI»  N  sind  und  deren  grosse  Achse  y — x  ist.  Auf  die- 
ser Ellipse  liegt,  wie  man  leicht  sieht»  der  zur  Deterrainntien 
dienende  Punkt  2V'. 

lU. 

Scbllessiicb  möge  hier  ein  geometrischer  8atx  Plata  findei^ 
der  eine  Generalbation  des  lilr  den  Anschluss  gefundenen  Orlen 
ausdrückt  und  ebenso  leicht  zu  beweisen  Ist 

» 

Wenn  man  swei  Punkte  A,  B  (Taf.iV.  Fig.  7.)  durch  zwei  sieb 
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an  einander  schlienffenae  KreisbSgeiii  Y«rUBdfl,  wticbe  In  dm  ge» 

gebenen  Punkten  zwei  gegebene  Tangenten  {AT^  BT)  babe»*  so 
besteht  der  Ort  de»  AnKchlimses  aus  zwei  Kreisen,  welche  duidi 
A»B  gehen.  Beschreibt  man  um  das  Dreieck  yl  77i  eiwcii  Kreis, 
und  halbirt  die  beiden  Bogen  dieses  Kreises,  welche  ii  zu 
Endpunliten  haben»  so  erhält  man  die  Mittel|)uukte  der  beiden 
Ortfikrewe. 


Grondzüge  einer  Theorie  der  Poiaren* 

Vo» 

Herrn  C,  Küpper, 
Lehrer  an  der  Prov.- Gewerbetehaie  in  Trier. 


Im  ISacbstcliendon  beabsichtisre  Ich  einnri  analytischen  Nach- 
«ei«  der  Existenz  barmoniitcher  Eleniente  d»»r  Kegelschnitte  zu 
föhreo.  Ich  glaube  dies  aof  einem  sehr  einfachen  Wege  erreicht 
n  haben,  und  obwohl  dieser  Beweis  für  sich  seibat  verständlicb« 
md  nach  so  oftmaliger  Bearbeitung  das  Interesse  an  Untersuchun- 
fee  <ber  die  Polaien  merlilicb  erkaltet  ist,  ao  hoffe  ich  doch» 
daif  in  lUlckaicbt-  auf  den  Zuaammenbang  der  Leaer  geneigt  nein 
ilM»,  ehdge  WeitlSafigkelt  an  entaebnidigen »  aowle,  daaa  ea 
Maadwin  nen  und  erwAnacht  aein  wird,  die  harraeniaebe  Tbel- 
hag  «oa  dem  CSmndpHnzip  der  Pelarentbeorie  hergeleitet  an  aeben* 

Ich  bezeichne  Punkte  mit  groaeen»  Gerade  mit  kleinen  Bncb* 
■taben;  Ar  die  Gleicbang  einer  Geraden  a  gebranehe  ich  den 
Aaadmck  a^O,  ▼erstehe  also  nnter  a  irgend  eine  lineare  Function 
M  0?,  jf,  Soll  anagedriirkt  werden,  daaa  ein  beatimmter  Punkt 
^(pc,  if  oder  y,  9)  auf  der  Geraden  a  liegt «  ao  geacbieht  diea 
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amei  Punkte  ^,  ^  >6ine  (gerade  die  C^enidcr»  r/.     «der  <He 

f^rinkfc         />    fipis^en  ein  P?i»r,    imrl  i^w^r  ein  (<or«icieii|^iaitf  <ii<0ti 

i^uoiites      oder  ^  »INmlileiipaar  der  U^oMMle«  AS. 

D  Bioil  Fooctioii  iweiten  Grades  mit  iwel  Verlnibrilobw: 

Aar,  y)  s=  il^  Cv«-f  SUC^  -I-  F 

kann  als  besonderer  Fall  folgender  Functioo  mit  vier  Verioder- 
licben         jr»  9  angeseben  werden: 

Diese  letztere  Ist»  wie  die  Schreibweise  zeigt,  so  gebildet,  dass 

sie  in  Hezii^^  auf  (x^  y),  (r,  syniroetrisch  i^t  und  durch  Eiii> 
fübruug  von  x,  y  statt  )C,  i)  in 

f(x,  y,  Xy  y)  =  f(x,  y) 

übergebt  ^) =^  stellt  eine  Linie  zweites  Grades  dar.  Geben 
wir  Xpiffftf^  solehe  Werthe»  welebe  A^»9ft^»9)=0  befHedIgeo» 
so  ist  biefdoreb  eine  besttnimte  Beilebting  zwisdbea  den  Ponlcten 
x,  y  und  den  ir»  9  bergesteilt  Dem  Punirte  Pif,  v^')  entsprecben 
nftmllcb  unendlich  viele  Q{x,  y) ,  welche  aof  der  bestimmten  Geraden 

liegen.  Ist  irgend  ein  Punkt  Q  dieser  Geraden,  d.  b.  ist 

^r,',„'=Af',9'.Ä',y')  =  0,  (I) 

so  folgt,  dass  (r',  w')  ein  Punkt  derjenigen  Geraden  p  ist,  welche 
Q  ebenso  entspricht,  ^ie  q  dem  Punlite  P.  Denn  es  ist 

und  (I)  Ist  Identisch  mit 

Durch  die  Angaiie  einer  Linie  swelten  Grades  ist  also  das 
Syntem  4er  Geraden  und  Pnnkte  in  der  Ebene  so  geordnet»  dins 
jedem  Punkte  P  eine  Gerade  ^  imtnpricht,  welche  seine  Pelei% 

heisst,  nnd  dass  die  Polare  irgend  eines  Punktes  Q  der  Geraden 
den  Punkt  P  enthält,  welcher  der  Pol  der  Göradeti  q  hfeisst: 

L  Die  Polaren  ailer  Punkte  (Q)  einer  GeMdnn  {q)  «ntteliin 

den  Pol  P  dieser  Geraden. 

%  Die  Pole  aller  Geraden  />  eines  Punktes  P  liegen  in  der 
Polaren  (9)  dieses  Punktes;  bctrachlen  wir  nimlieb  jP 
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ab  genieingianien  Punkt  der  Geradtn  so  muss  seine 
i*«kTO  mmMi  1.  dea  Pol  einer  Jeden  dieser  Genden  «nÜMlten. 

2)  Wenn  eine  Function  /^veiten  (iradcs  aU  das  Product 
iweier  linearen  Functionen  fi,  h  angesehen  werden  kann,  so  stellt 
«.^  =  0  das  G^^radenpartr  a,  h  dar*  In  diesem  Falle  ist  die  ülei« 
cbaog  der  Polare  von  P{x,  t))i 

.,=  «.6,  ,  +  6.0,  ,  =  0. 

tes  diese  Gtelchnng  hat  die  In  1)  ausgesprocliene  Orondelgen- 
BckafL  Die  Form  der  Gleiclinng  7.eigt,  dass  q  den  Punkt  ab 
eothält,  ferner  folgt,  dass  iiir  alle  Punkte  (x,  y),  fQr  \velcbe 

rjf  _  9 


6      ^  J 
d.  h.  lür  diejenigen»  welche  auf  der  Geraden 

liegen,  ein  und  dieselhe  üerade  g  erhalten  wird. 

Alfen  Pliiikteii  einer  dnrdi  ab  gehenden  Gereden  p  entepricht 
ib  Peiaro  für  des  Paar  ^  eine  and  dieselbe  Cieiade  9  des 
Puktee  a4. 

Ist  « — a.6=:0  die  Gleichung  von       also  füt  den  Punkt 

^0^>9)'r^  ^^^^  Vorigen 

^'  9 

oder 

$e  defchnng  der  Polare  von  A  Hieraas  siebt  man,  dass  um- 
gekehrt p  die  Polare  aller  Punkte  von  q  ist.  Ferner  lür  das 
Geradenpaar  (p,  ^)  ist  6  die  Polare  aller  Punkte  voo  a,  a  die 
Polare  aller  Punkte  voo  6.   Denn  a  hat  zur  Gleichung: 

(a  +  o6)-l.(a— a&)  =  ü. 

Das  Paar  a,  6  heisst  durch  7,  das  Paar  71,  9  durch  a»  6 
harmonisch  getheilt  Die  vier  Geraden  ^>  g  lieisieo  bemio- 
iiwbe ClüMleii des Poaktee <6 oder ,  a«i6»y  osy 


j 
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3>  Bio  GeradeiipMr  e,  d  bat  mit  mMm  «aderai  «,  ^  ikr 

Punkte  gemein,  nimlicli  «e  oder  il,  md  oder      6«  oder  C,  M 

nrler  /):  es  ^ibt  stet»  ein  drittes  Paar  vvelcbes  dieselben 

Punkte  cuthaU  und  durch  die&e  bestitiiiut  wird. 

Eio  PunlKtenpaar  C,  D  hat  mit  einem  aadeten  B  vier  Ge> 
rade  gemein»  nämlich  AC  oder  a»  oder  6»  JfC  oder  BD 
oder      ee  gibt  etets  ein  dritten  Paar  welchee  dleaelliea 

Oeraden  o,  6,        entbllt  ond  dnreb  diene  bestimmt  wird. 

Jede  Linie  zweiten« Grades«  welche  die  Ponicte  A,  B^  C»  D 
entfaiit«  kann  durch 

fi.ab'\-^.ed^^  (I) 

.   darirfstellt  werden;  er,  /?  sind  unbestimmte  (  oi  Id/ientcn ,  Air  lif> 
soDilere  VYerthe  derselben  bezeichnet  diese  Gleichung  das  Paar  e»/. 

ist  nun  q  die  Polare  eines  Punktes  P  in  Besag  auf  daa  Pkar 
h\  r  die  Polare  Air  das  Paar  e,  d;  so  stellt  o,g-\- ß.rzszO  die 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  irgend  eine  der  Linien  zweiten  Gra- 
des dar,  deren  Gleichung  (1)  igt    (.Nach  1)). 

Die  Form  dieaer  letsteren  Gleichung  zeigt ,  daaa  die  Polaren 
?on  P  in  Bexug  auf  alle  Linien  sweiten  Grades,  welche  durch 
vier  gegebene  Punkte  gehen,  einen  bestimmten  Punkt  (^r)  enthalten« 

Erwa'fjpii  wir  ferner,  dass,  wenn  wir  P  mit  dem  Punkte  äff 
susammen fallen  la.ssrri,  (/  =  0  in  obiger  Formel  (1)  zu  setzen  ist, 
so  folgt,  dass  die  Polaren  des  Punktes  ah  für  alle  in  (i)  begrif- 
fene Linien  mit  der  Geraden  r  zusammenfallen.  Gleiches  gilt  Ok 
die  Punkte  cd  und  efi. 

Hostimmt  mufi  al^o  für  den  l*uiilvt  (i/i  in  den  Paarci)  r.  d  und 
e,  /  die  Polaren,  y«!  lallen  diese  in  eine  Gerade  zusamiucn,  und 
da  sie  die  Punkte  cd  und  ef  enthalten  muss,  so  ist  sie  die  ge- 
meinsame Gerade  dieser  Punkte. 

Bilden  wir  aus  den  Punkten  ah.  cd,  ef  ein  Dreieck,  so  hat 
dieses  die  FitroDsthalt,  dass  für  alle  durcli  C,  I)  gehende 

Linien  zweite  n  Grades  jede  ^»cite  desselben  die  Polare  zur  gegen- 
überliegenden Ecke  ist. 

4)    Aus  der  vorigen  Nummer  folgt: 

Wenn  die  harmonischen  Geraden  a>  6,  q  mit  den  p,  a',  6',  qf  die 
Gerade  p  gemein  haben,  so  liegt  der  gemeinsame  Punkt  der  p  entspre- 
chenden Geraden  r/,  q*  in  gerader  Linie  mit  an',  66'  und  mit  a6',  6o^  Die 
Punkte  <i6,  o'6'  ,  r/r/'  sind  nSmIich  die  Eckpunkte  des  Polardreiecka* 

Haben  vier  harmonische  Geiaden  a,  />,  r/  mit  einer  Gera« 
den  m  die  Punkte  Af  B,  P^  Q  gemein«  so  sind  je  vier  Gende; 
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wMe      B,  Ct  D  mit  irgend  einem  Punkt  der  Ebene  genwfai 

babeD,  harmoDiscbe.  Denn  üa<:h  dem  eben  ausgesprocheDen  Satz 
offenbar  die  Geraden,  welche  irgend  ein  Punkt  von  p,  a,  6,  q 
mit  B,  P,  Q  !?enieln  hat,  vier  harnionische,  z.  ß.  p,  a\  b', 
dann  haben  wieder  die  Punkte  von  a',  b'  oder  g'  diese  Eigen- 
sfbafL  aI^o  überhaupt  jeder  Punkt  der  Ehene.  Die  Polaren  von 
Pk  Bezug  auf  alle  Geradenpaare,  vFelche  die  Punkte^,  eot* 
kUea«  enthalten  einen  featefe  Punkt  Q  von  AB;  ebesso  eotbalten 
die  Polaren  Ton  Q  io  Bezug  auf  diese  Geradenpaare  Punkt 
A  Daaa  Aeholiches  für  die  Punkte  A,  B  io  Being  anf  daa 
Fnkteapaar      Q  gilt,  leuchtet  ein. 

Die  vier  Punkte  A,  B,  Pf  Q  nennen  vrir  Tier  harmonische 
der  Geraden  AB,  das  Paar  B  durch  Pt  Q»  oder  P,  Q  durch 
^  ß  liaimontach  getheiit. 

Hiernach  können  wir  auistellen: 

Vier  harmoniache  Geraden  haben  mit  jeder  Geraden  vier 
harmoniache  Punkte,  vier  harmonlache  Punkte  mit  Jedem 
Punkt  vier  harmoniache  Geraden  gemein« 

lieciproke  Conatructionen. 

Siad  drei  Geraden  a»  6,  p  einen  Punkten  gegeben,  und  man 
mQ  4ie  vierte,  etm  au  p  augeordnete  harmoniache  (q)  inden,  ao 
mbie  nwn  in  einem  wÜlkilllrlichen  Punkt  von  p  ein  Paar  c,  d 
la.  Dieaea  beatimmt  mit  a»  6  ein  Paar  e,  f;  der  Punkt  ef  liegt 

Viq, 

Sind  drei  Punkte  A,  B,  P  einer  Geraden  gegeben,  und  man 
MÜ  den  vierten,  etwa  an  P  zugeordneten  harroomacben  Q  finden, 
M  aebme  man  anf  einer  wiilkfihrlicben  Geraden  von  P  ein  Paar 
C;  ü  an«  Dteeea  beatimmt  mit  A,  B  ein  Paar  JE,  F;  die  Gemde 
£F  gebt  durch 

Um  die  Polare  q  (Taf.  V.  Fig.  1.)  einen  Punkten  P  in  Bezog 
^  eine  Linie  aweiten  Grades  K  zu  finden,  lege  man  durch  P 
iigaid  ein  Paar  a,  6,  welches  mit  K  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D 
goodtt  hat  Dadurch  aind  noch  zwei  Paare  (AD^  CB).  {AC,  BBff 
SigAen,  welche  diene  Punkte  enthalten.  Wenn  Q*,  JS'  die 
IHalte  aind,  denen  diene  Paare  angeboren,  ao  lat  Q'jB'  die  Po* 
hl»  n  P.  Diene  Gerade  Q'R^  oder  q  beatimmt  mit  a,  b  awei 
PUkte  Q,  die,  wie  man  sieht ,  beziehlich  mit  P  die  Paare  A, 
B  und  C,  D  harmonisch  theilen.  \Veil  nun  «,  b  beliebig  waren, 
«0  folgt,  dai»^  y  eine  jede  Gerade  von  P,  welche  mit  K  zwei 

Hmu  xxvm.  16 


Digitized  by  Google 


Paare  (M,  N)  zu  P  der  zageordaat  hamaDisohe  iat 

Da«  Raaipmka  daa  am  EIngaiiga  diaaer  Naaimr  aa%iaalal 
Saiaaa  laadifat  iiadb  dam  Gaaagtaa  tod  aalbat  ala: 

Waan  dia  barmonUchaa  Poakta  F,  A,  ß,  Q  dm  Pull 
gameio  haben,  aa  geht  die  gemelnaama  Garada  dar  sa  P  m 
aidaalMi  Paakla  Q,  Qf  dvrab  alaa«  Paukt  mit  dJ^,  M»  < 
mit  A».  BA^. 

6)  a.ad-^  ß.br=:d  stellt  eioa  Linie  zweiten  Gradaa  dar  ( 
fvalebe  die  Punkte  ab  oder  M,  cd  adar  N,  ae  adar  A»  U  9 
BmMiL  (Xaf.  V.Fig.ao 

Jeder  Punkt  or,  ^  dar  Linie  K  erCylit  dia  Bedingung 

Ox,  y  .  Cx,  y  II 

aad  amgakaiirt»  jeder  Punkt»  walcbar  diaaa  Badingung  aill 

liegt  auf  Km 

Wir  wollen  ^  ao  bestimmt  denken,  dasa  der  Punkt  FQ^ 

auf  JT  Hegt,  d.  h.  dorck  dia  fünf  Pnakta  N,  A,  B,  P  a 
Linie  aweiten  Gradea  legan.  Wir  mflaaen  aataans 

wodurch  die  Gleichung  iür  A  wird; 

Nun  tat  für  die  Palaren  van  P  In  Baiug  auf  dia  Paare  m, 

und  e,  d: 

Abo  auch  flu  daa  Punkt  ^  baidaa  Palai 

faaMla  liaban: 

y    «#  y      r.  V  J^. 
iL  i.  Q  üegt  auf  der  Linie  JK. 
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Re^,  80  liegt  Q  auch  auf  AB;  K  wird  das  Geradenpaar  ^iV,* 

AH^  ufld  da  M,  N  willkührlich  in  der  Ebene  genommen  werden 
kSoDeu,  80  leuchtet  ein,  das«,  wenn  von  ircjend  vier  harmonischen 
deradeii  p,  a,  b,  q  die  Geraden  p,  a,  b  die  Punkte  A,  B  eol» 
Iklitol»  daon  aii€h  4ie  vierte  q  deo  Puokt  Q  enthalten  mu«s. 

Wffio  P  in  keiner  der  Geraden  a,  b,  c,  d,  MN,  AB  liegt» 
alio  die  VerhäUuiäse 

^«iler  0  noch  ^  sind,  noch  K  ein  Geradenpaar  iat,  so  findet  sich 
Qeknfalia  in  keiner  dieaer  Geraden. 

Ffir  einen  Kegelecfanitt  (elgt  alao: 

h  Bezug  aoT  iwel  Punkte  dee  KegeleehnittB  entsprielit  jeden 

hakit  desselben  ein  vierter  Punkt,  welcher  auch  auf  dem  Kegel- 
idmitt  liegt,  so,  dass  die  Geraden,  welche  diese  vier  Punkte  mit 
Iroend  einem  Punkte  M  des  Kegelschnitts  gemein  haben»  vier 
banBooische  mit  bestimmter  Znordoung  bilden. 

lit  X.  B.  in  den  vier  liamieDiscben  Geraden  a,  b,  c,  d 

Znirdnong  a  tu  b,  e  zu  d  gewfihlt,  so  sin^  die  vier  Geraden, 
*«lche  M'  mit  A,  B,  C,  D  fremein  hat,  vier  harmonische  mit  der 
Zoordoung  a'  zu  b',  c'  au  d^.    (Taf.  V.  Fig.  3.) 

Die  vier  Pnnkte  Bp  C»  D  nennt  man  vier  harmoniselie 
Ptakte  das  KegeMehnitta;.  ausser  den  Pnablen  das  Kq^elselHiitln 
pt  es  keinen  Punkt»  weleher  mit  B,  C,  D  vier  bannenisciia 
6iaidan  mit  der  gegebenen  Zuordnang  A  B  gemein  hätte; 
^in  ffenn  auf  der  Geraden  a  irgend  ein  Punkt  N  etwa  diese 
%entidiaft  haben  soll,  so  juü88eii  nacii  der  vorigen  Pommer  die 
Punkte  A^       C,  D  in  einer  Geraden  liegen. 

(0  Wann  A,  B,  C,  D  (Taf.  T.  Fig4.)  vier  Punkt«  sind»  ven 
^Ma  keine  drd  io  einer  Geraden  liegen,  so  gibt  es  auf  jeder 
%tdAn  eines  dieser  Punkte  (etira  anf  der  Geraden  a  des  Ponk- 

einen,  aber  auch  nur  einen,  Punkt  M  so,  dass  die  Geraden 
^>  ^,  e,  d,  welche  er  mit  den  gegebenen  Punkten  gemein  hat» 
vier  birmoiiiscbe  mit  liestimmter  Zuordoung  biideo  (a  zu  b,  c  zu  d)m 

DteD  keaHauaen  vrir  wa  da»  Punkte^'»  welokendie  willkflhr- 
M  IM  Pmkfe  A  angeneattMne  Clerada  a  mit  CD  gemein  hat, 
te  Rm  C,  D  den  sageotdnet  harmoniadien  Punkt  B' \  dann  ist 
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BB  die  Gerade  6«  und  der  gemeiaeme  Penlit  vod  «  wd  ^  bIb* 
lieh  a6»  iet  der  geeuebte  M. 

Wenn  es  ouch  eliieu  Puükt  auf  a  geben  sollte  von  der  Ter* 
leegten  Eigenschaft,  so  mOeeten  die  PunlLte  Ct  D  nacb  4 

in  einer  Geraden  liegen. 

Auf  (li(?se  Weise  findet  man  diel^unkte  i\l  eines  KeL^'elschwls 
welcher  unter  allen  durch  At  ß,  C.  f)  möglichen  Kegeischnittea 
dadurch  cbarakterisirt  ist,  dass  lur  ihn  C,  />  vier  hanio- 

nische Punkte  mit  der  Zuordnung  ^  an  ^  sind.  Steiner  oeidl 
diesen  Kegelschnitt  den  uro  das  Viereelc  ABCD  beeehriebtMi 
barmonisciien  KegelschnitL 

Wird  keine  Zuordnimc:  festgesetzt,  so  ^iöt  es  deren  nahlrfidi 
drei*  je  nachdem  die  Zuordouug  Azvi  B,  Azu  C  oder  ^zuJOiit 

Wenn  ^vir  in  der  vorigen  C  on^^truction  B"  mit  dem  gemein- 
samen Punkt  von  CD  und  AB,  zusammenfallen  lassen,  so  wird 
uni<;ekehrt  A'  der  zu  B  In  Paare  C,  D  zugeordnet  harmonische 
Pankt  Fflr  die  Gerade  AA'  oder  a  fallt  sodann  M  mit  A  zu- 
eannen.  Es  gibt  also  auf  dieser  Geraden  aosser  A  keinen  Ptaokt 
den  Kegelschnitts»  sie  berührt  Ihn  also* 

Die  vier  Tangenten  in  A,  B,  C,  D,  die  hiernach  leicht  erhal- 
ten werden,  wollen  wir  a,       c,  il  nennen.    Von  einem  um  das 
Viereck  ABCD  beschricijer.en  harmonischen  Kegelschottt 
mithin  noch  die  vier  Taugenten  a,  ö,  c»  d  gegeben. 

7)  Sind  A,  Bf  C,  D  vier  harmonische  Punkte  eines  Kq^et- 
Schnitts,  nnd  In  denselben  a,  h,  c,  d  die  Tangenten,  so  sied  a> 
J^,  AC,  AD;  BA,  BC,  aZ>;  u.  s.  w.  je  vier  hannonMe 
'Traden  (Taf.  V.  Fig.  5.).  Die  Genannten  haben  die  Gen^ 
AB  entsprechend  gemein,  daher  mOssen  nach  4)  die  Pnnkfeai 
oder  P,  Cf  />»  In  einer  Geraden  liegen;  dasselbe  gUl  flfr  cd  ete 

A,  B. 

Wenn  demnach  A,  B  z^ve!  Punkte  eines  Kegelschnitts  siod, 
a,  b  seien  Tangenten  für  diese  Punkte,  so  wird  jede  darcb  des 
Punkt  üb  oder  P  gehende  Gerade  den  Kegelschnitt  In  s««i 
Punkten  D  treffen,  die  mit  A,  B  vier  harmonlscbe  bildsa; 
denn  bestimmen  wir  zu  C  den  Im  Paare  A,  B  Ihm  angeordnet 
harmonischen  D,  so  enthSit  die  Gerade  CD  den  Punkt  P. 

Ziehen  whr  ven  einem  Punkte  P  an  einen  Kegelschnitt  swei 
Tangenten  a,  6,  nnd  eine  den  Kegelschnitt  sehneidende  Gemdt 
p,  90  sind  anf  dieser  die  Punkte  P,  C,  harmonlish  jdt 
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gäpper:  CrmmMge  tUur  7H»it  der  Mmw»  S69 

im  Zoontmg  P  zu  Q*.   Denn  BA,  ßC,  BD,  BP  Bind  Ttor 

harmonische  Geraden.    Veri^leichcn  w^r  dies  Resultat  mit  der  in 
4)  angegebenen  Construction  der  Polare,  so  ündeii  wir,  dmün  Aß 
f  die  Polare  von  P  \»t  , 

Der  Pol  eber  Geraden  Aß  ist  der  gmeiDaanie  Punkt  der 
liagniteo      6«  Die  Pole  aller  CSeradeo»  vrolciie  den  Ponkl  A 

enthalten,  liegen  somit  In  a,  folglich  ist  a  die  Polare  von  A» 

Die  Tangente  Ist  Polare  de«  feerdhmngspunktes;  wenn  9 
Ai  Cooidinaten  dieeee  letiteren  sind,  ao  Ist  mithin  die  Oleiehnng 
im  TtBgeate:  /Or,  9,  |r}«OL 

jH  sind  die  PnnkCe  A,  Bb  C»  D  barrooniscbe  Punkte  eines 
•K^idbehnitts,  a,  b,  c,  d  die  Tangenten,  so  sind  diese  harmonische 
Anden,  d.  h.  wie  jeder  Punkt  M  von  K  vier  harmoniaebe  Gera- 

den  mit  A,  By  C,  D  gemein  hat,  so  hat  jede  Tangente  m  vier 
^tfiooQische  Punkte  mit  o,  b,  c,  d  gemein. 

Denn  die  Punkte  ma,  mh,  mc,  tnd  sind  die  Pole  von  MA, 

MB,  MC,  MD,  diese  letzteren  bilden  vier  harmonische  Geraden 
des  Punktes  M^  folglich  roflssen  jene  vier  harmonische  Punkte 
<!er  Ijcraden  m  sein.  (Nach  der  in  4)  nachgewiesenen  Reziprozität 
<icf  (^flstrucHoo  harmonischer  Punkte  und  harmonischer  Geraden.) 

\.&  leuchtet  ferner  ein,  da  nur  die  Punkte  M  des  Kegelschnitts 

tlie  Eigenschaft  haben,  mit  A,  B,  C,  D  verbunden,  harmonische 
Geraden  zu  ^mheu,  das»  auch  nur  der  Geraden  m  des  Kecrel- 
sciiQitti^  die  Eigenschaft  zukommt,  mit  b»  d  harmonische 
Piakte  gemein  zu  haben. 

Wenn  a,  b,  c,  ä  vier  Geraden  sind,  von  denen  keine  drei 
<äiirch  einen  Punkt  gehen,  so  kann  man  für  jeden  Punkt  irgend 
einer  derselben  eine,  aber  auch  nur  eine  Gerade  m  bestimmen. 
t<o  dai«s  die  Punkte  ma,  mb ,  mc,  rnd  vier  harmonische  Punkte 
fiut  gegebener  Zuordnung  sind  (TaH  V.  Fig.  6.). 

Dann  nehmen  wir  A'  anf  a  beliebig,  Terbinden  A'  mit  cd, 
bestiroroei)  zu  dieser  Geraden  a'  im  Paare  c,  d  die  zugeurd- 
tet  harmonische  6'.    Die  Verbindungslinie  von  A'  mit  dem  Punkt 
mt  die  gesuchte  Gerade  m. 

Wild  die  eben  censtmirte  Gerade  dorch  den  Punkt  ab  ge* 
kcl»  d.  Ii.  Ist  sie  die  Verbindungslinie  p  von  ab  und  cd;  so  ftllt 
*ldta  Kosaramen.   Also  ist  unter  den  Punkten  von  o,  für  welche 

CS'irar  eine  Gerade  m  gibt,  einer  für  den  a  selber  diese  ' 
Gerade  ist 
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270         Küpper:   Grunäzüge  einer  Theorie  der  Polaren, 

Der  PuoLt  ji  ist  der  vierte  harmonische  zu  ah,  ac ,  ad,  und 
zwar  zu  aO  zugeordnet;  wir  haben  ihn  erhalten,  indem  wir  za  p 
die  zueeordnet  harmonische  Gerade  r  im  Paare  r,  d  conf tniirten. 
als  Durchi<chnittspunkt  von  r  und  a.  Es  sei  q  ebenso  im  Paare 
a,  b  z\x  p  zugeordnet  barmoniacb,  so  haben  wir  vier  Punkte  A, 
ß,  C,  Dy  nämlich  ra,fbt  ge,  qd,  fOr  welche  die  Geradeo  fii  kt- 
liehticli  mit  a,     c»  d  zoemnimeDfalleo. 

Ziehen  wir  AB,  AC,  AD,  so  zeigt  die  Figur,  da-«s  a  die  w- 
geordnet  harmonisrhe  Gerade  au  AB  im  Paare  AC»  AH  iit 
Aebnücbes  fiir  IT,  D. 

Legen  wir  also  durch  A,  B,  C,  D  einen  Kegelschnitt  to, 
dass  A,  By  Cy  D  harmonische  Punkte  mit  der  Zuordnung  A  lu  B 
werden,  so  berührt  dieser  die  Geraden  a,  b,  c»  d  and  wird  m 
der  gesackten  Geraden  m  ambüllt 

9)  Die  Pelarfigur  einen  Kegeiscbottts  £  in  Bang  mf  eieei 
andern  Kegelscbnitt  ist  wieder  ein  Kegelschnitt  lt. 

A»  Bf  C,  D  seien  vier  harmonische  Punkte  von  Kt  m  mk 
angeerdnet»  ü,  €t  ^  seien  die  Peiaren  dieser  Pnnkte;  jeder 
Pank!  M  ven  K  hat  die  Elgeasebaft,  daas  MA^  MB,  MC,  MD 
vier  hamenbebe  Geraden  sind.  Ist  also  m  die  Polare  von  M, 
90  raOssen  nach  FrQherem  die  Pankte  mü,  mh,  tnc,  harmonische 
Pnnkte  sein,  demnach  ein  Kegelschnitt  %  von  m  umhüllt  werde«. 

Berührt  ferner  K  die  Geradea  a,  c»  ^  in  den  Punkten  M, 
1^,  €p  2),  und  sind  bt  d  die  Tangenten  Ten  JITin  den  Ponkltea 
At  B,  C,  Df  so  lat  naeh  dem  Torigen  8atae  J  der  vierte  baMe- 
nisebe  Ptnirt  sn  aü,  ac,  ad;  a  die  vierte  bannoniaehe  Gerade  so 

ABy  AC,  AD,  folglich,  weil  a^,  ac,  93b  die  Pole  Ton  AB,  AC.  AD 
sind,  ist  il  der  Pol  zu  a,  ebenso  25  der  Pol  zu  b,    zu     D  zu  d. 

Um  dies  kurz  anaandriicken»  denken  wir  JVund  au  gleicher  Zeit 
m  (nimlleh  die  Tangente  in  M)  den  Kegelschnitt  K  heacbreiiieB; 
m  (die  Polare  an  M)  nnd  )ll  (der  Pol  von  m)  beschreiben  dana 
aagltiah  den  KageUchaitt  H,  se  daaa  nt  ateta  Tangente  m  1 
nnd  81  ihr  BerAmngs|innkt  Ist* 


II 
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b^paliM  imger  Differatial-Gleichaqgen  iweiter 

Herrn  Professor  Dr.  J,  Ph.  PVolfers 

so  B«rliB« 


Es  ist  bekannt,  dass  die  Aufündun^  der  Integrale  Im  allg«- 
neiaea,  in  lioberm  Maasse  die  Integration  der  Differential -Glei* 
cHnngen,  beaoadero  Schivierigkeiten  ooterworfen  ist  und  daher  lo 
MSngeln  Isidet,  welche  wohl  nie  ganz  beseitigt  werden  dQriteiu 
Ab  ihnlichen  SebwIerigliMle«  leidsD  alle  Indireeten  Operslienen 
im  Asslysls  und  erstve  werden  nur  dsdureli  leiehter  filMBrwanden, 
dm  nmn  bei  den  eiofscbem  Operationen  eher  im  Staode  Ist 
dsrei  AnwoMlnng  der  entgegen gesetsten  direeten  Operstlenen  die 
liidbfigheit  des  anf  ii^end  eine  Welse  ermltteltett  Resnltstes  der 
is&eeten  Operation  darznthun.  In  Culer's  Integral  -  Reeh- 
»ong  werden  nun  verschiedene  Methoden  angegeben  und  aus- 
einandergesetzt, nach  denen  man  im  Staride  isi,  die  Integrale 
gegebener  Differential -Gleichungen  aufzusuchen.  Es  fehlt  dabei 
tjicht  an  Beispielen,  welche  die  AnuendtinE^  dieser  Hiilfsriittel  er» 
liytem.  Ist  dies  nun  sicher  für  die  vollständige  Einsicht  in  die 
Zweckmässigkeit  der  dargestellten  Metboden  buchst  angemessen, 
M  dürfte  dieser  Zweck  noch  mehr  erreicht  werden»  wenn  man 

Ten  Enier  selbst  an  den  betreffenden  Stelleo  aufgeßihrten 
Beispielen  noch  anderweitige  hinzuftigte.  Hiersn  bietet  dasselbe 
^«k  GelsKenbeit,  indem  der  Verlasser  an  andern  Stellen  die  In» 
tB|nde  TS«  ^seinen  Dlffefnnlisl«6lelehangeit  sweNif  Odbong 
tnfthrlp  ebne  die  Art  ibrer  Herleitung  mitsntbeilen. 
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§.  1. 

Der  erste  Fall  dieser  Art  kommt  im  zweiten Theile,  pag.  285. 
ver«  wo  für  die  Uifierentiai-Oiieiciiung 

All  iDtegral  die  Gleichimg 

aufgeführt  wird;  A  und      sind  hier  die  beliebigen  Constanten. 

Dass  dieses  Intep^ral  jener  Differential  -  Gleichung  Genfige 
leiste,  wird  man  durch  angestellte  Differentiation  (eicht  einseben 
kODoeo;  wir  wollen  nno  aber  mittelst  der  vorangehenden  Methoden 
selgen«  wie  man  dieaea  Integral  mugliehat  direct  herleiten  icOnae. 
Zu  dieaem  Ende  iUhren  wir  die  Aufgabe  108.  pag.09«  an«  wenacb 
man  filr  die  Gleicbung  • 

(1)  däff^Pdtfdx^Q^^Xd^ 

den  Miiltiplicator  Kais  eint*  Function  von  sc  tiniien  e^oll ,  \\ol(ln 
diese  Gieichung  integrabel  mache.  P,  Q  und  X  werden  hierbei^ 
ab  irgend  welche  Functionen  Yon  jb  gedacht. 

P^acb  der  dort  gegebenen  Auflüsang  soll 

(2)  Vddy  +  VPdydx  +  VQyda^  =  VXdx^ 

integrabel  nein,  und  indem  man  ßir  das  Integral  des  ernten  Thei»  i 
le«  den  Auadruck 

Vdy  -f  Sydx 

annimmt,  erhält  xuan 

(3)  VPdtfdx  ^  VQydx^—  dyd  V  +  Sdy dx  +  ydSdx, 
und  weil  noth wendig  S  eine  Function  von  x  wt« 

VPdx=^dV^rHdx   und  VQdx^dS 

oder 

Wir  erhalten  daher  zur  Bestimmung  von  V  die  Oaffereutii 
Gleichung  • 
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FQda^  VdP +PdF- 

oder 

(4)  ddV-^PdFdat^  Fd^(Oflr-ilP)=a 

Diese  Gleichung,  «reiche  zur  Bestimmiiiig  tob  V  dieoeo  «oll, 
ist  gwar  wieder  eine  Differential  •  Gleichung  sw«iter  Ordneog,  lo- 
dMien  hat  man  s\e  für  einfacher  aU  die  ursprflnglicb  gegebene 
n  halten,  weil  Ä  nicht  darin  enthalten  ist  Kann  man  daher 
diese  Gleiehnng  enflOsens  oder  Ist  wenigstens  ein  hesonderes  In- 
tegral derselben  bekennt»  damit  man  F  erhalte;  se  wird  nach 
d«  oben  angenommenen  Form  des  Differentlales  erster  Ordnung 
«d  dem  für  8  erhniteneo  Werthe: 

9)  Fdyi^yi  FPdx — d  F)z=zdx/  FPdx. 

Da  offenbar 

iutegrabel  wird«  wenn  man  durch  F*  dtvidirt,  so  kann  man  stall 
(5)  sehreiben: 

d.^i^^^PdM^y^S 
md  indem  wir  den  ersten  Theil  dntch  e  mnltlplldren,  setiem  wir 

9 

Demnach  wird  der  erste  Theil  von  (5)  integrabel,  wenn  wir 
ihu  durch 

JPHx 


F« 

inilipliciren;  ee  ergibt  sich  demnach 


oder 


174  W0irm: 

Wir  kBoM  mn  die  w  telagitoBde  DUbraitlal-CHaMi 

Bweiter  Ordoiuig  so  schreiben: 

Mid  vwgMdMB  wir  dies«  ait  (1),  m  luütoa  wir: 


2(3— te) 


also 


*   

Wir  haben  zunächst  das  Integral 

/Vdx 

sa  bestinmen,  oad  wir  sehen  daher  sogleich,  dass  diese  Integ 
tioD  sich  einfach  wird  dorcbführen  lassen,  wenn  wir  f&r  F  i 
Form 

annehmen,  wo  v  nnd  v  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen.  I 

deren  Wertlie  zu  bestimmen,  benutzen  wir  die  Gleichung  (4), 
dem  wir  durin 

dV  ^     n(a—bxy  vb{a—bxy-^ 


—  i>*+a  '+  «»+1         +  mm 


ddV    

^iijf^  «t*  I  ^  jp*  I 
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«io  wie  ausserdem  die  Werth«  von  P  und  Q  substituiren.  Wir 
erhalten  aUdann  nach  einiger  Reduction  die  Gleiebong 

=  0, 

woran«  sich  folgende  drei  Gleichungen  ergeben: 

L  (ii-l)(ii-2)=0, 

a  (ii—3)(f|.ir>fi0« 

lU.  n(n— +  2ii)=a 

As»  I.  folgt  entweder  «=1  odfor  fi=t, 

für  11=1  aua  IL  ysttssl» 

H  IIL  ysO  oder  yssl, 

▼en  denen  nur  der  lelitera  Werth  gelten  kann,  well  der  eretn  der 
GMebnng  II.  nielit  entapreeben  wOideu 

Für  11=2  iat  die  Gleichung  II.  Ton  aelbat  erfüllt,  und  wir  er- 
halten aua  IIL 

v=l   oder  v=2, 

wekbe  bdde  Wertbe  gelten  kennen.  Wir  haben  deoinneh  Rfr  n 
nnd  ¥  die  anaamniettgehSrign  Warthe 

wsbI  und  v=l»  «=2  und  ysl,  nnd  vs=2; 


Pflr  den  ernten  Werth  fon  P  erhallen  wir  nnn: 

(«) 


c 


■ 


Für  den  zvroitMi  Werth  voo  V  erbaiten  wir:  . 

• 


Für  dm  dritten  Werth  tqd  F  wird: 


Nach  der  allgemeiMB  Integral-  Fonaal 

 dx  — 1  6(m+ii— 2)  r  dx 

«(•(«+ *»>■ — {«— 1)«!— H«**»)*^  «(«I— 1) »/  «SühK 

wird  mn 

woMch  dM  sweito  Glied  fortfitilt,  ferner 


1 
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DtlfereiUiai-üUickunffen  %w€iUr  Ordnung.  <{77 

r  r  ''^    -  ^ 

J  (a—bx)*  ~  b{a~bx)  ' 

•Umt  Mcfa  (6) 

d.  h.  iDdero  wir 

a  —  bx  * 

•der  eodlich»  indem  wir 

ii+Bas5i4'  mid 

i^  =  o  +  6x+   

und  wie  vorher  ^4  und  i^,  öiiitl  die  beliebigen  zwei  CoD- 
staoteo,  welche  der  zweimaligen  Integration  enteprecheo. 

S.  2. 

Eine  iweito  Differential  •GleichuDg  «weiter  Ordnimg  Indcfft 
meh  Id  deawelbee  Werke,  pag.  293,  oSmIieh 

als  deren  Integral  an  demeelben  Orte 

«tifgelttlirt  wird. 

Um  dieeee  benalelteD,  gehen  wir  auf  die  Aufgabe  99.  pag.(Nt 
sorfick,  wonach  man  eine  Differential-Gleichung  iweiter  Ordnung 

auf  eine  erster  Ordnung  zurückführen  soll,  wenn  die  erstere  erst 
dann  homogen  wird,  indem  man  der  einen  Veränderlichen  y  »DI« 
MDsioneo  beilegt. 

Die  dertige  AnflUenng  iet  onn  folgende.  Setat  man 

(1)  dfß^pdx  ond  dps^gda, 

so  erhält  man  atatt  der  vorausgesetzten  Differential  -  Gleichung, 
oacli  Snbatittttioa  dieaer  Warthe,  eine  Gieichoag.  awicchan.  den 
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978  W^ifürg: 

fier  endliclwD  GHtoMo  s,  p  and  q.  Wir  woll«i  mm  wAm, 
wie  dieseliie  in  Rdeblekl  mT  die  Honiogeoeität  beeclwffen  Mio 
wird.  0a.  wesn  wir  fär  x  dioe  Dimeosion  auuehiueo^  jf  dcr^a  ii 
beben  wird,  so  hat 

ps=^   n — 1  und  9  =  ^    «—2  Dimeoeioeeii. 

Setieo  wir  denoecb 

(S)  ^=rx»i<,  pz^ijt^H  uud  |f 

ce  erbitten  wir  ntch  fl) 

xdui-nudxs^idx  und  «ii(-f  (n— l)^d!jBseirjr» 

mithin 


«     l^mi    e— (»»^l)!  ' 

oder  * 

®  <<ic  [e—  (11—1)4 =i2t(<  -  nn). 

Nimmt  mao  aber  die  obigen  Sobstitutiooen  in  der  Gleiehnng 
twischen  y,  p  und  q  vor,  8o  fällt  nach  der  Voraiissetzuog:  die 
Veränderliche  x  ganz  fort  und  man  erhält  eine  Gleichung  zwischen 
den  drei  Grössen  u,  i  und  r  allein,  mitteltft  welcher  man  o  durcb 
u  und  (  bestimmen  kann.  Suhstituirt  man  dieeen  Werth  foe  e 
In  (3),  so  erliilt  man  eine  Diffmntiel-GIeichang  erster  OrdnoDg 
■wieeben  den  zwei  VerinderÜcben  u  und  t.  Mittetet  dieser  Giei* 
cbnog  wird  also  i  dnreh  u  iMstUnrnt  werden  kOnnen«  nnd  Indsn 
am  dieeen  Wefth  von  I  in 

dx   du^ 

subsütuirt»  kann  man  nun  x  durch  u  bestimmen»  und  weil  nach  (2) 

iel»  erblU  man  eine  Integral  -  Gleichung  zwischen  x  und  und 
nwar  wegen  der  sweÜMben  Intesntlen  eine  veilelindfge« 

Wenden  wi9  dieee  Regeln  nnf  die  i^mriiegende  DtfeMÜai- 
Gleiehnng  iweiter  Ordnung  nn»  welehe  wir  eo  nehielbnn  kSnnen: 

so  erittlten  wir  nneb  (1) 
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Da  offenbar  die  GleichuDg  I.  am  einfachsteD  homogen  wird, 
weui  man  y  die  DiuieiisioD  0  beilegt»  «o  wird  oaeb  (2)  filr  nssQ 

J»=i'  *=i? 

nd  nach  IL 


9 


TeinHtibt  dieser  Wertbe  wM  nadi  (3) 

in.  %(-y+o=<<^<» 

od  w«il  dtoae  Glddbung  homogen  ist*  lodeni  wir 

f83is,  also  dtejM^-fMily 

teUeot  statt  Iii. 


Wgt  fimer 


nr    ^  ^ 


IV. 


X     px      t  ^ 


w  •  SSS 


8etM  wfar  MD 


so  erlUUt  man  leicht 

di/  fdt  gdz 


wo  b  die  ein«  beliebige  Coaetinle  der  Intogietleii  iet.  Gau  Ü 
folgt  ene  V. 

dx  dz  dz 


mithin 


WO  h'  eine  leiiebige  sweite  Coostaute  beseidmet  Wir  erbai 
aber  aus  VUl, 


• 


6'«-/  — ««-J 

md  weeii  wir  dieeen  Werth  in  VIL  eobetltoireD: 

Ans  VL  folgt  aber 

/^-.|  +  4V=I  nod 

«leo,  weno  wir  dieee  Werthe  in  IX  ealietituiren  und  daliei 

bö'f 

«etaeo: 

Ferner  setaen  wir 

aladann  wird  i 

-p— st  -3  =co5(o)ioga:)  —  aiD(fi)iog;i:).  — 

mithin  statt  X. 

XI.  y=Z?j;»[(y~^)<^<>«(*^*®o^)  +  (y  ^  l)sin(wIogjr)V^^]- 
Endiich  aetaen  wir 

^(y— >l)=^6iaa 
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DifferentUU'  Gleickungen  %weiur  Ordnung.  3S1 
und   

Cosa. 

nd  «rhaltüi  «o  ms  XI. 

XII.  ^  y=  Ami  «In       logar  +  . 
wo  A  und  a  die  ^wei  beliebigen  CoDstanten  sind. 

Eine  dritte  Gleiebaog  findet  sich  pag.  ttOS.»  niintteli 

und  zwar  wird  al«  deren  Integral 

Um  dieses  herznlc  itt n .  gehen  wir  auf  die  Aufgabe  110. 
pa<7.  113.  zurück,  nach  weicher  das  volUtSndige  Integral  der  ilif- 
ferentioi-Uleichuag  zweiter  Ordnung 

(1) 

f^V    f^Jt  ^iä.x^fj  ^      rfL»      dKdL  "^ClMx 
dx^  dx   K  ^^^^'Ldx'^UJhia;^  KLdx'^ 

gcbnden  werden  eolL 

Diese  Gleicbong  wird  n&mlich  nach  der  Anmerkong.  |ing.  1061 
HilegFnbei  gemacht»  wenn  man  ein  duKh 


writlplleirf,  «nd  awar  Ist  alsdann  ihr  erstes  vollsfindigea  Integral, 
wie  a»  a.  O.  geseigt  wird : 

Diese  Differential  -  (ileichun!;  erster  Ordtjuni:  inuss  niiin  mu  h 
ioteeriren,  und  da  diess  wegen  der  nnhe*itin»mten  1  ontitaiiten  hücb«t 
•ehvMtriL:  ist,  veriiachlässifit  man  diese  i^unächst,  um  zuvörderst 
ein  besonderes  Integral  ^  suchen^  Wir  erhalte»,  dann  ans  der 
^iiIttMilMnig 


'  '         '    •   ■•'  « 

Wurzel  auszieht  : 

lix  +  2L£ia:  -  ^      ^     ^  ' 


.  »1^  u'hfiii 

oder 

Jf        2/^  iL. 

und  hieraus  4iHP 

fLdx  

Da  nun  die  zwei  Werthe 

der  Gleichung  (1)  Genüge  leisten,  so  wird  es  auch  die  Verbm 
beider  Werthe.  Hierdurch  werden  die  zvrei  heliehigen  Consta 
a  und  ß  eingeführt,  und  wir  erhalten  das  vollständige  Integri 


vorausgesetzt  dass  V  —  C  reell  sei;  hingegen  -  •  ' 

'1»  .  ■     •     .  • 

(6)  ^^JL.in^y^^VC+t), 

wenn  V  —  C  imaginSr  ist.  In  (5)  sind  a  und  ß,  in  (6)  hinge 
y  und  i  die  erforderlichen  zwei  beliebigen  Constanten.  , 


1,. 


Vergleichen  wir  nun  mit  der  Gleichung  (1)  die  vorliegend 


•1- 


80  int  offenbar    '  .     .    •  ir  .  i  ^nTf 


dK  2dx  ,  ^  . 
-jg^=-^>  also 
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tiI.=iK  Xsl,  C=A  «i^^in  V  ^=±/*^^  ond  VCss±f, 

/Ldx     pdx  1 
Ä  V  ar«  5 

und  so  Dach  (6): 

IL  y=y.iD(*-^+t), 
iD  Oeiwreiiistlinmung  mit  der  im  Werke  aufgefiibrteD  Formel: 

in.  y=J«ii(«db|> 


Beide  Werthe  leisten  Gemine,  und  A  liiid  f<f  sind,  wie  var- 
iier /  und  ^  die  erforderlicbeu  zwei  beliebigeo  Constanteo. 

§.  4. 

Eine  vierte  Gleichung  finden  wir  p8g.2d5.»  p&mlidl  ' 
alm  dereB  Integral 

^=iAxei  +  Exe"! 

k 

aafgeiHliri  ist 

Wir  nehmen,  indem  wir  die  voraus^esetate  Dilerential-Glei- 
^nDg  durch  oNLx  dividiren»  also  die  Gleicbang 

erhalten,  ««  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  unsere 
Zollacht.  Es  wird  offenbar,  indem  wir  beide  Gleichimgeo  mit  ein« 
aoder  vergleichen^  zunächst 

dK       ^(Lc      .  1 
-2f=-  — ,   alao    Ä  = 

(einer  können  wir  aus 
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dt,     lU^.  .  MdL  ;. 


oder  *  '._.v 

•chlmMD.  Uieaef  Warft  jroo  X  lai^tet  v<yi«tlBdfg  Geafigc^  k 


2<2x    2i£a?    4dte    ^_4dx  2cLb 


«M.  Wir  MMUm  MmaMk  '  '  * 


und  daher  nach  der  GUIchong  (5)  des  Torbergehenden  Paragrapl 

III.  ff=sAxff'^BsB'J» 

■  • 

wo  i4  und  B  die  twei  beKebigm  CoiMtanteii  siod. 
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Um  Enlwickeliuig  der  Theorie  des  MaaMes  der  Cur 

vatur  oder  des  Maasses  der  Krümmung. 

Von 

dem  Herattsgeber, 


Bekanntlich  hat  Gauss  unter  dem  Namen:  da»  Maasb  iler 
tarvatur  oder  das  Mauäs  der  Krilnuuung  einen  Betriff  id 
tiie  Geometrie  einj^efiihrt,  welcher  (iir  die  allgemeine  Theorie  *ier 
Ftäcfaen  in  vielen  Beziehungen  v(»ii  u;ru0ser  Wichtigkeit  ist  und 
eiDer  nicht  geringen  Anzahl^  merkwürdiger  Folgerungen  führt. 
Da  Gauss  aber  selbst  beiderEntwickelung  der  Theorie  des  Maasses 
tler  KrflmiDODg  sich  gent  elfenthfimlicher,  von  den  gewöhnlichen 
Methoden,  oacb  denen  man  sonst  die  allgemeine  Theorie  der 
Flicbta  sa  bebandeln  pflegt,  xtemlicb  abweichender  Methoden  be* 
^Dt,  so  will  leb  im  Folgenden  diese  Theorie  nach  einer  fOr  den 
Csttrricht  in  der  analytischen  Geometrie  mir  mehr  geeignet  su 
«äs  scheinenden  Methode  entwickeln,  wobei  ich  mich  angleich  • 
tMIwsise  an  meine  beiden  im  ersten  und  zweiten  Hefte  dieses 
TWiU  des  Archivs  veröffentlichten  AbhaiKlIunuen  über  die  Kriim- 
»Qiis;  der  ebenen  Schnitte  des  allijenieinen  dreiaiigen  EHipsold« 
M  der  Flächen  überhaupt  anäcbliessen  werde. 


Die  nllgemdne  Itleicbong  der  gegebenen  FlSdie  sei 


Digitized  by  Google 
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wo  X,  Y,  Z  die  vwlBderticheii  oder  lanfeedra  Coordlwiteii  be 
seichnen  sollen,  immer  cechtwieldige  Coordlnaten  Torausgesetst. 

Ein  beliebiger«  aber  bestimmter  Punkt  dieser  Fläche  «rei  (tf^fx), 
«o  daas  also  auch 

ist;  wenn  aber  fix,  t/»  2)  im  AIlL'onieitieii  als  eine  FuoctioD  dreier 
veränderlicher  Grdsaeo  betrachtet  wird»  se  aoU 

gesetzt  werden.  Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Differential* 
qaotienten  eied  partielle  Differeotfalquotieateii. 

Die  Gielebangen  der  Normale  der  Icmmmen  Fliehe  In  deni 
Punkte  (xyz)  sind  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 

bekaontlich : 

cu    ~~    du  9k  *  ♦ 

vx  By  &       .  ... 


Xind  wenn  nun  qp,  i/%  %  die  nicht  übersteigendee  Winkel  sin«!, 
welche  der  eine  der  beiden  ¥on  dem  Punkte  (xyi)  aU8gebendeei 
Theile  dieser  Normale  mit  den.poaitii^en  Theileo  der  drei  tioor* 
dinatenaxen  einsehliesst»  Gaher  eine«  gewisseii>Faeter  lraaeisiiMtp 
eo  ists .         .  .         I  . 


also,  weil 


ist: 


cos    -i"  cos     -f-  cos  2^  =  l 


G  «  ± 


und  folglieh ,  mit  ßesiehnng  der  oberen  ned  unteren  Mcheh  auf 
einander: 
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Uer  Curvtumr  ütkr  äet  Muasses  äer  ä'rümmung. 


987 


Bs 

da 

Die  oberen  Zeichen  in  diesen  Formeln  eoUpreelieD  offenbar 
dem  einen»  die  unteten  dem  andereo  der  beiden  von  dem  Punkte 
(xyi)  aasgebenden  Thefle  der  Normnle.  Es  ist  aber  nothi?,  ein 
Kriterium  iti  beben,  mittelst  weiobes  man  diese  beiden  T heile  der 
Normale  Ton  einander  onterscbelden  kann»  woitlber  wir  Pelgendss 


Wenn  du  wie  gewübnlich  das  voÜstftndige  Differential  von 
so  ist  bel^anntlicb 

Mcb  dem  Obigen  ist  aber: 


aito : 


a..i(c«^+«.*^+e,.^,v  Q\  (sy. 


388    ßrum§ri:  Heue  MtrtMttng  4^  Tke^fU  d§»  Mtmet 

die  Coordinaten  eines  PudUmi  io  dem  Tbelle  der  NoriAale  «md, 
welcbcim  die  Winkel  9f  ^*  2  eotsprecbMi«  so  bt  offenbar; 

däp = cos  9  V  ß^"'  4"  ßy-^  -|-  dz^f 
&  =  cos  %         -\'  by^ + ; 

alaos 

cos  ydo;  4*  <^os      -|-  cos  x^z 

SK  (cQS  9'*^  +  cos  1//^  +  COS     STdx^  -{  di/^ 

» 

vnd  folglich  nach  dem  Vorfaergebendeo: 


Also  ist  8m  für  den  Tbeil  der  rsoniiale,  welchem  im  Obigea  die 
oberen  Zeichen  entsprechen,  positiv,  für  (1<  o  Tbeil  der  Normale 
dastci^en,  welchem  im  Obiuen  die  unteren  Zeichen  entsprechen, 
negativ;  und  nennen  wir  also  die  Seite  der  krummen  Fläche, 
nach  welcher  hin,  von  dem  Punkte  (:i:^z)  an  gerechnet,  du  und. 
weil  /(dr^  fff  z)=:0  ist»  also  auch  u  positiv  ist,  die  positive  Seite, 
die  Seife  der  kruromen  Fläche  dagegen,  nach  welcher  hin,  tod 
dem  Punkte  (x^)  an  gerechnet,  du  und  ans  demselben  Gmnde 
wie  vorher  also  auch  u  negativ  iat»  die  negative  Seite,  so  i<(l 
klar,  das«  man  In  den  Formeln 


co89=:i: 


co0t|is=i:. 


du 


du 

vo»x  =  ± 
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4it  obeMo  oder  unteren  Zeicheo  bebmen  mus8»  jenacbdem  der 

eotiprecheiKie  Thcil  der  Normale  auf  der  positiven  oder  negativen 
Sfite  der  krummen  Fläche  liest.  Ziehet»  wir  daher,  nie  von  jet/.l 
an  rmoier  geschehen  »ioll,  diu  Ncjriuaie  auf  der  positiven  Seite  der 
krummeo  Fläche,  so  luüöbeii  wir 

hu 

dx 


coe^  = 


du 


du 


setxeo. 


Nelmeii  wir  z  tl«  Fanction  der  beiden  finabhSngigeii  verSn* 
«Mlcben  GrSesen  or  and  jf  an«  se  Ist  bekanntllcb 


5if     au  &  _         du    du  dt 


5«         o:    üU" '      ^  — —     •  ^  • 
ibe  nach  den  Vorbeigehenden: 

dl  *5 


att  dt 


«  du 
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«Ml  folglieb»'  weM  mtn'idlo  'dbcran  «dcr'mitMrmi  ZeickoB  «1 

jeoMbdem      pjMiltiv  oaet,  negativ  bt: 

  8x 


i      .  dz 


Mit  einem  der  Längeneinheit  gleichen  Halhniesner  wollet 
uns   niii)   i;jn  Anfanj^   der  (  ^ordinalen   als  Mittel] »un kl 

KugelÜache  beschriehrn  dt  iikeii  ,  und  u ollen  die  Coordinaten 
Punktes,  in  welchem  die  KugeiÜachc  vou  eiiieiu,  von  ihrem 
telpunkte  aus  mit  der  vorher  betrachteten  Normale  parallel 
gleich  gerichtet  gezogenen  Halbmesser  geschnitten  wird,  d 
Tf  tf,  ^  beaeichnen,  indem  wir  augleich  die  heiden  auf  der  g 
benen  Fläche  und  der  Kogelflficbe  liegenden  Punkte  (a:yt) 
(rt)})  in  der  Folge  der  KQrae  wegen  einander  entaprecb« 
Punkte  nennen  werden.   Dann  iat  offenbar  in  völliger  Aligemeii 

|r=G089,   t)=:cos^,  |=coiix 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

dt 

v  H    (!)•  • 

M=S-|  — 7^  ^ 


v^(ä'^(i)" 
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wo  SM      oImm  ote  die  «nlimn  ZeMeii  ni  DehneB  bat.  Je- 

eil 

oacbdeai      poaitiv  oder  uegativ  iat 


UI. 

Wir  wollen  nun  ausser  dem  Punkte  {xyi)  der  krummen  Fliebe 
ttocb  zwei  diesem  Punkte  unendlich  nahe  liegende  Punkte  {x^}f\*i^ 
imd  {x^2^  dieser  Flache,  also  fiberbaopt  die  drei  einander  na* 
codllcb  nabe  liegenden  Pnnbte 

der  krummen  Fttdie  betraebten.  Die  dleaen  Ponbttb  entsprecbeo- 
d«n  Pankte  der  Kugelfläebe  seien 

Die  Flächenraunie  der  zwischen  den  drei  Punkten  auf  der  krum- 
men Fläche  urj(i  zwischen  den  drei  Punkten  auf  der  Kui»eiliaclje 
lieijeiiden  uricndlieh  kleinen  Dreiecke,  deren  FJ»e»H*n  (»ffeiibar  eiii' 
ander  parallel  e»ind,  weil  8ie  auf  parallelen  ger.uitMi  Linien  senk- 
recht stehen,  uiugen  respective  durch  D  und  t),  und  ihre  i'rojectio> 
»en  auf  der  £bene  der  xy  respectire  durch  il«y  und  T>xy  bezeichnet 
werden.   Dann  ist  nacb  einem  belumntpn  geometriachen  Satae*); 

wenn  man  daa  obere  oder  untere  Zeieben  nimmtt  jenaebdem  man 
alcb»  um  von  dem  Punkte  {xy)  dureb  den  Punkt  {xiy^)  an  dem 
Punkte  {j^^y^  zu  gelangen,  nach  derselben  Riehtung,  nacb  welcber 
»an  sieb  bevregen  musa,  um  von  dem  poeitiven  Tbeile  der  Axe 

der  X  dnreb  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  {gelangen,  oder  nach  der  entgegeugesets« 
ten  Ktclitun^  hin  bewegen  muc»s;  und  ganz  eben  so  ist 

T  l  (rt  -  Te)  V + (F*  -  rt  Vi  +  (r — t . 

Hiit  einer  gnnz  ähnlichen  Bestimmung  ue^en  der  Vorzeichen  wie 
vorber.  Beseicbaen  wir  nan  das»  jenaebdem  die  Punkte 

enf  der  J^mmmeo  FIftehe,  und  die  Punkte 


•)  )t  •.  ArchiT.  Th I.III.  S.2e3. 


•  I 


anf  der  KageMldM  etee  gMrfüiliMiBt  «tar  ibemglMil 
■ige  Li«»  hata»  «ma  te  Am  «m  4m  wiltteliv  VmA 
wAmäm  MgMcfc  gm  m  mIImI  «MIm  wiid,  pMltfv  « 

B«8Atfv  gwMwimwien  Vwliiltaivp^  daraii     m  ktam  wira 

dem  Vorhergehenden,  weil  nach  einem  bekannten  6aUe  von 
RNtftctiofieDi.---.  I- '.    ;v  .  ■    'i'"' '  "■     ■  .  1!*.  •!!••     •  r 

•  */•.  -'»^i      :    .  •■'  '»••••^  '  »mL.        '»Jiln '*  »'..••••  

I«  t   t  tl  '»lt.«  '*    •'('■•r  Ii..    ••^vaH**aH^      •*«        >    •      *  '    •  * 


*  • 


dMB  Ummmm  dar  Krtnaiaaf  darkiaMMalUdM  la  dmPta 
iMtYs^  WM  wall  m  bea^taa  1^. 

emtider  '^ntii']^\reMieDde  upendlicb  kleine  Ffftcheneleroente  auf 
kruinnieri  Fläche  und  dei*  KagelflScbe«  oder  eigentlich  um 
Gränze  baudeltj^  welcher  der  Ikach '  * 

8icb  nähert»  wenn  die  Punkte  (:riy^S|)  and  (^r^^H)  dem  Pui 
(ayf)  Ifluaer  niher  aad  niher  rflefceay  was  wir  daher  voa  Jetil 
ia  atreageier  Welae  daieb 

beieicbnen  wollen. 
iSatxen  wir  aber 

and 

SU  wird»  wie  man  leicht  findet: 
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tUr  Cmnatur  oäer  des  Mtuusea  der  hrümmun^, 

■ 

■ 

Nach  dem.  Taylor'^dMo  Lebrsati«  Ut  nan 


Süd 

wo  dw  Rette  ßi,  Ri'  aod  R^,  R^'  bekanntlich  in  Beno;  aaf  die 

Verioderongen  ^iX,  jd^jf  und  /i^^*  ^ül  ^'on  der  sweiten  Ord- 
omig  sind.    AUo  i^t,  wie  man  mitteUt  leichter  Rechnung  findet: 

w«  der  lUat 

Mi  Bezug  auf  die  Xerfiodernngen  JiXt  Jiff  und  d^x»  44fMt 
Gr&Me  der  dritten  Ordnung  Ut  Ai«o  iet  nach  den  Obigen; 


Ibigicb 
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Wall  mm  A&r  1«  Baim^  Mfri4ic  «mdrich  kleinen  Vm 

rungea  J^.r ,  J^y  und  tä^g  .Jn^^.dte  Grosse  H  nuh  eioar  hl 
UrdniiDg  bt  als  ^jr^/my-  :^UmA^b  #o  i^I  aflepbar. 


welcher  allgoineine  Ausdruck  lür  da^»  Alaass  der  Gurvatur 
weiteren  Eatwickelitog  unter worfea  werden  muaa. 


I  .  " 


'•i*  Ul>   'j*>.'t.!    :i  d*M|iii       II         .    .    j'i:  .  I  • 

'  *       ^dhv      IL*  *  fei|BflMrtMr''VeMnhi.  t 


9z 


in  denen  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nebmeo  ' 

jenachdam  g  poaMT  oifler  negattr  lal,  folgt  dvreb  DMeMl 

leicht:  '  * 

'  ft>   -  V^\.sxj\^*-d^-^  mt 


and  V  .t 
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Alco  ist,  wie  man  mitteUt  leichter  Rechnung  gogleicb  findet: 

^2  y  y-'i  y 

rad  folglich  nach  iU.: 


\ 


BtenptKcb  M  nach  deo  l4elweii  der  PiferwitialfejBlinijpgj 


aUo  ^1 

■   •    \'  f 

du  Bm 


•       St  a? 


L.iyuizcü  by  Google 


Ferner  hat  mm  9mA  den  Lehren = der  Diferentfftlfeehmuig  dh 

folgenden  GleichnogeD :  * 


8^  dx^/SzY,dm  »  . 


8«* 


dord^     ByBx '  Bx     didx  '        92*  '  dx  '  dtf    Bz  '  BxBy  ' 


ane  denen  man  qilt  Hflife  der  ^F^nneltt 

Bu  Bu 

bt       SS     Bz   dl/ 

Bx       K'  ^T~"ßw 
.     .  E    • .  dz 


loichi  erhalt:  '    '  . 


/^u\'  8^_^  /Buy  ,yB^Bu  Bu  ^  /Buy 
~  \dzj  '  Bx^  "  Bx^  '  \dzj  "^BzBx '  Bx  '  Bz  +  ai*  '  \BxJ  * 

/cuy  B^z^Bßn   /Buy      £%    Bu  Bu     B^u  /Buy 


und 


awX  '     a%i  a»  8ii     Bht   Bu  Bu  ,  Bu  Bu  Bßu^ 


/duV     dht  du  du     öht   du  du  , 
~  ä5ä|y   \a2/      öyaz  a^  *  äi     BzBx  B^  *  Bz  ■  Oa? '  %  c:^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  leichte  Rechnung,  wenn  man  aaf* 
bebt,  was  sich  auDiebeii  läs»t: 


r       •        Q  f 
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^\%/  IBz^'Bx^~\BiBx/  I 

du    du   t  ^  ^2^1 

_2—       1  -^'^    B(hi  f 

B^  '  dz  (  d^dz  '  Bx^    dzdjc '  BjcBy  | 

6x        l  dzbx   bif^     BxB^  BifBi  i  ' 

Verbindet  man  nuo  diea  mit  dem  oben  Gefundenen ,  so  eiglebt 
ikb  warn  dem  in  IV.  entwickelten  allgemeinen  Aoedrncke  von  h 
wtiffMk  die  folgende  nerkwOidlge  Oieichnogs 

(Buy  j8*u  8*M      f£^V  i 
Bu »  3%i   S'n  % 

„  a«  au  t      a*if    a%i  a«i«  > 
au  Bu  .  d*ü  B^    a%f  a%i  2 

■kielst  welcher  den  Blaass  fler  Cnifatur  immer  unmittelbar  ane 
der  CMdlNing  der  gegebenen  kranmen  Flicke  duicb  parttette 
MMBliatfon  enMdkelt  werden  kann. 

iiküi  xjL^m,  la 


SBS    Crmneri:  Wwm  gai9itM9m§  äer  ä99  MUmam 

ErlDnern  wir  mw  mm     die  bcIdMi  fn  4^  AilhandiuBg  Nr.  VHL 

S.  200.  diese«  TlieiU  K»ewiefleneii  (ilelc|ipn^ei&.: 

du  du/dßu  a2„x 


du  Bu/Bhi    c^ü      a«ti  a^uX 


und  I!i=^52i ,  so  gelangen  wir  mitteUit  des  ObIgM»  aaf  dU  tMO^ 
XU  der  Gleichung: 

also: 


Nach  derselben  Abhandlung  ist  aber  bekanntlich ,  wenn  Mut^^ 
Ri  die  Krümmiingsbalbmesser  der  beidea  UauptschnUte  io  d^^ 
Punkte  (opifi)  beaetchaeni 


also : 
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dtsr  CnrwMr  odtr  du  Maauei  da  Krümmung,  890 

wen  aum»  wie  aus  dem  Obigen  unmittelbar  benorgeht,  da« 
ohfre  oder  ontere  Zeichen  Dimmt,  jenachdem  die  beiden  GrOaaen 
A  mid  A| ,  deren  Beetimmimg  In  der  vorher  erwähnten  früheren 
Äbhndivng  gelehrt  worden  ist,  gleiche  oder  ungleiche  Vorxeiehen 
hbeo.  Uebrigeoe  aber  leietet  ja  der  aue  dem  Ohlgen  eich  un- 
■ttldbar  ergebende  vSlIig  entwickelte  Ansdmck  dnrch  die  Coor* 
tetm  Xt  z  de»  Punktes  {xy£)  aar  Bestimniung  von  k  Allen» 
wu  man  in  dieser  Beziehung  nur  wfinscheo  kann* 


VI. 

Denkeo  wir  uns  auf  eii^  kvuminen  Fläche  ein  bestimmtes* 
aUMÜig  begränites  Stack»  und  von  den  Punkten  deaaelben  aua 
nf  4«r  positiven  Seite  der  Flftche  Normalen  gezogen»  so  werden 
db  nit  diesen  Normalen  von  dem  Mittelpunkte  der  um  den  An- 
hig  der  Coordinaten  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  he* 
«hriehenen  KugeMche  ans  nach  dersellien  Seite  hin  wie  die 
Nomalen  gezogenen  Parallelen  auf  der  Kugelläehe  ein  bestimm- 
tes Fläcbenstiick  einschliessen,  welches  Gauss  die  ganze  Cur- 
^aluf  der  1  igur  auf  der  krummen  Fläche  genannt  hat.  W  ie  man 
(ücse  ganze  Curvatur  iiattelst  des  Maasses  der  Kurvatur  durch 
die  Intefjralrechnung  bestinamen  kann,  unterliegt  keinem  Zweifel. 
U  ist  aber  Jetzt  nicht  meine  A)>si(  lit,  diesen  Gegenstand,  auf 
den  ich  später  zurückzukommen  ^Iciike,  weiter  auszTifiihren ,  tjnd 
ich  verweise  daher  fOr  jetzt  auf  meine  »Sphaeroidische  Tri- 
gonometrie* Berlin.  1833.  4o.  Kfinftes  Kapitel,  und  au| 
«BS  Abbaodlnng  des  Asm  ProCesser  Diengar  im  Archiv, 
Tbl.  XIX.  Nr.  UV. 

*'    ■  wmm 

»    »  I 


Digitized  by  Google 


300 


Pe(%pal:  Veber  die  InUßrnüon 


Ueber  die  Iniegratioii  der  linearen  Differentialglei- 

dtnngen« 

Von 

Herrn  Profeaaor  Dr.  FeUvml 


Wer  die  Gescbiehte  der  Wissenscbali  studirt  hat,  fand  ifuiner 
Gelegenheit,  zu  bemerken,  dass*  der  gediegene  FortAcbrltt  aef 
dieeem  Felde  ein  specifiecb  sebr  langenmer  sei«  vml  bnl  mit  Be- 
fremden wahrgenommen,  wie  Lehren,  die  man  jetst  herefte  der 
unreifen  Jugend  aufdringt,  inr  Zeit  ihres  Entatehene  eft  ein  De- 
cennium  brauchten»  nm  Eingang  za  finden  bei  der  Geiehrteowelt; 
ja  bei  Werken  von  grosserem  Uiiiran!re,  wie  z.  B.  Newton*e 
„i'riricipia  nova",  war  sogar  da/ii  iin  hi  als  » in  Menscbenalter 
n(»thu  endi*r,  ood  gerade  das  letzUjrnälmte  VVfrk  steht  da  als  in 
seiner  Art  einziiros  lleihpiol.  Es  war  alli^eiueiii  gekannt,  der  Ver- 
fasser als  eiuer  der  ersten  Gelehrten  Europas  beröhint,  and  os 
wurde  dennoch  nicht  gelesen*  Es  war  in  England  Sitte,  das  Werk 
au  loben,  darauf  stoU  au  sein,  mitanter  auch  die  Priorität  dea 
Inhaltes  in  Abrede  su  stellen,  aber  nicht  au  lesen,  und  erat  dreif- 
aig  volle  Jahre  nach  dem  Tode  Newton'a  gingen  nieht  die  Eog- 
llnder,  sondern  die  Franzosen  an  das  emate  Studium  deaaelhen. 
Biemit  im  sehr  (grellen  Contraste  steht  die  ganz  ausserordentliche 
Geschwindigkeit,  mit  der  oft  kleine  ETitdeckungen ,  leicht  fa.^slicb 
für  Jedermann»  in  der  ciiilisirten  \^  »  It  tlie  Hunde  mai  hen.  so 
dass  man  beinahe  versucht  sein  krMüile,  als  Reget  anzunebmen, 
die  gelehrte  Welt  vertrage  die  ihr  in  grossen  Massen  gebotene 
Wissenschaft  nicht,  sondern  man  müsse  sie  ihr,  wie  Arznei,  IdA 
felweiae  eingeben.  Gesetzt  nun  den  Fall,  die  Mathematik  wiie 
JeCsl  noch  in  ihrer  Kindheit  und  die  gante  Theorie  der  Uherü 
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algebraischen  GleicbvngeD  ▼dliig  unbekanut,  es  wäre  ferner  einem 
emsigen  WissenscbartsforHcher  gelungen,  sie  ganz  und  volUtäo- 
dig  in  der  Form,  welche  sie  durch  die  BemCibungen  der  grussten 
Geister  der  Neuzeit  errungen  hat,  und  in  der  wir  sie  gegenwärtig 
icennen,  anfzustelleo,  so  würde  mutbniasalicb  solch  ein  Werk 
ki  uns  sehr  schwer  Eingang  finden.  Die  Gelehrten  würden  zwar 
darin  bilittern,  aber  scboo  bei  deiu  tuodameittalsalie«  der  die 
Kskten  wenigsten«  «iner  einsigen  Wurzel  in  der  Form  p^^V^Ii 
«irelet«  engen  s  wem  bt  denti  eolcli  ein  cemplicirter  Beweis  gn^ 

wir  wissen  es  ja  ohnehin «  dsss  jede  Zsbl  In  der  Form  p-f  yV  — I 
srsehelnl»  niso  such  die  Wnriel  einer  Gleichnngy  nnd  so  würden 

sfo  Sets  oni  Setz,  den  einen  dberfliissig,  den  anderen  ohne  prah- 

tischen  Nutzen  finden,  höchstens  hätte  für  einen  Augenblick  die 
Cirdanische  Formel  ihren  Beifall»  weil  isie  die  NNurzeln  genau  an- 
gibt, so  dass  gar  Nichts  fehlt,  würde  aber  doch  bei  der  Erurte* 
rong  des  casus  irreducibilis  ihn  wieder  verlieren.  Rn  f fi  n  i  s  schöner 
Beweis,  dass  geschlossene  algebraische  Formeln  über  den  vierien 
Grad  hinaus  unmugllch  seien,  stfiode  vollends  im  Lichte  des  Ueber- 
fliis«jic;8ten  von  dem  lJeberf!u«?<;i!ien.  Ja,  wurde  man  saf»eii,  wenn 
der  nicht  blos  seine  Sätze  beweisen  will,  sondern  auch  Möglich- 
bäten  und  UomSglichkelten ,  dann  hat  er  viel  za  thun.  Man  würde 
jsoD  ▼ermuthlich  das  Buch  sls  ein  Bündel  unnfitser  Spitzfindig- 
betten  betrachten,  der  Vergessenheit  aberiiefern«  nnd  vielleicht 
erst  nnch  hundert  Jahren,  nncbdem  auf  einem  nnderen  Wege  die 
HUeenecbnH  sieb  sn  einer  gewissen  Hobe  eniporgescbwungen  list» 
wm  de»  8tnnbe  der  Bibliotbeken  berronieben»  nm  dnmit  Priori- 
Mm  elreittg  sn  nscben. 

Wem  diese  Darstellung  übertrieben  vorkommen  sollte,  möge 
bedenken,  dass  sich  dies  mit  einem  Tbeile  der  Theorie  der  alge* 
brai^chen  Gleichungen  wirklich  zugetragen  hat,  und  dies  zwar  in 
der  neuesten  Zeit  mit  Fourier  s  scbüDiT  Arbeit  über  die  alt^e 
braisrhefi  Gleichungen  mit  Buchstabenparametern  in  den  Coefö- 
ctenten,  wJihrend  die  in  demselben  Buche  enthaltene  Auflusungs- 
Methode  der  numerischen  Gleichungen,  geordnete  i>i?isioo  o.  s.  w. 
dnrcb  nlle  LebrhOcber  die  Rnnde  genaoht  bot 

Bleiben  wir  bei  dem  beispielsweise  gesetsten  Falle  steben 
nnd  frsgen  wir  welter :  wenn  dso  die  Theorie  der  nlgebrsiscben 
CMebnogen  In  Ihrer  rollen  Aosdebnnng  nnd  anf  Einmal  den  ge- 
lehrten Zeitgenossen  nicht  beitobringen  wäre,  was  mflsste  der 
Erfioder  derselben  thun,  um  ihr  dennoch  Eingang  j.m  verschaffen? 
\leUelcbt  wäre  das  folgende  V'erfahren  das  erspriessliche.  Er 
Tor^entlicht  zuerst  eine  der  einfachsten  Annaheruugsmetlioden, 
etwi  die  Regnia  faisi,  zeigt  dann  in  einem  zweiten  Memoire,  dsss 


mma  in  gewIsMn  Pille»»  und  nainMtlieb  wMk«  gl^MM  W«#Mh 

▼oTliatiflf Ml  >ind,  von  dieser  Regula  faW  »ur  geneckt  wird,  wid 
lehrt.  <}io  Crleichungen  auf  bleiche  Wurzeln  xu  untetseeliefiw  lö 
einer  dritteri  Denkschrift  macht  er  den  erossert  Fund  dw  Cftfi^» 
niecben  Formel ,  ohne  jedoch  hinzuweisen  auf  ihre  (Jnteogtlebkeil 
zur  Doncriechen  Beredmiing ;  dann  kommen  die  gescbloeseMI 
Farmein  fiir  Glelcbaiigefli  de«  vierteil  Gradee  tai  BegMtung  ebm 
kahn  bingeatelllen  Zweifele,  ob  ilberhaiipl  atte  hBheran  GlefahiM' 
gen  Wartein  beben;  dann  wieder  ebie  AppieadnalieBenelbed% 
and  ao  wOrde  sieb  der  Horizont  dieses  Wiseeoaiweigea  ifliMff 
mehr  erweitern  und  iinmei  mehr  erhellen  bis  /ur  vtJlIigen,  allmäb- 
Ilgen  Urakehruiig  der  Be(?riffe,  bis  fMKlIiLh  unvh  Ablaut  iu«^liferer 
Jahre  einige  *?elehrte  K«[ili*  von  ü»eUist  geistreiche  Bemerkungen 
zu  machen  anlangen ,  die  der  Verfasser  anfaDgs  vergebei;^  ge- 
macht hätte,  er  bätte  keinen  Glauben  gefiuiden;  a.  B*  der  matbe- 
matischc»  Wissenschaftsf'orscher  ist  kein  Recboer»  .  aondero  ebi 
Denker;  er  kann  das  Einmal  Eine  ToUkommen  vergeeaen  habe^ 
ebne  deaabalb  minder  Foracher  an  aein»  Die  Tbeorie  der  alge- 
brmiaeben  Gleiebnngen  bat  nicbt  blea  anm  Zwecke  die  nomeriecbe 
AnftSsunge  derselben,  sondern  dient  weit  öfter  dazu,  die  mune- 
rische  Auflösung  zu  vermeiJcii  und  dennoch  alk's  zu  frlalircuj 
was  man  zu  wissen  wünscht.  Die  Approximationbiucthuden  lu 
den  \\  iM/M'Iii  haiHMi  tini/  Hrr  Muhe,  die  man  darauf  verwendet 
hat,  doch  nur  einen  sehr  untergeordneten  Werth.  Der  Fral^fiker 
hat  selten  eine  höhere  Gleichung  aufzulösen,  und  gescbieht  dies 
je  einmal ,  so  bedient  er  eich  in  der  Kegel  keiner  dieaer  Teredel^ 
ten  Methoden»  sondern  der  regula  falsi.  Die  allgemeinen  Sitie 
der  Tbeorie  bingegen,  wenn  sie  auch  zur  Ermittelung  der  Wur- 
zeln gar  Nicbts  beitragen,  sind  doch  das  tfiglicbe  Brod  des  Ana- 
lysten; denn  es  geht  heinahe  kein  Tag  voröber,  wo  er  nicht  Ge- 
legenheit lande,  sie  in  seine  Meditationen  einzuflechten. 

Der  Leser  wird  vielleicbt  etwas  befremdet  fragen »  wotn  dieae 
Erörterungen  dienen  sollen»  die  von  einem  geeetaten  nnmOglieben 

Falle  ausgehen.  Hterauf  dient  zur  Antwort:  Der  Fall  ist  kein  nn- 
nniirricher,  er  ist  vielmehr  da  und  z.ur  1  Ijataache  i-cuifrden,  zwar 
nicht  im  Gebiete  der  Theorie  der  al<ji'braischen  (ileicimngen ,  wohl 
aber  auf  einem  anderen  Felde,  bei  der  Theorie  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichungen nämlich,  welche  mit  jener  der  algebraischen 
Gleichungen  die  durchgreifendste  Aehnlichkeit  bat  und  sie  nocb 
überdies  an  Ausdehnung  weit  übertrifft 

Ich  bin  seit  mehr  als  zwanzie;  Jahrtn  lait  diesem  («e^enstaode 
hesrbfiftigt  und  meine  Forscliun^en  h  ihcn  m'wh  allmährij?  m  immer 
zahlreicheren,  und  Icuchtbringenderen  iiesultaten  geführt;  ea  war 
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«tN  ilb  Mfoli  falliMf  ftoMef  Stand  sah,  ans  ihnen  ein  gmnd^tM 

(>miM  ititamtnefieusetzeii »  indem  noch  inimer  eti^as  (tarau  fehlte. 
Als  dies  ouii  aber  ertdKch  mfl^lich  geHorden  uar,  hatte  die  Arbeit 
die  Bambafte  Aotdehnung  von  einer  stanzen  und  lai>l  durch^vf 
5«n#n  Wiasenachaft  gewonnen  und  bildete  ein  zweil)iindii,^es  Werk 
unter  dem  Titel:  ,,ltitejjratiofi  der  linearen  Di  fl  e  r  ential- 
gleicbungen  mit  conatanten  und  verärideritcben  Coöffi- 
eUBten'*»  von  welobem  der  erste  Band  im  Jahre  1853  erachten,  der 
tiieiteaber,  wenigatena  tbeüweiae,  sieb  noch  unter  der  PreMie  befin- 
det HiMs  Werk  irird  «ich  nun  rnnthmaaslicb  sehr  langram  Bahn 
»11  «mI  vrm  tMB  Mhreren  Uraaeheo:  •uAtm  vrtgen  aefaier  grOs« 
Awid^fcoting  und  nr^tena,  we)i  ea  die  Erirartitttgeii  der  niei« 
^  LeMT  Iii  deraeibeo  Wetae  tiitaebett  dOrfla»  wie  dlea  anei 
ii  Thaoffie  der  algebralaebaD  6leicbinigea  unfehlbar  tbite, 
ib  eben  neu  erfanden  wire.  Jeder  Leaer  geht  nimlleb  an  daa 
flitdbfli  dea  Werkes  mit  dem  Gedanken :  jetzt  will  ich  einmal  sehen, 
uie  man  die  DiffertMitialgleichunfi^en  integrirt»  und  findet  statt  des- 
8«n,  was  er  t>ucht,  einer  Integrationsroethode  nfimlich,  eine  ^c- 
Hiä&e  Anzahl  allgenieiner  Sätze  Ober  die  partikularen  Integrale 
nnd  allgemeine  Hegeiii,  um  die  verschiedenen  Formen  zu  erkeu- 
iieD,  In  welchen  sie  erscheinen  können.  Es  setzt  dies  nun  ihn 
ivrar  in  den  Stand,  beim  unmittelbaren  Anblicke  der  Differential- 
gletcbung  viel  mehr  von  dem  Integrale  anzusagen,  als  der  ältere 
Aaalyst  zu  aagen  wnaate,  nachdem  er  wirklich  integrirt  hatte. 
Er  schätzt  dies  aber  wenig,  oder  mindeatena  nicht  nach  seinem 
TtUtn  WerChe»  Indem  er  meint»  daaa  wenn  er  daa  Integral  nur 
erat  heaäaae»  ao  wdrde  er  aelne  Elgenaehaden  achon  herauabe^ 
komaen.  Vergebene  wfirde  man  ihm  aagen»  daaa  der  eigentliche 
ntiaaelle  Zweck»  den  man  verfolgt,  nicht  der  aein  könne,  aich 
an  ]eden  IVeia  einen  wie  Immer  geatalteten ,  GenGge  leiatenden 
Aasdruck  zu  verschaffen,  gleichviel,  ob  sich  hieraus  etwas  Wei- 
teres erachiiessen  iSsst  oder  nicht,  sondern  viclaudir  der,  die 
Eigenschaften  der  verschiedenen  integrale  kennen  zu  lernen,  und 
dass,  wenn  man  dietien  Zweck  durch  die  I^etrachtuni;  der  Glei- 
chung .selbst  und  ohne  alle  IntegratioTi  (lerscli)en  zu  rrreic  heii  im 
Stande  ist,  die  Integration  ganz,  überllüsiüig  wird.  Die  reifere  Er- 
(akning  muss  ibn  erst  lehren,  daaa  man  wirklich  integrirt  haben 
üi  trotadem  ao  klug  sein  kann,  wie  zuvor,  indem  der  Anblick 
du  lalegrales  ein  ebenso  trostloa  andurchsichtiger  wie  der  der 
BHaaallilglaidiuag;  aelbet  aein  kaaa,  für  denjenigen  wenigatona, 
düjdb  ofaarwSbiiten  allgamilnen  Sitae  und  Hegehi  wie  unnattev 
fafhemmen  und  flir  den  nur  Integcationanietheden  Werth 
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Es  liegt  nao  mir  ganz  begreiflicher  Weise  daran,  meinen 
Forschnngen  auf  dem  Felde  der  Imeareo  Differentiaigleicbungen 
eine  rougUclisI  schnelle  Verbreitang  zu  verschaffen  und  selbst 
dk^enigen  Leser  in  den  Kreis  der  Bearbeiter  dieser  ncbonen  mi 
anmuthigen  Wissenschaft  hineinzuziehen,  die  mit  nnerfällbaren 
Erwrartungen  an  das  Stadium  derselben  gehao,  seihst  wenn  dies 
Bnr  auf  Kostflo  dsr  wissenschaftllehsD'  Strangs  aiSglich  wira» 
Gerade  so  also,  wie  der  bypothstisehe  Erfinder  der  Tkeerle  der 
algebraischen  Glaiclimigsn  swocknissig  damit  anfangen  Idianli^ 
die  regnia  falsl  n  ▼erSffeatiichen  oder  eins  andere  nnmetische 
Approximationsmsthode»  will  aneb  leb  hier  anfangen  t  die  lote- 
gratbnsmetbodsn  selbst  der  matbematiscben  Lesewelt  fenmfii||im. 
Man  wird  dann  sehen,  dass  sie  sftmmtKcb  sehr  eiofSuh  «ad. 
gerade  so,  wie  die  AuflSsungsmethoden  hei  den  algebraischen 
Gleichungen,  man  wird  aber  auch   andererseits  das  Bedilrfnifls 
allgemeiner  Sätze  und  Uegeln  über  die  Form  des  Integrales  IceiH 
oen  lernen,  weil  ohne  sie  sehr  Vieles  in  diesen  Methoden  un- 
motivirt  er^^cheinen  wurde  und  Veranlassung  gKbe  7.u  Fragen,  wie: 
aber  warum  macht  man  denn  hier  gerade  das  und  niclit  etwas 
anderes  I 

Der  IntegratlonsaMtboden»  die  hier  aoasinandergesettt  werdea 
aollen,  sbd  trisr.    Jede  von  ihnen  bat  ein  besonderes  Feld  der 

TOrzugs weisen  Brauchbarkeit   Sie  sind  :  ertiens  das  lotegri» 

ren  in  Form  von  aufsteigenden  Reihen;  zweitens  das 
asymptotische  Integriren  in  a  bste  i  eii  der  Form;  drit» 
ten$  das  Integriren  durcb  be^timinte  Integrale  und  vier- 
tem das  Ermitteln  der  algebraischen  Gleichung,  au» 
deren  Wurzeln  die  partiiculären  Integrale  der  Differentialgieicbsog 
abgeleitet  werden  können. 

1. 

Integration  in  auf^teif^eudeii  Keiheo. 

Es  lässl  sich  bekanntlich  eine  jede  Funktion  einer  einzigen 
Veränderlichen  x  aufsteigend  nach  Potenzen  von  a: — a  vermittelst 
der  Mac-Laur  in*schen  Formel  in  eine  Heihe  entwickeln  ,  unter 
a  eine  nach  Belieben  zu  wahlende  Grösse  verstanden ;  so  auch 
das  Integral  einer  Diflfereqtial^Jcichuns: ,  und  es  ist  auch  nicht 
unbekannt,  dass  die  Coefßctenteo  der  das  Integral  so  darstellen- 
den Reihe  ohne  alle  Integration  durch  den  puren  Akt  des  DÜe- 
rentilrens  und  Auflrisens  von  Gleichungen  gewonnen  werden  kflnnen 
Ist  nfimlich  die  Differentialgleicbnng 
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unter  P  einen  Anndnick  Teratanden»  der  in  »ich  enthilt: 

gleichgültig  übrigeos,  ob  nach  den  letzteren  linear  oder  nicht,  und 
man  denkt  sich  anstatt  y  eine  beliebisr©  Funktion  von  x,  i^leich- 
ficl,  ob  Integral  oder  nicht,  aber  in  Ueihenforiii  aufsteigend  nach 
Potenzen  von  x  —  a  geordnet»  aubatitairt ;  so  wird  anch  P  Aber« 
geben  in  eine  aoicbe  Reibe,  und  bezeichnet  mui  neefa  überdiee 
ft  y*, ....  P*  P'.  P''f....  dasjenige,  was  WBy^^^f^^^ 

dp  (PP 

"..P,  P'  =  gjf  P'ssjj^,,.,.  wird,  wenn  man  x  durch  a 

ONlit;  wo  aind  kimft  der  Mac-Laor In' aeben  Ferinel  dieae  swei 
IM»,  die  fifr  jf  mid  Jen!»  Ülr      die  folgeadena 

y =y  +  y'(*— «)  +  iy%»-^«)* + — 

Diet  gilt,  wie  ganagt,  fllr  jeden  lieliebigeo,  anatatt  y  geseCa** 
tei  Werth  In  Ralhontan*  lat  derselbe  alter  ein  Integral,  dann 
Ut  aiaa 

P»F  =  P«"  s ....  s  PäO, 

eil  System  von  Gleichungen ,  das  aar  Anffindong  dea  integrales 
in  Heihenforni,  d.  h.  zur  Ermittelung  der  CoeQIcieDten,  verwendet 
werden  kann,  und  namentlich  wird  die  erste  dieser  Gleichungen, 
<J.  h.  die  P  =  0,  zum  Worthe  führen  von  y("),  der  eindeutig  aus- 
fallen wird,  oder  mehrdeutiir,  je  nachdem  diese  Gleichung  nach 
y(^)  dem  ersten  Grade  oder  einem  höheren  angehört    Die  zweite, 
d,  h.  die  P'=0,  wird  y(»+i)  geben,  und  zwar  meist  durch  Auf- 
Ilsen  einer  Gleichung  des  ersten  Grades,  somit  eindeutig,  wenn 
BOT  einen  einzigen  Werth  erhielt,  und  rdeutig,  wenn  y(")  r 
verschiedene  Werths  hesasa.    Ebenso  gibt  die  nächstfolgende 
Me,  d.  b.  die  P''  »0,  das  y<"^*)  n.  s.  w.    Die  Anfangseoefli* 
diilen  der  Reihe  jedoch,  nimlich  y,  y',  y'»     y^"'^^,  werdee 
hl  Allgemeinen  ans  diesen  Gleichungen  nicht  bestimmt  und  »pie- 
lü  somit  die  Rolle  von  n  Teracbledenen  IntegrationsconstanteD 
iri  enthalten  zugleich  in  aich  den  Beweis,  daas  man  mit  der 
Berechnung  des  allgemeinen  Integrales  beschäftigt  sei.  Dieb 
Alles  ist  sehr  einfach  und  schon  iang^t  bekaant,  hatte  aber 
ker  nicht  den  geringsten  Nutzen  gebracht,  weil  bei  den  so  erhal- 
tenen Reihen  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Glieder  gebildet 
werden,  und  folglich  auch  daa  allgemeiue  Glied,  selteu  ermittelt  wer* 
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den  konnte,  md  w$M  der  eo  gemimeBe  Audtqck  eetoer  ündmcli* 
«ichtigkeit  iregen  iiiwr  die  Natur  dee  Integralee  gar  Nkbta  lehrte, 
und  maa  aleb  aelhr  leielit  fibers^eu^en  kann,  daiis  selbst  die  aller- 
licbtyollste  Funktion  von  ./ ,  die  man  als  ein  Integra!  iN  r  Üiffe- 
reutialgieicbun?  anl  «üricia  anderen  Wege  ermittelt  hat,  durch  die 
hier  zur  Sprache  gebrachte  Intci^rationsniethode  in  Reihenforiu 
diireestellt,  Ihre  Durcbsiebtigkeit  gänzlicb  verliere  und,  genisser» 
mafisen  in  ihren  ßestandtheilen  rfiaotUch  xnsammengeworfen ,  jeden 
▲nfachluss  Aber  Periodicität»  Mazina  nnd  Minima  oder  Nollfrorthe 
der  partikalXren  Integrale  ▼ervreigere.  Ke  lat  die«  eine  natOrBche 
Folge  den  Uniatandea«  dann  die  Reihenform  ehi  allen  Fnnktlenen 
IMaaendte  Kleid  lat,  rolgllch  xnr  speclcllen  Onteraeheldnng .  der- 
selben Ton  einander  und  Ermittelung  ihrer  beiionderen  Eigen»chaf« 
teil  ganz  und  gar  uiitauglicb  isit. 

Es  wire  hier  aehr  wiehtig,  dieae  vOlKge  UntnngRefakeit  der 
Reihenform  nur  ErOrtorang  der  besonderen  Eigenachaflen  den  In- 

tei^rales  durch  Beispiele  näher  zu  begründen.  Wir  mCissen  jedoch, 
uni  die  tjireo/ei»  dici^Cä  Anfi^atzes  nicht  zu  iilier^ch reiten ,  es  dem 
Leser  überlassen,  sich  ciirsr  analytische  Erfahrun«,^  /.n  verschaffen, 
fügen  aber  doch  die  Bemerkung  an ,  dass  z.  B.  eine  trigonome- 
trische Funktion,  wie  Sin 4;  oder  Cosx,  Ingleicben  auch  ein  Lo- 
gnrlthmns»  sehr  bereitwillig  geometrisch  constmirt  vor  die  Augen 
dee  Geisten  trete.  Man  bringe  sie  In  Reihenform »  nnltlplidre  die 
so  erhaltenen  Reihen,  awei  oder  mehrere,  mit  gewissen  Coosinn* 
teut  und  addlre  sie,  so  kann  man  Relhengebildo  erhalten,  denen 
es  nun  und  nimmer  anzusehen  ist,  aus  welchen  lichtvollen  Aus- 
drucken sie  hervor<;cgangen  sind,  und  dies  ist  im  Wesentlichen 
der  Fall  desjenigen,  der  aufsteigend  in  dieser  Form  iotegrirt. 

Wenn  nun  aber  auch  diese  Reihenform  aar  ErOrtemng  der 

speciellen  Eigeuschaften  der  Integrale  im  Allgemeinen  sich  als 
untrüglich  erweist,  so  ist  sie  tlaüir  desto  nützlicher,  ja  sie  ist  die 
einzige,  derer  man  sich  bedienen  kann,  um  allgemeine  Eigen- 
schaften, wie  z.  B.  Existenz  des  integrales,  zu  beweisen.  So 
wfirde  z.  B.  in  der  eifou  angeführten  Dednction  zugleich  unroittel* 
bar  der  Beweis  liegen,  dass  eine  jede  Differentialgleichung  der 
nten  Ordnung  ein  allgemeines  Integral  mit  n  frillkahrlichen  Con* 
stanten»  daa  atets  in  Form  einer  anÜBteigenden  Reihe,  geordnet 
Tmch  Potonaen  von  n,  so  erhalten  ist,  besitae,  wenn  sich 
nur  darthun  Hesse,  dass  die  Reihen,  zu  welchen  man  so  gelangt, 
auch  wirklich  gewisse  Funktionen  tou  ar  reprascntiren,  was  man 
aber  nur  dann  kann,  wenn  man  ihre  roiivcreenz,  vrenn  auch  nur 
für  gewisse  a  und  begrenzte  sc,  nachzuweisen  im  Niainle  i.st.  FÄ 
lineare  Differeiitialgieichongen  mit  algebraischen  und  ganxeo  CoeHi» 
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cienten  habe  Ich  dfeten  Fondanleiitalbeweis  im  E^in^n^e  itieiiMto 
Werke»  creE^eben,  und  er  spielt  aÜdort  dieselbe  Holle,  wie  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  der  Beweis  des  Ftindanien- 
trfmtieg,  ilaM  eine  jede  Gleichung  de»  »teo  Grade«  luiodeatous 

Eine  Wand  besitae  In  dar  Form  |i-f  9  und  ei  bleibt  «pI« 

tano  matibeinatiTCheii  Wiraemicbaflsforscheni  flberlaMen«  diesem 
vicbtigen  fievelse  eine  grueeefe  Ailgemeinhelt  m  veracbaieii. 
ffieno  Iceflpft  «ich  die  Bemerkung,  dasn  das  iSngat  belwnnCe lote* 

fifren  der  Differentialgleichungen  in  Reibenform  xwar  bfeher  den 
Aiulyhten  beinahe  gar  keinen  iSulzeit  gebracht  hat,  aber  nicht 
daruni,  weil  es,  absolut  genommen,  unbrauchbar  ist,  sondern  nur 
dintm,  weil  man  es  zu  Zwecken,  zu  welchen  es  brauchbar  ist,' 
nlcM  Terwend(jte,  und  bierauN  fliesst  ^vieder  eine  besondere  Er» 
otaliouag  an  deo  VVisseni^cbaltsrorscber,  über  eine  Methode  un* 
■ittelbar  den  Stab  niebl  zu  brechen,  weil  sie  zu  einem  bestimmten ' 
2irecke  eich  nicht  Terwenden  lässt,  sondern  vielmehr  auf  die  ür- 
ncke  dieser  Miebtveiwendbarimit  sotOckaugebeD  und,  darauf  ge* 
flltet,  die  Frage  sn  steHen»  ob  sie  vielleicbt  va  anderen  Zweclieii 
md  sater  anderen  Umständen  aicb  kis  taoglicher  erweisen  IcOnne. 

Nun  weiss  man,  dass,  wiewohl  die  Mac «Laurin' sehe  For- 
mel im  Allgemeinen  immer  und  jede  Funktion  zu  geben  geeignet 
bt,  diee  doch  eine  Ausnahme  erleide  bei  gewissen  Funktionen 
und  für  gewisse  Wertbe  von  «,  för  welohe  dieNelheo  stetig  zu 
>e"in  aiifbr>ren.    Wurde  es  sich  daher  in  gewissen  l  allen  heraus- 
(»teilen,  dass  die  auf  die  Mac  -  Laurin'sche  Formel  gegrün- 
dete lategrationsmetbode  tnr  Ermittelürig  des  Integrales  tÜt  eiü 
gnriises  u  nicht- sureiche«  so  liegt  auch  der  Schluss  natie,  dass 
dieses  Integra!  notbw  endig  eineil  tÜE  x=-u  uristetig  werdenden 
Bestandtheil  in  sich  scbliessett  mnss,  und  dies  wfirde  nun  eine 
ClgenscbafI  sein,  welche  diesen  bestand Ibeil  vor  den  übrigen  ber- 
tathebt  nnd  nacb  der  Natnr  der  unstetig  taachehden  6r8ss6  in 
Ingen  veranlasst.  Mab  frägt  also  in  einem  solchen  Falles  Isidl^ 
unstetig  machende  Ürsacbe  ein  Nbnn<>r,  wie  (.r  — o)*^,  und  sagt, 
wenn  das  ist,  so  wird  die  Befreiung  des  Integrales  von  diesem 
Wenner  es  unmittelbar  unter  die  Herrschaft  der  Mac-Lau  rin- 
iclien  Formel  zurückfuhren  müssen,  odet  ist  die  unstetig  machende 
trsaclie  ein  BpstandtheÜ,  wie  log  ( j  —  a),  dann  wird  die  Sondß- 
niBg  dieses  logarithmischen  Faktors  zu  demselben  Ziele  luhren. 
Die  von  mir  eingeleiteten  Untersuchungen  haben  gezeigt,  dass 
beides  der  Fall  sein  kunne  dann,  wenn  die  Differens  x  —  a,  nacb 
welcher  das  Integral  aufsteigend  entwickelt  werden  soll,  als  l^ak* 
^  des  ersten  Coeificieoten  der  von  Brilchen  befreiten  linearen 
Mereifialglelcbung  erscheint,  d.  h.  wenn  die  DifferentiaWrfcbniig 
üf  lie  Vorm  gebtacbt  Ist: 
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(1)    Xn^>  +  JTi-ifi-*) + +      +  JTi  y'  f  IToy =0. 

in  der  di«  CoefGcienteii  X«»  IT«»!^  J(i-t»*...  JTi,  Xq  algebniscke 
und  ifftnse  Fonktionen  yon  «  sind«  und  wenn  JT«  den  Faktor  ^-c 
ein  oder  mehrere  Mal  beeitit  Das  wirkliebe  Integrlren  In  Reikei' 
form  Ist  wobt  so  aasserordeotlieb  einfach«  dass  es  kaom  eto 
Exposition  bedarf.  Nicht  gar  so  got  elnaoseben  sind  aber  §t 
da^belbe  begleitenden  analytischen  Kunstgriffe  und  dann,  was  M 
daran  scbliesst.  Ich  werde  sie  hier  in  den  speciellsten  Fallen  »- 
geben,  jedoch  ohne  Beweis,  welchen  letzteren  der  Leser  notb- 
wendigerweise  in  meinem  prDKseren  Werke  aiifzusnchen  haben 
wird.  Ich  nehme  den  am  allerhäufigsten  vorkommenden  Fall  an, 
dass  Xn  einen  einzigen  Falctor  x  —  a  besitze.  Der  nächste 
Schluss,  den  der  Rechner  aus  diesem  Umstände  zieht,  ist,  dafi 
•in  einsiges  partikulSres  Integral  und  nicht  mehr  vorhanden  vei, 
welches  fttr  ^  =  a  in  den  Ausnahmsznstand  des  Unstetigwerdeiu$ 
gerithy  und  swar  sunichst  durch  das  Vorbandensem  eines  DM* 
sors  («'o)*«  aihro  k  den  leicht  berechenbaren  Werth 


hat»  unter  X«-i  und  Xm  snalog  der  früher  eingeführten  Bezeich- 


wird»  wenn  man  x  dorcb  a  ersetst  Ünd  so  hwfe  der  Exponent 
k  nach  dieser  Formel  nicht  In  eine  gaose  Zahl  Obergebl; 
gleicbglltig  ob  positiv  oder  negativ,  wird  immer  die  Sondenmf 
dieses  Nenners  hinreichen,  am  das  partiknlftre  Integral  seioesi 

Ausnahniszustande  zu  entreissen  and  in  Reihenform  darstellbar 
zu  machen.  Anders  verhält  sich  jedoch  die  Sache  in  den  gar 
nicht  seltenen  Füllen,  wo  k  in  eine  ganze,  entweder  negatii'o 
oder  positive  Zahl  überneht.  Der  Faktor  x — a  des  ersten  foef- 
ticieoten  hürt  zwar  auch  dann  nicht  auf,  im  ersten  Falle  auf  ein 
partikuläres  Integral  mit  einem  Faktor  {x  —  a)^,  im  zweiten  mit 
einem  Divisor  (x  —  o)*  hinzudeuten ,  er  gibt  aber  noch  überdies 
Zengniss  von  einer  im  Integrale  vorkommenden  logaritbmiscben 
Transeendenten ,  namentlich  log (4; — «),  die  auf  eine  andere  Weite 
im  eisten  nnd  wieder  aof  eine  endete  Weise  Im  swelten  Falle 
erscheint  Ist  nSmiich  ksss^h  eine  ganie  negative  Zahl,  ae 
exlstirt  ein  elnsiges  partikniSres  Integral  mit  dem  Faktor  (9— <0^ 
welches  der  Relhenentwlckeluag  vermittelst  der  Mac*La«rla* 
sehen  Formel  gar  nicht  wiederstrebt,  nur  dass  diese  ordmufi- 
mässig  h  an  der  Zahl  der  Null  gleiche  Anfangsglieder  haben  wirf» 
aber  dieses  eine  partikuläre  Integral  eiilziehl  alle  übrigen,  s-^l 


(2) 


X.-1 
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•D  der  Zahl»  der  Herrschaft  der  Mfte-LaariB'fl€iieB  Fomelt 
jadacb  «ni  vo«  Alen  Gliede  angefkngen,  nnd  iwar  daran,  weil 
te  in  ell#  einett  EfMteadlheil  wie  (j;— «)*.x.logOB— a)  wirft, 
aflwo  (v«a)*.z  Ar  sich  eie  perttkullree  Integral,  uad  swar  das 
«bta  erwihnte»  einsige  enCwliAeIhnre  verstellt  Im  leisten  Falle 
•sdlkh,  we  k  eine  ganse  peeitl?e  Zahl  ist,  verhilt  sich  die  Sache 
wMer  anders  und  gewissermassen  nmgekehrt  Ea  ezlatirt  nlm- 
ßd  eb  einziges  parükitlares  Integral  mit  dem  Nenner  («— a)^ 
n4  dieses  vermag  weder  unmittelbar,  noch  nach  geschehener 
8oodi;rung  diese,'^  Nenners  in  Reilienform  berechnet  zu  werden, 
w«|  es  nebst  diesem  Nenner  noch  die  Tran^cendente  iog(a;  —  a), 
ußd  zwar  in  n  —  1  ?er8chiedei)eii  Gliedern  enthalt.  Die  Obrigen 
partikulären  Integrale,  ii  —  \  Tin  der  Zabl,  aber  sind  unmittelbar 
darstellbar  in  Reihenform.  Diese  drei  hier  aufgezählten  Fälle  er- 
foniero  je  eine  andere  Behandlung.  Ist  nämlich  erstens  k  keine 
paie  Zabl  uod  auch  keine  solche  Funktion  der  in  der  üifferen- 
fiatsleichQng  erscheinenden  Parameter,  daaa  es  gelegentlich  In 
tine  ganae  Zabl  fibergehen  kann,  so  ßingt  man  damit  an,  die 
Differentlalglelehnng  nach  der  oben  angedenteten  Methode  InUeiiien- 
Im  an  integriren,  das  Syateai  von  Gleichungen: 

aafsteiieod.   Diese  Gletchongen  sind  hier  specieli: 

(8) 

+  X.*  )       +  x/3+Xo''y=o 


h  ihnen  allen  ▼erschwindet  gegenwärtig  das  erste,  mit  dem  Fak- 
Im  Xn  verbundene  Glied,  weil  x  —  a  ein  MultipUcator  von  Xm 
lit   In  Fol^e  dessen  bestimmt  die  erste  Gleichung  nicht  wie 

soDtt  yi"),  sondern  y(»— in  linearer  Funktion  der  y,  y'  y("-»)^ 

«liehe  ietsteten  man  als  lategrationaconstanteo,  n—l  an  der  Zahl» 
tifrassen  kann.  Darauf  gibt  die  zw^te  y<">  als  nach  eben  diesen 
•-1  Cenatanleii  ttmreii  Amdradi.  IN»  4elg«ii4#  MUn  lieCMt 
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ehaimo  y{»+l)  u.  s.  w.  und  Cis  ^'md  diese  für  J^^^K  y^*f  y^****f— 
gewoonenen  Aiwdriicke  bezieblicb  <;eiiro(  hen  dnreii  die  Produklo 
Mo»  M^,  diu,..*«»  di«  gageb«!  siod  diireli  die  CikiebuigeBt 


ui|il  iiinwut  mau  au,  dass  der  seiner  linearen  Form  nach  bekannte 
Wwifr  von  y(«+»'-i)  aungndrüc^^  w^rd^«  wie  folgt  i 

=     l[ar]y+[l,r]y' +  ....  + [it-2,  r]y(*^^ 

M  «ieht  ofienber  der  auf  dieaein  Wege  gewennene  und  veeh  dea 
«— «1  Cenaluiteii  geonkiete  Werth  ve»  y  foigeodeniiUMeii  ins: 

>-        yi*+iHö^i....(ii-i)+  M,  I....«  +""^ 

+r-(*-«yu+  Mo  M,  I....« 

+  y  . +  -jä^  i.,..(u^i)  +  TST    1....«  + 


.  r— 2.11  (*-«)*  ■  1 

und  stellt  ein  Integral  der  Differentialgleichung  der  nten  Ordnung 
mit  7^  —  1  Oonstanten,  folglich  kein  allgemeines  dar,  somlero  ei» 
(liirrli  (Irii  Zusatz,  von  noch  einf-m  einzigen  i»etniue  leistenden 
VVcrthe  mit  einer  einzii^en  Conetante  zu  ver^olUtändi^odes.  Um 
la  diesem  einen  Werthe  zu  gelange»,  befreit  man  Ton  den 
aar  («—er)*,  der  ihm  aabiagt«  Temitttelst  der  Einföbniag 
aaaaa  Veiflnderilehea  f  aastalf  y  dareb  die  SabatlttttieBt  ^ 
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iitfi  tvird  eine  D«tte  Differeotialgleicbang  erhalten,  aus  welcher 
ftsf  de»  betretenen  Wege  dieoBB  «ine  partikuläre  Integral  ohne 
AMtand  zu  biliflii  l»t  B«  kafto  noch  bemerkt  wer4«ii»  dass  die- 
•et  Verfiibren  g^eg»iitlicb  mit  eio|g«D  Mpdi^kaHonen  ancb  dann 
Mc^  lu  einem  luti^rafo  mit  i>  ^  1  Cooetnäten  flübre»  FW  A  "^^v 
efaie  gerne  negaflvft  ZabI,  aber  elee  soldie  iit,  deren  nvneriecher 
Wirtb  anter  der  Ordtiungszebl  n  tfer  DMTeteetWjileirbueg  liegt 
Wir  Meten  ein  4lq«igeff  Beieptol  iQ  der  Dffferent||il|letchang : 

Es  Ist  hier:  Xn~x^  JCi-i^O,  nr=4;  folglich  hat  man  kraft 
der  Forme I  (2):  k  -  - '5,  E«  deutet  die»  auf  ein  In  Reihenform 
dar^tellbures  Integral  mit  dem  Faktor  und  auf  einen  Bestand- 
theil  des  allgenieiiu'n  Integrales  mit  dem  Faktor  .r'Iojj.r.  Ein 
partikuläres  Integral  mit  drei  Coostanten  läsi$t  sich  hier  frei  voci 
dem  togj*  und  folglieh  io  Reibenform  aufsteigend  nach  x  geord- 
net darstellen;  das  eHgemelne  mit  vier  Oonspfantee  versebeoe  In^ 
tegral  jedoch  vermag  diesen  nicbt  Wir  fewIwM  Met 
Wage  der  IMerentlalioa : 

 '    #  * 


■  ■  * 


y=0.  y"  =y.  y»-  =|y".  .  .  y"=jy-. 
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Hier  IwMi  «ieb  «Ico  die  y',  y'',  ab  drai  Iiitogmtt#iiMi«- 
steatan  Mrachten,  aad  ea  gibt  die  Mae-Laarla'aelM  Pemri 
daa  Dach  diaaen  dtei  Koaataoten  geoidnete  latagral: 

Es  ist  aber,  da  ihm  eine  Constante  fehlt,  nicht  daa  allgem^aib 
vßd  ea  iat  unerlHsslich,  um  daa  letatere  gleicbfalla  in  Reibenfom 
au  erbelteo,  derfiiafilbniDg  Ton  awei  neaen  Veriaderliebeo»  elira 
a.nnd  n  asatatt  der  einen  veranaaacbicken  bier  darcb  die  Sab* 
afitntion: 

Sic  gilt  speciell  fiir  die  GleichuDg  (4)  und  ist  als  ein  spccieller 
Fall  enthalten  io  der  für  die  aligemeine  DifferentUlgleichuog  (1) 
mit  einem  einzigen  Faktor  x  —  a  im  ersten  CoedQcienten  Äa  für 
den  Fall  gilUgen,  daaa  k=i  —  h  eioe  ganae  negative  Zahl  iat; 
nänüich : 

(6)   .  sr=s«  +  ti(jr— «)*log(a7— a), 

allwo  /i=n — 1 — ist. 

Vennuge  dieser  SubstitntioD  geht  jedesmal  das  Gleichungs- 
polynom über  in  ein  Aggregat  aus  zwei  Bestandtheileo,  einem 
mit  dem  Faktor  log  (:r  —  a)  versebenen  und  einem  anderen,  der 
davon  frei  ist,  d.  b.  die  Gleichang  wird  die  Form  annebmen : 

i>+«leg(aP-«)=0, 

und  rnnss  durch  schickliche  Werthe  von  z  und  u  io  Heibeoform 
erflilit  werden.  Man  denkt  sich  also: 

asdsa-l- »  («— .c)  +  z  •  — — •» 
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MlikllMir  ßestUDfliiiBg  der  GoAfBdaateD  der  ilirz  and  u  toge- 
nimirnm  BqUmb  die  »irdi  äyatenie  vi^Q.lmefiiw  Glelclnnigwsi 

fMeB  ist  der  allgemeine  Weg.  In  onserem  gegenwärtig  erkiesenen 
Bei«ptf^  aber  sind  die  «wei  Gleichungen,  in  welche  die  trans^ 
fonnirte  zerfilUt,  wie  man  sieb  dorcb  eioe  leichte  Recboang  ohne 
lUle  «henengl : '  •  ' 

.* 

fiant  gewirot  man  dnreh  DIf erenilatien : 

»  t  j      •      .      .      .      .     • .      .      .      *      •  ' 

(f*  =s«».«^ -MÖiP*  .a'^  +  eOa:.«* + 60.«" -ara.tt' — Äm, 

i 

•  ■  «  •  *  •  •  ^  4  «.«p 

Nm  tetien  wir  =s  0  und  erhalten  so  auf  P  =^  0  alaogleioli 
die  9"|-6ii=0»  woraan 

"  =  6 

herroigebt  Weranf  gibt  die  Q=rO  unmittelbar 

u'=0. 

Dnro  etbaHen  wir  ana  der  l^ssO  die  P' ^  x'''— a'-|-SOo's=0; 
wikhe 

liefert.   Dann  kommt  die  Q'=0  an  die  Reihe  und  bestimmt 

n'ssO, 

»ad  »0  geben  der  Reihe  nach  die       =      ä       =  ....  rtiO 

benebiich  die  nachrolgeiideu  CoenicieBtenivcrtbe: 

Tli«ll  XXVIII.  tl 
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An  fknm  bildet  Mk  «mloM  tmdm^  UtKkmätm,  im 
■bep      fol^nde,  nacb  4m  vier  wHIkihflidieii  Ceaeteiiliii  i, 

g''*      gcK^rdnete  WerUi       y  odec  daa  allgeoieiiie  Inle^nls 

^  1     J  ar»     1    4r«      1  1  :r'« 

+ ^'    + a  •  3  +« •  o + s  •  JjO+ib  •  Ä.d.ti.isl^^*  ^ 

Hier  hat  nun  da«  erste  der  vier  pertikullren  Ihtegrefe  einei 
logaritbmiecben  Beetandtbeil.  Die«  ist  aber  nqr  ein  dieetn  Bei* 
spiele  angebSriger  eebr  «pecieller  Fall»  ond  ea  Ist  aebr  leicbt  «0^ 
aeaehen,  daaa  im  Allgemeinen  alle  partiknllren  Integrale  bto  aif 
eiaea  ^  daa  leUte  nimlleb  dieaea  legarithmiacbea  Betlind* 
tbett  tragen  werden*  jedocb  wird  er  bei  ibnen  bia  auf  einen  eoo* 
atanten  Faktor  derselbe  sein.  Die  Reibe,  mit  der  log:r  fiberaU 
mnltipncirt  eracbeint«  ist  aber  aelbat  ein  partiknlSres  Integral, 
eben  dieaea  letzte  nlmRcb.  Alle  Reihen  aber,  ans  H-elchen  |i  zu- 
sammengesetzt ist,  erfreuen  sich  einer  unbegrenzten  Convergeni 
gerade  wie  die  für  Uie  Kxponeutit^lle  iür  beliebige  Werthe  der 
Variablen  .r,  nach  welcher  .sie  geordnet  sind.  Dieser  Convemenz 
zufolge  lässt  aber  dies  gebundene  Integr;)!  an  Brauchbarkeit  %ur 
ferneren  Diskussion  kaum  noch  etivas  zu  wünschen  übrig,  weil 
CS  durchaus  nicht  schwer  ist,  alte  Eigenschaften  seiner  Bestand- 
tbeile  :  IMaxiiiiuni  - ,  [Minimum-  und  Nuilw^rthe  mit  tianimt  dem 
zugehiirigeo  a:  aufzutinden  und  8icb  dieselben  so  mit  beltebi^r 
Genauigkeit  geometrisch  construtrt  vor  Augen  zu  föbren.  Einer 
aolcHen  Convergenz  begegnet  man  im  AllgeBieinen  nor,  wenn  lota 
nacb  aufsteigenden  Potenzen  der  Faktoren  dea  ersten  Co^fBcien* 
ten  der  Differentialgleichung  entwickelt,  wo  man  dann  zu  gleicher 
Zell  aucb  diei  In  den  Integralen  allenfalls  vorhandene»  lefiiKbrnt 
adMtt  Traoacend^nten  eaidetkt,  wibeend  akb  wieder  ami'  dim 
Verkemmen  eder  Nlcbtverkomnieii  eine«  aolcben  Legarftbnna  and 
der  Geatelt*.  1»  welaber  er  eraeheuit»  die  fbrnefen  eraprieaalicbaa 
Sebritte  dem  Reebner  kimd  gebea«  Indem  äie  Iba  in  Stand  aetsea» 
an  beoHbelleiif  welcbe  der  dbrigen  ftitegiatlenaaiclbodeB  mm 
aUenfiUb  necb  anwenden  kSane»  am  die  mOglicbat  ▼ellatlndige 
Keaataiaa  aller  Eigenacbaftea  dea  lalegralea  an  erringen. 
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M  der  dU  (3)  gegeben»  Werth  von  k  gariK»  vinI  ^« 

•Mf »  hMt  Üv  «Mgw  partHnillrei  Megral  mü  dem  WßkmM 
«01*^  iMiiütiBi,  MT  tet  a«ch  Mr  I»  dieseii  rfw^un  h^^tpM 
iM  diM  «eeb  ehi  ■nelellg  nMMbtnder  »lotidthei^Mil  legi^^-^d^ 
«Miii,  ttüd  ata  leuiif  «ieh  dl«  flbr^  n^l  ptMlniM  Idiv« 
pihi  MMH  der  Med'L^etli^'eelie»  FeiMl  gena»  m»  ^mwA^ 
fVi  wl»  iff  de«  ebeit  erledigHen  Beispiele.  Um  jedoch  das  al' 
flMeiae  fastegtal  ati  finden  durch  einen  etm^fen  Reebnoni^KaUt^ 
ist  es  wieder  nothweodig,  die  Einföbmog  zweifif  neuen  Verändere 
liebe»  deiti  Integriten  voretigehen  zu  tesnen,  äbev  nicht  dtech  6km 
Sobfititution  (5),  eonderar  Tielnehr  deroh  did  felgeiide  ven  iv 
fOiduedeo«: 

U#  «Md  YdrediHfliM  llekMe*  eleb  a«f  deof  das»  d* 
«Ii  Cedffldent  der  DUBrentialglelchmig  nar  mit  einem  eioiigeD 
MUMr  st-^^'ti  ▼«Weh«»  lef.  WiMtf  dagtfgiM  M<0liee  f  AtöM 
iAiM  fdrbetfden,  dann  ileMet  die  FevAi  di6a  Intf^gnUiitf 
«K^  cffMrpl'ftfrteren  Regelet,  tmd  «MM  hat  ht  derselben  ikis  ei^efe'^ 
flt|  mehertde  Bestandtheile  bald  Esponentialgross«n,  bald  FakfÖ> 
m  oefer  Dfrisoffert,  Bald  aolcPre  <md  LogarHhm*Ä  zuglei<^h  arwe-' 
seien,  wefthe  letzteren  djinn  airch  ifi  huheren  Pof^niien  mitgaitietf 
and  poaitiverr  Expt)nenten  zü  erscheinen  vermugen.  DieRe  Regeltf 
lE^ehoren  A^t  FörMenlehre  an  end  sind  elftaa  von  der  Integrafioii^ 
Mdiede  tollig  Geeehiedeees,  uitd  wenn  die  letzt^^e  sfeh  in  \hnt 
Anlage  als  SussersI  einfach  andeutet»  so  nOthl|gen  dalgegen'  dHf 
Vortehriften  der  Fermenlehre  im  Allgemeinen  zu  viel  complicir- 
teren  Betrachtungen,  gerade  wie  in  der  allgemeinen  Theerie  der 
algahfalaehea  Gleiebongen  aaeb.  Daa  Integrirea  aelbst  Ist  lelcli^» 

VTIaaen  jedocb,  wie  man  ei  efaiioleiten  bat,  Ist  acbwieriger« 


Ilw 

Das  aaympto Irische  Integriren. 

Diese  zweite  Integrationsnietbode  ist  die  wichtigste  von  alfen». 
^^tift  IichtvoUste^  £(le  gibt  cfas  fntegral  gewöhnlich  als  Produkt 
aa^  twei  Faictoren,  denen  gan2  reischledene  analytische  und  gee* 
aie^risete  fitgeaaeliaften  lokemmen.  ber  erste  hat  eine  E!xpo- 
MiiBlgrSsse  zur  Gienae,  und  aemit'  geemetrfseb  cenatfroirt  eine 
«ipiMtSelle  Conre  lor  Asymptote  ^  der  zweite  een^ergirt 
MMttmdatt  Wacbaen  d<fr  anablllllit%eD  VeiinderllcbaB  *  gegbi 
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sie 


Pet%e/ti:  Leöer  die  Integration 


eine  gewisse  Potenz  von  x,  hat  aUo,  geometrisch  construirt,  zur 
Asymptote  eine  algebraische  Curve.  Der  erste  gebt  »litufüer  über 
in  eine  periodiäche  Futiktion,  der  zweite  nie.  Sie  heisHt  Oarum 
die  asymptotische,  weil  sie  die  partikulären  Iiüe^raie  in  ihre  zw«i 
multiplicativen  Bestandtheile  zeri^üt  ,  denen  Asymptoten  verschie- 
dener Gattung:  exponentielle  und  algebraische,  angehören.  Dieser 
Metbode  des  Integrirens  fügen  sich  wohl  alle  Differential^leichun- 
'gen»  einige  anmittelbar,  andere  aber  erst  nach  TorhergegaogeiMr 
ein-  oder  iweimaliger  Trausformatiou.  Diejenigen,  denen  mao 
«nmittefbar  Vermittelst  derselben  dae  allgemeioe  Integral  entringt 
elnd  die  in  folgender  Fern  enthaltenen: 

(7) 

d.  b.  mit  Coiflicienten*  die  aimmtlich  ein  und  dieselbe  Qrad* 
inbl  m  bieten.  Es  leidet  dies  jedoch  mannigfache  Ansnahoen» 
welche  xum  Tfaeile  ans  der  folgenden  Exposition  sich  von  selbst 

ergeben  werden,  zorn  Tbeile  jedoch  in  Auseinandersetzungen 
verwickeln  würden,  die  nicht  hieher  geboren.  Ich  %vill  die  Grund- 
zQge  dieser  I^lethude,  die  ebenfalls  ausserordentlich  einfach  ist, 
so  wie  die  frühere,  wenn  man  sie  einmal  richtiir  vorbereitet  hat, 
hier  nur  in  Bezug  auf  diejenigen  Oiffereotial^^letchuni^pn  darstellen, 
die  der  riten  Ordnung  angeboren  und  Co^fücienten  des  ersten  und 
anreiten  Grades  bieten. 

Es  sei  also  snv5rderst  gegeben  als  an  Integrirende  Differen- 
tialgleichung: 

:  (») 

GemSss  den  Vorschriften  der  Formenlehre  erscbllessen  wir  in 
dieser  Gleichnng  ii  partikniire  Integrale  in  der  Form: 

(9) 

unter  Q  eine  Funktion  von  x  verstanden,  die,  fibniich  den  al)g^ 
braiseheo  Funktionen  beim  fortwfthrenden  Wachsen  von  x,  geg^ 
eine  gewisse  Potens  von  x  oonvergirt  Anf  diese  Kenntniss  ge* 
stiltit«  nehmen  wir  einen  Ihr  Genüge  leistenden  Werth  «n  in  der 
hiermit  Ubereinstimmenden  Gestalt: 

(M9  >=£t«".»nu.^ 
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der  linearen  Dlfferentiatgletchunffen, 


j'o  welchem  h  einen  consLinteri  Differentiatibfiiindex,  W  ein« 
Fuflktioii  von  die  keiu  jl  in  sich  enthält,  und  er  eine  gleich- 
falls ron  X  unabhängige  Constante  andeutet,  die  nach  geschehe- 
ner Äinaiiger  Differentiation  anstatt  u  gesetzt  werden  muss,  und 
es  sich  offenbar  darum  handelt,  durch  schickliche  Wahl  dieser 
GrusMen  die  OifferentialgleicliaDg  identisch  zu  machen.  Wir  sub- 
ftituireo  deauuieb  den*  aDgenomiBfReii  Ausdruck  (10)  in  dletelb* 
nd  bemerken,  daee,  weil  man  allgemein  für  jedes  r  hat: 

4»  Sobatitationareanltat  ao  a««aehe: 

■«dM  WertheBt 

I  » 

>  j  •  >  I  ' 

Flbien  wir  hier  die  Aroalige  Differentiation  nach  u  mit  Hilfe  der 
Formel  durch ,  die  wir  fflr  den  Amaligen  Differentialqufttlenten  dea 
PiadDktee  PO  bealtsen,  n&mlich: 

■ 

indeia  wir  e*"  als  ersten  und  Oi  ÜqW  als  zweiten  Faktor 

ad&Btetty  denken  wir  nna  aodann  «  anstatt  u  anbatitairt  nnd  be- 
idebDen  allgeiiKdn  daajealge,  waa  aus  irgend  einem  rten  Diffe* 
Mlialqaotienten  dea  Prodnktea  V^W  oder  l7|fF  dnrcb  die  Snb- 
iiüion  a  wird,  durch  (UoW)(0  oder  (UiWjC).  wobei  jedoch 
*4l  tu  merken  ist,  dass  hier  die  Snbetitntion  nach  der  naaligen 
ÄfcreiUiation  ausgeführt  gedacht  wird  und  nicht  timgekehrt; 
oAloen  wir  endlich  das  liesuhat  nach  ab^steigenden  Potenzen  Ton 
^;  80  liegt  dann  folgende,  durch  schickliche  Wahl  von  h,  W  nnd 
t  identisch  zn  mac^nde  Gleichung  vor ;  . 


was  Air  Miebiga  s  nur  daoD  möglich  ist,  wenn  die  CoeflKcienei 
der  yerschledenen  Potenzen  dieser  Variablen  je  fiir  pidi  gfmfi 
Noll  wentoo.  Bfan  «rbilt  «lio  folgende  Reibe  veo  BeetfaDOHUfi 
glelehaDgen : 

1  (üoW)'+^(ü|Wr=o, 
(II)  < 

\  **•••••• 

Ike  «eten  ven  ihnen  kenn  CrenOge  geleietel  werden  dovAHvl 
wetdeii  voo  LJ,  oder  von  W;  da  aber  Letstem  luustattbiA  ii 

weii  die  entwickelt  ge^cLrieiiieue  zvv«)iie,  d.h.  die 

dann  aocb  >V'  =0,  die  danaf  folgende  Vl"~0  u.s.  w.  ihr  Ii 
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begriff  aber  fF=0  Hef«m  würdti,  \\m  auch  y  0  oiacht,  il^tm 
aifo  allerdini^s  einen  Genäge  leistenden  Werth  ertheili,  der  aber 
keia  partÜLuiäres  Integral  iat,  ao  bleibt  une  nur  übrig : 

(12)        üi  SB       +  .  —  +  «1«  +  «0  =0 

lonalMiMii»  and  die  swaite«  die  jelst  in  die  elnfaelim 

abügebl«  lor  Battoniavg  m  A  sa  (NmlttiMi.  Sie  lleiirt  s  ^ 

üd  da  die  U|  =0  eine  algebraische  Gleichung  des  nteo  Grades 
Ii*  die  in  der  Hegel  n  vod  einander  ferschitdene  Wuraele 
besitzen  mirdv  (gewinnt  mui  ihnea  entsprechend 
mtk  in  der  Regel»  eod  namentlich  so  lange»  ete  es  keine  gM- 
dben  Wurzeln  a  gibt,  und  der  Co^ffietent  an  von  der  Null  ver- 
icbiedee  bleibt,  n  ? eiecbiedeiie  und  ewar  endlicbe  Wertbe  fOr  A» 
dann  eteober  H  rerschledeoen  pertikaliien  Integralen  enge* 
blrea«  eo  daee  eigentlich  durch  eine  and  dieaelbe  Recbnuog  und 
■ar  mittelat  der  n  Sebetltatieneo  von  a^,  og«  op»  alsogleich 
4f  allgemeine  Integral  erhalten  wird. 

Nnehdeei  ivtr  geaehe»  haben,  dame  die  etetaa  heklev  der  Be^ 
älMMigeglelcheegetf  (11)  die  Warthe  ven  e  und  A  fehea,  eirt^ 
wicnR»^  wir  eie  «nne«  cwe  lai« 

(t,'  +  ^  ü,")  w + (Uo + (A  - 1)  u,')  w  +  ^  ü,  w= a 

Das  in  ihr  enthaltene  Glied  mit  W  ▼etacbwindet  wegen  des 
Faktors  Ui ,  der  Coefficipnt  von  W  geht  in  Folge  der  (13)  in  Uj' 
über,  ist  somit  unter  der  gemachten  Voraussetzung  verschiedener 
Wnrteln  Ton  der  Null  verschieden,  daher  denn  diese  Gleichung 
jidesmal  Vi'  bestimmt,  indem  sie  dal&r  einen  dem  W  proportlo- 
ulen  Ausdruck  liefeiL  Zar  Bestimmung  des  W  selbst  ist  gar 
kein  Mittel  ▼erhaaden*  es  spielt  daher  die  Rolle  einer  willkOhr* 
hben  Ceaalafitat  eder  Tielmehr  ven  «  ▼eracbiedenen»  den  Snh- 
dkHenea  ui,  o^,  Oy,  .««.o^  angehOrlgen  Cenatanten.  Dana  nun 
tedhe  mit  dan  folgenden  Beetjmaiangsgleichungen  In  deraelhea 
der  Fall  eel,  davon  belehrt  una  die  allgemeine  unter  Ihnen, 
ii  von  den  Verschwinde^  dea.  Cedficlentfa  von  apricbt, 
alalich  die  v 
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INe  hMIttteviin  Ibr  varkonnendeii  DMbraotlik|«olienlift  #m:  W 
M  der  rte       (r+I)0te  x  die  ni  Ibben  gehDrige«  GoiflMcflIte 

aber  offeubar:  ; 

Eraleier  geht*  vermSge  der  (1^»  aber  In  de«  m  Niilt  verMble- 
dene  — rüt',  der  andere  i»t  gleieb  Null. 

Die  Gleichung  dient  al*<u  Ijoi  dem  Hinausfallen  von  Wf*"**! 
zur  lie^iimmung  von  W^^).  Man  sit  lit  daher,  da^s  die  GleichoB- 
gen  von  der  dritten  an^eiange.n.  der  KeUie  nach  .... 

....WC»"),  W(''+^)  geben,  und  zwar  jedesmal  vermittelst  einpr 
liivision  dnrcb  Ui'.  Man  ^vird  also  Älr  diese  Grösse  der  B^ihe 
nach  dem  willkflhrlieben  W  properilenale,  benieblfeb .  dnefc 
U|'»  C|'*,.**.U|'''  gebrochene»  somit  endliehe  Ansdriicke  erbifV» 
feil  9  and  dm  der'  In  Entwickelter  Fem  hingestellte  mngenemmeüe 
Werth  Ton  «  nach  so  aussieht : 

SO  sind  in  demselben  alle  CoMelenten  der  ctnt^eklammerten,  nach 
absteigenden  Potenzen  ron  x  geordneten  Reihe  als  dem  W  pro- 
portionale Anedriicke  bekannt.  IMeses  W  emeheint  senit  als 
heraiissnaetvender  gemehisebalUlcber  Faktor,  ond  statuirt  maaallge- 
mein  filr  den  Werth  0=0«  das  Symbol :  W=W,  und  W(r)=[«,  r] W», 
so  i«t  in  der  nachfolt^enden  Formel  das  allgemeine  Integral  der 
vorgelegten  Diflferentiaigleichung  enthalten: 

(14) 

r=  W»e«.^[j^.  l]a:*.->  +(2)11.  2];t*.-»+  .... 

. . . .  +  (*' )  [1,  r  ]«»• + ....  J 

fW,cV|x»,  I  A.lii,  t(2")l».aj«*.-*  +  .... 
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der  äiuuren  iHffercmialgietekmgen» 


Wertfie  abW  TO»  ....  sitfd  Hier  der  oackt 

•»  '   *'  '    .1,1  »  i  .  ^  '  •»        ♦  >  •         .  '      '  . 
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.1  :  .+U,a-12üoUa'ü»H9üaü|''«]+a(üp*üi^ 


>i  I 


Die  Au sd rück«,  welche  man  Itir  die  nufeioanderfolgenden  Reihen- 
coefücienten  auf  die^e  Weii*«  ge>\innt,  werden  /.war  immer  com* 
plicirter,  dennin«reachtet  aher  Ifisst  sich  nicht  nur  eine  allgemeine 
Hegel  soMohi  ihrer  rekurrenten,  als  auch  independenten  Bildung 
aufstellen,  sondern  auch  eine  jede  der  Funktionen  W  in  gei^chlos* 
aeoer  Form  ati||abeii.  Mies  kann  jedoch  am  gegenivfirtlgefi  Orte 
■lebt  gaachehen,  weil  sonst  der  vorliegende  kleine  Ahr is.s  der  In- 
tigrationsmethoden  das  Schicksal  des  Hauptwerkes  hätte,  aich 
rflawiihr  in  s  Breit«  aa  Mm  tod  aoaril  aaten  2»eck 
gar  verfeMen  Vttrdeu 

Ebenso  weni?  lassen  sich  die  zahlreichen  AnsnahmsfÜlle  He- 
ruhren, in  ^velrlicn  man  durch  die  ehen  auseiiianderc;eset7,te  Inte- 
grationsinethode  kein  allu'erne'unvs  Integral  mit  der  nothwenjiigeo 
Anzahl  vriilknhrlichpr  ron^tantcn  crhhlt.  t>s  geschieht  dies  erstens 
dann,  wenn  die  Gleichung  (12)  in  o  gleiche  Wurzeln,  etwa  m  an 
4er  Zahl,  besitzt,  und  zipeUeaa  dann,  wenn  sie  vegea  dea  Ver> 
aahftMaas  >d«a  iu.  ihr  vorkofnuiendeo  Anfangacoiifieiealmi.'da» 
^^1,....,  etwa  m  an  der  Zahl»  eloen  nledH§in««il||k. da»  «Ita 
Grade  angehurt.  £a  würde  aber  wenig  frommen,  hier  auch  nur 
aa  baiarheti»  daaa.vMare  littegrationamelhiMlp  i*  »aigban  VHNeii 
^arfikalira  Integrale,  m  der  ZabI»  daium  aa  geben  Terwelgeve» 
weH  ale  in  einer  anderen,  als  der  veraoageaela^  äealalt  erecbel- 


Im  ereten  Falte  ntallch  b  4w  Perm: 

iai  sweitco  Falle  aber  in  der  ähnlichen: 


.1 


denn  hieraua  ^hellen  die  tero^ren  Schritte  noch  keineswegs, 
wtkbe  die  n  partlkaliren  Integrale  unter  die  Uerreebaft  der  fai 


ße^ie  «idi€Ddeii  Metboda  sarflckniliren,  und  findet  ^ie  def  mhuA' 
«innige  Leser,  nun  so  hat  er  einen  Theil  der  Formenlehre  ent* 
deciit  und  so  von  felbeft  die  Ueberzenguog  gewonnen»  da«s 
durchaus  nicht  zureiche,  blos  Intei^ationsmethodeii  tu  besitzen, 
und  «o  weniger  zureiche,  je  mehr  man  deren  hat>  weil  dain  na- 
tarlicii  die  Frage  entetebt,  wekbe  tob  allaii  4eD  yorhaadeitii  io 
jedem  speciellen  Falle  den  Vortng  Terdiene»  mid  das  iwfrli 

t 

Die  Reiben,  aus  vrelcfien  das  allgemeine  Integral  (14)  bestdrl, 
eind  Terseben  mit  Binomial'Co^fiicienten,  haben  daher  gerade  wie 
die  Btnomialformel  die  merlc würdige  Eigenschaft ,  abaobrecfaen, 
«6  eft  der  intt  h  beaeiebnete  Dtffereetiationaindez  \m  «Im  ganie 
|M>8iti?a  flaiil  T  flbergeht.  ün  dies  Iclar  einzusehen,  ^tenflgt  «i 
ttiekl,  so  kmeiltD,  imm  di#  ^tmn  CHeiet  ^k&mt  RcHn% 
von  dm  * 

iMigefawgen,  eliiiirflieb  Jm  ▼emhwiwindi  lUitir  h'^r  haboft; 

es  muss  aacb  noch  dargetban  werden,  dass  WC'^^),  M^f'-I-*},,... 

keine  uneodiichen  Werthe  hekommen.  Dies  zeigt  aber  klar  die 
letale  der  Bestimmungsgleichungen  (II),  die  zur  Bestimmung  vod 
W(''+')  dienen  soll,  aber  hierzu  nicht  verwendet  zu  werden  hraucbt, 
weil  «ie  wegen  des  allen  GUedern  zukommendep  Faktors  A— r 
io  eine  identiacbe  fibergebt. 

SehreltMi  wir  je4et  zvr  Integraitlon  derjenigen  Diiereotiil- 
gleicbnng,  die  auf  die  (8),  deren  Co^cienten  vom  ersten  Grade 
«iad,  SQDielMt  kommt»  die  nftmlicb  mit  quadraÜMheDCoCCfideatai: 

(16)  imiaiH^-^ys^^i^i^Bi^^^ 

Wir  entnehmen  auch  hier  den  Veracbriften  der  Formeoteftm  elMB 

Genüge  ilelstenden  Werth  in  der  Form: 

(17)  9  =  ^\f^WU' 

mli  «Aaltw  darah  SnlMÜtatiM  dwMlbeo  in  ii»  vorliagMidt  <■!••■ 
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rflll  Ourvb  £«tnriAelung  die«««  SiibsHtutiongrecuM^tes  and  mit 
ffilfe  der  bereite  gekraachtM!«  dt«  EinßUmiog  von  a  anstatt  u  an- 
d^ntenden  BeMi«bDaiig  gebagm  wir  «pr  («IgeiMleii  idmtiaehM 
GWckmgi 

+  «»tüoW+A(ü,W)'  +  i^^(ü,W)'J 


der  die  CeifBciente»  d«r  vcrscbttdendn  Potene^n  vo«  :r  j# 
i&eh  der  Nuii  gieioh  fieiii  mflgn^»  4b  daiB—Mh  in  fid|§M4» 
ft^iitinunBiigigifliclimigeo  mMHi 
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■ 

ü«r  enteD  von  ihnen  kann  nur  dadnich  Genüge  gdeielet  wer» 
den»  dane  man 

nlninit,   nachdem  in  Fol<^e  des  etwa  ansjenoinmeiit^ii  VVr=0  aucli 
W,  W*',.,..  der  Null  «jleich  werd^'n  «ürdeii,  was  ein  Verscfn^  » » »- 
den  von  y  jm  Folge  hätte.    Die  zweite  bestimmt  dano  ia 
Kegel  den  Werth  von  h,  da  aie  übergeht  in: 

(19)  ü|  4^  AU«'  =  0.  worans  A  - — ^ 

folgt.  Da  nun  aber  die  1)^=0,  als  dem  7/ ton  Grade  angehSrei»^' 
gewöhnlich  n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  ir|,  s^»...-  ^* 
bMtity  ao  lange  wenigstens t  ab  an  nicht  Null  ist;  so  hat  m»"* 
ibaen  entsprechend»  auch  gewwhnllch  n  von  einander  verschledav^^ 
Werth e  von  die  offenbar  n  verschiedenen  partlkulftren  Integr^' 
len  aji£?ehören.  Die  dritte  lietert  jetzt  W'  als  einen  dem  W  pr^" 
portionaleii  Aufdruck,  und  zwar: 

und  ebenso  wird  die  darauf  folgende  vierte  W"  geben  durch 
am^gedrOckt«  die  ftlnfte  au  W'*"  fdhren ;  und  fassen  wir  endlich  d 


ins  Auge,  bemerkend,  danii  die  hötliditen  in  derselben  voi 
nenden  Diflferentialquotienten  von  W,  nämlich  Vi<r)  und  W^'k'^ 
bealehlicb  multlplicirt  erscheinen  mit: 
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 [(A-r)ü^'f  üi]  uüd  - — Vfy^lf~r^*' 

Filtmii.Tdn  wetdied  d^r  erste  der  (19)  zufolge  t^lefdi  — (A-r-f-l)!},'. 
der  twelte  aber  gletch  INiill  ist:  ««o  sehen  irir,  dass  sie,  die  die 

(r-|-?)te  an  der  Zahl  ist,  zu  <hMu  VVerthe  von  (Uhre,  .und  die» 

iwar  ^enuittelst  einer  l)i\i.siun  durch  (h  —  r  +  l)^^'-  dpni  zu- 
folge die  W,  W",  VV"',....  eine  aiinllche  DivlKion  durch  M  2'» 
{h  —  l)V^\  (Ä —2)1)2', ....  erheischen,  so  erMcheinen  offenbar  (iie 
Werthe  difiser  Grössen  in  Brucbforoiy^^tind  e^  eoth^l  ail|;eiueiii 
der  Too  ilen  JNeouer:  '  .        '  ' 

der  in  der  Regel  von  der  Null  versrhieden  ist,'  worniis  dann 
foi^,  da«ü  der  Werth  von  VV^O  ein  endiicher  sei.  Die  Formeln, 
die  sich  früher  filr  eine  Dlfferentialgleicbiing  mit  Co«fticienten, 
^ax-k-i»  ergeben  haben,  bestehen  aUto  dngeindert  auch  hier, 
n^r  werdM  die  Werth«  W,  W', ....  aiid«r»,  durifih  aiidere- 
BMAnng/w  geg«beiiet 

^=mj^-,i>U7*^  D.-(üo'-3lV  +  2C.-)'  - 

•  +LV»(-m\,iT,t'i' f^i4T  „r,r,'+i?r,r,' 
',  ..  .  ,+3lJ.*p,'«]. 

Auch  diese  (  ormelii  sehen  eben  nicht  nehr ' gesehmeiditr  an«, 
and  doch  liMt  akb  das  aligenieioo  tiaaetz  ihrer  indapebdentMl 
Bildung  aogeben ,  «ras  wir  aber  hier  aus  den  bereits  enriboten 
ffiiaiw  «Btariaaaao.  fib«|ao  varaiditaii  vir  aaf  die  firOrtormf 
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der  AusiuihmflNe,  in  dMeo  man  kein  allgemeinf^s  Idtegfal  mit 
n  Constflnten  bekoimnt,  und  filgert  nur  noch  die  Bemerkun^r  hei, 
(lass  auch  hier  die  partikulären  Integrale  in  ge«chlo«isene  Aus- 
drücke äbtrgeben  kuaneftr  wem»  A  gleidv  einer  gpuizeo  ZaU  r 
«iiid^  nur  bt  litetn  Bocb  dis  ätettfindes  «iaer  tetmnm  Bmdkt^ 
'  fißtüg&f^fAat^  mM  4&t  ißaam  RtiirtilMiWt  im  r  ut(tmm 
INm  l«r: 

wi«  MB  sidi  dnfcfc  omnfitollim  Ansieht  te  in  fjfmirtiiilhdiet 
Fetfli  aufgesteUten  GleicbvagvpolyiMmie  (18)  ebne  llflha  flberM«* 

gen  kann.  Es  Ut  nicht  schwer,  diese  Integretionsmetbode  ans- 
zudehnen  auf  I)ifferer)tiali>leichunijen  mit  cubUcheo^  biquadrati&chen 
nnd  höher  gebauten  (lotiücieiittiK  Min  begegnet  üherall  deHsel* 
ben  Erscheioungen  usd  kommt  &o  zu  saLcer]  an  ^esclUasseoeti 
Forntelo  voräber»  wenn  der  Differentiatioasiiidez  ein» 
Zahl  isl  und  wenn  noch  nebst  den  HeiingnngnglelchangeB  b^ 
tiebl&ch  smi,  drei  and  mehf  no  des  Zahl  erflQllt  sind.  Hae  Inte- 
gfiren  jedocb  int  nnr  ein  Beslindtbeii  der  Dinbnnnbn,  ein  Millni 
nnr  ErOrtemng  der  Elgwinehnftnn  des  Integralen  und  mieht  n 
diesem  letaleren  einalg  rntionellen  Zweeke  niebt  immer  na»  Bs 
darr  dies  nicht  Wtnder  nehmen,  da  e»  mit  der  Hiskussieir  der 
ali^i'braischeo  Gleichungen  zwi^ichen  zwei  VeränderH<fÄen  y  und  jt 
ja  ^i'iiau  dieselbe  Bewanrltniss  bat.  Man  denke  n\!r  au  eine  (ilei- 
cbung  des  zw  eiten  Grades  zw  isdieii  die^^pn  Variabrln.  Wie  leicht 
ist  da  das  Auflösen,  aber  wie  wenig  lehrt  es  über  deir  snpincben 
ibnen  bpsfebenden  Znsammenbnng.  Di8kutirt  man  hingegen  eine 
solche  Gleicbnng»  d.  b.  legi  man  sieb  ihre  Genüge  leistenden 
Werlbe  gsbOrig  geomelriscb  als  Linien  der  sirellen  Ordnung  con- 
slmiri  vor»,  so  wird  man«  um  diesen  2weck  sn  erreicben«  na  gar 
mannigfachen  analytischen  Kunsigriflen  sn  greifen  genStbIgt  sein» 
die  von  einer  Gleichungs- Aiun«1eung  gänzlich  verschieden  sind, 
wird  aber  auch  den  Iclarsteti  mul  voMstiituIi<>steri  möglichen  Anf- 
{^cblu(i8  über  die  Bej^chaüenlieit  dvr  deruige  Iei*;tenilrii  VVerthe 
erriinge>n  haben.  Es  erklärt  sieb  hiermit  auch  unter  Anderro,  wa« 
mm  höchst  seltea  die  in  «inw  eiozigeo  Form  durcbgeföhrte  Inte- 
gration einer  Differentialgleichung  ganz  und  gar  zum  Ziele  fiibft 
«nd  in  den  meisten  Fällen  das  Integriren  in  verschiedenen  Far- 
men benOtbigt  wird.  Wir  ffigen  hier  noch  als  Beispiel  bei  die 
Integratloa  sinnr  sehr  einCubs»  DlflerMUinlglekbnng  »  nsynpto» 
tiseker  Feam,  nimlicl^  des: 
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der  kneürem  IH^pBrtnäalgieichungtn,  337- 

w9  man  sich  aHeiifalls  mit  dem  anymptotlscllefi  Integral«  dleiii 
bcgoSgcii  kann.   E«  sind  hier  die  Co^flicienten  rwn  mlea  Grad^ 


•Im  41»  aar  B««tfiiittBPg  tob  u  dleooBde  Gieidmng : 

Sie  Met«l  die  W  urzeln      s  fr,  f%  r=  —  6.  baideo  X«llM  M 

ni^ameUie  Werlb  voo  km  uftaUkki  . 


•I  « 


Wi  haben  wH^  awel  fMittknllvt  liAagral«  SK  gewictigeo,  die  b«» 
rfiW^  dkl  aivül  fispqMiMgiQiMtD  «»P  «nd  cr^  w  Faktoren 
WMis.  4m  «MiMie  Ukl»  ttan^  In  M^m.  dem  Gttede  ^ 
«id  M  goacMiaaeiiai  «eh  «  iii.  ata»  gfUMia  poaitiYei  %ahl 
*«geht  Da  am  htar 

die  fibrigen  DiffereatialqQotientan  aber  gleich  Noll  hat»  ao  verein* 
facben  aieb  die  aar  Beatimaiiing  ren  W%  W?,....  dieaeaden 
filtiehaagen  und  geben  Aber  in; 

W-T— 55— *   "2.2^6»-  • 

y.^^'r  «(«  -f  0  (« ~  ')     +    («  - 2)(a  -i^  3) 

2.3,2«.A«  '  ••••  ^ 

^tt  geancbte  allgemeine  Integral  iet  aiee: 
3R  14«»*  (ar«  5x — j:«  H  *^ 


g(o4i)(g-l)(«-f-2)(e>-2)(e-i-3)  .  ,  ^ 

,  a(e'fl>(a-I)(fl4-i>)(a~2)(e-f3)  -  ,  . 
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and  die  darin  lersiclitlicben  absteigeoden  Reihen  bfffitMB«  4tr 
Anblick  ihm  C^iflUsiMiton  idirt,  die  BfgeMcheft,  jeilMMl  99m 
eelbut  absuhrechen ,  »o  oft  i?  In  eine  gante,  gleiebgiltig  eb  pe«i> 
tive  oder  negative»  Zahl  flbergeht 

Auch  diese  lotegratioiiiiniethode,  die  wlchUgate  von  allqn,  lal 
daher  so  ungemeio  einfach,  daiia  ea  Wender  nehmen  hSmile,  wie 

sie  bisher  unentdeelct  geblieben  ist,  wenn  man  nicht  wüsste,  dass 
mit  dem  Integriren  nur  in  den  aelU'nsten  Fällen  Alles  pethan  sei 
und  i\^t^s  noch  IVInnr^p»  7.n  tliuü  liljrii^  bleibe,  Ulli  ZU  emer  voll- 
»tändigeu  kcnotiiiits  des  integrales  zu  [gelangen,  eo  swar-,«  das« 
es  geometrisch  construirt  vor  die  Augen  des  Geistes  tritt  Dem- 
nngeachtet  bleibt  aller  das  Integrfaren,  tmf?  vorzüglich  das  tn  der 
asymptotischen  Form»  ein  sehr  wesentlicher  Bestandthell  der  Dia- 
Imssion,  and  man  siebt  kein  Hindernlsa,  die  hier  vergetragens 
Blelhede  dessalben  In  die  Lehrhfleber  der  Wlssensehall  sM«*' 
nehmen,  mir  darf  mafl  dabei  nlebt  an  weit  -geben;'  die  bhetAte 
mathematische  Streute  und  Vollständigkeit  beanstrelieiKi ,  weff 

man  dann  unfehlbar  wieder  au  einem  gaosen  Buche  gelangt 

1   ..  ....... 

Die  übrigen  swei  lutegraiions- Methoden  bringe  ein  späterer 
Artikel 
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XVIII. 

Nacht  der  Arbeit  Vortrag  gehalten  bei  der  feier- 
tichea  Sitzuag  der  KaiserL  Akademie  der  Wissenschaf- 
tik  aai  30.  Mai  1S55  von  Seiaer  ExceUeos  dem  Heam 

.        Präaidenten  der  Akademie 

» 

Dr.  Jlndr.  Freih.  Batiiiijfariif<»r*)« 

leb  babe:  tm  die  Aafgabe  gestallt»  beute  aber  die  Macfa«  der 
AilMil  so  afieeben. 

Als  der  Philosoph  Anaxaf^oras  von  einein  seiner  Landsieuta 
gefragt  wurde,  warum  er  sich  nicht  mehr  um  heiii  Vaterland  be- 
kumoiere»  deutete  er  gegen  den  IJinunel  und  sagte:  Ich  sorge  für 
nicbts  anderes.  Sollten  Sie  mich  Irasren,  warum  ich  zu  meinem 
hetjtjs^en  Vortrage  nicht  ein  rein  wissenschaftliches  Thema  ge- 
währ habe,  wie  dieses  die  iiestinimuog  der  kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften,  in  deren  Nanen  ich  apracbe^  2u  erfordern 
icbeint,  so  konnte  ich  nicht  so  km  antworten,  wie  der  grieeblwbe 
Wehvieiae;  ich  w0rde  aber  ungeGlbr  Folgendes  erwidere:  leb 
tMfebe  #ilir  ArMt  aiebt  biee  lBOrperllcbe< Anstrengung,  «endem , 
Jtie  ittf  einea  baeamatten:  Zweck  gericbtele,  abelchtlitbe  Krift- 

*>  Wetett  dUis  IMs-  dst '  kotlursrtbtton  Pi«cltets«  KsiMrIlitoi 
liultais  a«r  'Wiii«aieliaffe«i  sn  Wisa,  8r«  azesUaas- dts  Hsitn  MlaUttM 
^ftvsfligafiiitrv'.Aiidi  akhl  «ntMhlMtilick  mMlwiaatlMatB  and  phydlui" 
liidhvi.]«|iiato  ist,  9ß  «alhUt.4ieMlbt  «ocli,  abea  to  wie  4is  la  ThL  VY, 
kVi  alitgvMIte  Rc^a  diua»  mlBlahta  Pliyaiksrt  „fibsr.  deo  ZaralL  io  daa 
ftwm  II  Ua;6ja«di«ftta** ,  eiaa  aa  groMS  Venge  üliaraa»  iatartMsatM  natarwif 
WiMlMkl^ditr  Notizea,  naaicollieli  aadi  aas  dwa  GtbUia  der  MMliaaik  d««.w., 
%aBfBh  beiSn  Ualarriclita  aa  dewM  Belabaaa  Mclwi  awMkatttMiK  Aawta- 
ündcü  köaoaa,  da»  ick  •«  mir  alahl  varM^ea  kana,  «acb  dieM  «ai* 
giuiaatit'atila  attftdfA  Alnlaaack  dsK  l^aiierÜckaa  Ak'adeiaia  dar 

^SiiiraVeilVriak , '  Jakr  g«ng  1850.  dM  Lmmh  dt«  Ardd^  Mtihiiiailte. 
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Susseran^,  sowohl  des  Korpers ,  als  de«  Geistes»  mltUo  auch 
Jene«  ^velcher  Künste  und  Wifisetischatten  ih reo  Ursprung  verdaa- 
ken.  ich  gehe  Ton  der  Ansicht  aus,  dass  schon  der  vereiniette 
Meiiöch,  um  so  mehr  aber  der  Bürger  eines  Staates,  sowohl  für 
die  physische»  als  moralische  WohKabrt  seiner  selbst  und  eeiaer 
Mitmenscheo  la  sorgen  verpflichtet  sei,  da  er  vermDge  eeiBir 
Natar  Bflrger  sweier  Welten  ist,  die  durch  ein  geheimnissToHes 
Band  in  einem  Gsnaen,  den  Weltall»  veriumdcii  eind.  Dte  Wie- 
Moechaft  hingt  mit  ihrer  Anwendang  aof  dM  Lehen  so  fanig  oh 
•ammen»  virie  die  Seele  des  Menschen  mit  seinem  Leibe»  »»Die 
Wigsenschaft'S  sagt  Baco  von  Vernl  ain «  ,9  ist  den  Gevriswn 
gleich.  Einige  Geifässer  fallen  vom  Himmel  herab,  andere  flies» 
seo  aus  der  Erde."  —  Was  von  diesent  meinem  Vortrage, döf 
WissenschafI  anijehört,  Oillt  In  das  Hercicli  der  letzteren  Cfasse. 
Dabei  hege  ich  aber  nicht  die  verivegene  Hoffnung»  die  Wisssfi* 
Schaft  wesentlkli  su  fordern  oder  anfsukliien ;  leb  setze  mir  ein 
viel  bescheideneres  Ziel.  In  den  norweglscben  Gebirgen»  we 
Wege  nnd  Stege  fehlen  und  weit  ven  einander  abstehende  Stdn- 
,  hänfen  den  Wanderer  leiten»  Ist  es  gnwShnlleb»  dnse  jeder  Bei* 
sende  diesen  Wegzeigem  Im  Verbeigeben  einen  Stein  bell^gi 
ßin  solchee  Streben  mag  mein  Vortrag  fflr  solche  sein »  die  sieh 
im  Gebiete  der  Volks-  und  öiaaUuirtiiscbiiU  eigeb#u  wollen* 

Der  ^chüjifer  hat  ein  bestimmtes  Maass  productiver»  nach 
den  Gesetzen  der  IV'othweodigkeit  wiriieoder  Kr&fle  in  die  Nat» 
gelegt,  die  seine  folgsamen  Diener  nnd  die  getreuen  Vollstrecbsf 
neiner  Befehle  sind.  Dan  Quantum  dieser  Kräfte  Int  gegeiien  nnd 
bann  weder  vermehrt  necb  Termindert- werden;  nlebtn  ImiH  sie 
bestimmen»  von  den  ewigen  Gesetsen  Ihrer  Wirbnnmbelt  nbtn- 
weichen.  Was  sie  nun  naeb  dem  freien  Laufe  der  Natnr  borfui^ 
bringen,  heisst  Naturproduct.  Während  der  körperliche  Orga- 
nismus des  Menficheu  diesen  Kräften  uiiterthan  ist,  steht  der 
menschliche  Geist  ausser  deren  Bereich,  er  kann  ein©  dieser 
Kr^'ifte  in  eine  andere  umwandeln,  ihre  Wirksamkeit,  wenn  er  sie 
auf  ein  grösseres  oder  geringeres  Zeitmaass  bringt»  steigern  odm 
schwächen  und  auf  soiehe  Werse  nach  seinen  Zwecken  nnd  Ab- 
sichten lenken.  Dieser  Eingriff  des  Mensehen  in  den  Gang  dm 
Natur  ist  Arbeit  Im  ofconembchen  Sinne  des  Worten»  und  das 
hierdurch  ersielte  Erzeugniss  P  red  n  et  d  er  Ar  bei  ta  k  rafl  Seibat 
die  willkürlichen  ThStigkelten  der  Tbiere  sind  in  dieser  Bedeutung 
nur  in  so  fern  Arbeit,  als  sie  von  menschlichem  Einflüsse  gelenkt 
werden.  Ohne  Mithilfe  der  N  iturl^rafte  gibt  es  daher  keine  ArheH. 
Nicht  blos  an  allen  \viIlkLirli(  Im  n  und  unwillkürlichen  BewegoogeD, 
sondern  auch  an  den  geiätreichdtcn  Gedanken  des  Mensehan»  an 
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HatiirlcfJifte  aHein  gewähren  dem  Menschen  nicht  die  zu 
seiner  wSrdigen  Existenz,  noch  weniger  die  zu  seiner  geistagen 
Eatwiekehiog  oStbigen  Bedingongeo.   Schon  bei 
ui«0  W«lt  bedarf  «r  4er  Hilfe  seiner  M^düpfe  tmd  fiMuder- 
AiMl  )«Wtr  werden,"  sagt  J.  i.  Roosirein»*  «yscbwacli  gl>. 
bm  and  %raiieb«i  Kraft«  #ir  wMaa  Ton  Allau  «Btbltfaat 
Win  inll'  brandioii  Miataüd»  #lr  w^rdm  >dliiiiiii  <  gAoraiv  inii 
Mkaa^  OffMlstealt  Alka,  wa«  wla  M  «naartr  Gebort  Mkt 
Mai'vId'WaA  wir  benftlti'igen,  wanii  wir  erwachaan  rind,  wind- 
aif  tocb  'dia!  Braldbung  gegebeD.**  Man  mag  aber  dea  MeaadieD 
il^llf€r  niOglicben  Sorgfalt  ereieben,  ao  verwildert  er  doch  wie- 
der, vrenn  er  den  blossen  Natarkrftften  uberlasfiea  ist.    Will  er 
Mhdk  nur  von  den  freiwilligen  Gaben  der  Natnr  leben ,  so  muss 
o  ll^r  oder  Fischer  sein.    Aber  auch  da  kann  er  der  Arbeit 
atcht  ganz  enthehren.     Die  Natur   bat  nämüch  nur  von  jenem 
"Stoffe  einen  anerschopflichen,  allenthalben  Terbreiteteri  Vorrath 
gMehaffen,  den  wir  aar  tJnlarhaltang  des  Labenaproceaaea  obiia 
önttdaas  aafnehmaD  mitaaaa  und  bei  dam  aa  aiaht  genfigt,  be« 
atianfe  MaMaailenf  an  bal^v  nimlieh  i^n  der  atroosphtrischen ' 
md  nur  bei  dteaer^iaC  ^er  Aal  der  fMtaoabmc ,  nimM 

fcttawbalim,  Mi^Midb  4er' Aiitog  der  eeuMnlleii:  Alle  «brige> 
KoÄdwfr  laeae  tit  etat  bttfauebeb  und  eil4iiabt  obne^Anatreageag 
«dir  ti|im '  eieclm. '  Bribraiiebt  aber  ale  VMber  eder  JSger  an 
«MrtbMeifcalte  ela  aa^erblAtfflaemlBaig  greiaee  Terrabi,  tfroea 
jeden  Andern  davon  ausschliessen ,  und  ea  iat  ihm  Bleibet'» 
aid^t  gteicbsam  zur  Nothvvendigkeit  geword^^n;  er  sieht  in  jedem 
^iibiefMcben  einen  Dörftigen,  wie  er  es  icelbst  ist,  den  er  nur 
^  Gewalt  vertreiben  kann.    Er  kann  sich  nur  ffir  den  Augen- 
^^ick  ?ersf»fpen  und  lebt  daher  in  steter  Furcht  vor  Mangel.  Jeden, 
•^tfehr  hesUat  als  er,  findet  er  reich  und  heneidenswerth  und 
MmgyQgl  sohlfigt  in  ihm  Wurzel ;   selbst  an  Weib  nod  Kind  »iebt 
^Wetee,  die  aevne  Armuth  vermehren.   Nor  wenn  er  anfbCrt^ 
^^  'vd  WMMmg  tl\8  die  einaigen  Qaelleo  aeiner  Subsistena 
**MMhp  «ad      Viebaeebt  flbergebt,  bOimen  aeloe  Sitten  wMh 

*«r4aa ;  ee  'ÜIK  ihm  Aer  ein  grtaaerea  Maaas  von  Arbeit  ta.  • 
^teW  SMht'mehr  blea  Bave*  ^  Mrfle  sa  verfefttgee  eAer' 
^  4k  :alMda;      moae  dabemi  fllr  die  firbalfeag  eelner 
^«l>pv;*W^fi*M'aber  wd  deeeelbe»  Weede,  deren  Erbal* 
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tiMg  fhnr  afii'^R^rzen  \h^n  mos»;  tiocl  Ist  blöifcender  E%anthi- 
mtti'  g^Burordfen.    Doch  hat  ef  kttven  bieilieoden  Wotowt»  wmk 
dmm  aueb'MDb  gesiebMUetfizilitM./  Qiii  di— eJiaiimp^, 
imitfs  «r  gam  Adkertou  ilbeiKeliWv  .-ilyrliyiilfat  ^CiWiiiluMti 
Id  hlfhereni  Grade  als  im  Zaataode  des  NonuideDlelwM^f  «A» 
Arbelt  wird  reget mSss'iger  vertbeilt  und  lohnender »  er  findcC  fW- 
facfaerii  VeimnbsbuBg  £ur  geistigeii  ^MCitMt  «(nd  M^fllr  i^rib 
einen  <?r88se«en  Spiekaum.    Diese  Vorsi^e  dee  LandbMIW-«p^ 
deo  8chun  vom  schlichtesten  Verstauiieerkannt.  In  dieser  Besiehiuvi^ 
ist  eine  Arrrede  merk\vürdi|[?,  die  ein  Häuptling  eines  amerik&i^' 
seilen  Stammes«  der  Mis^i^iaes,  an  seine  Landsleute  bielt 
„Seht  ihr  nicht",  sagte  er,  „dass  die  Weissen  fon  Körpern»  wi. 
aber  voni  Fleisch  lehen,  dass  das  Fleisch  mehr  als  30  Moodei: 
braucht,  um  heranaawaebsen,  und  oft  selten  ist;  dass  jedes  jener 
%Tandertmren  Kurner  ,  die  sie  in  die  Erde  streuen  >  ihnen ;  iiiei|r»ilt 
hoDdertfältig  wiedergegeben  wird ;  dass  das  Fleisch«'  m»y>ni>  tvli 
lehiBB»  vier  * Behiö  . hat«  nun  Forllaufen»  «vir.eboa.dfm  npc.üml 
bneitnen',  um-  eetsn  Verfolgen;/: dein  die  Ußmtf  4»»>«^«(  Äo/wpft» 
aeo-AllnDer  nie;  hiiinten,  bleibe»  nnd  frnebAen*«r  d|yiP  4»  Wrtm 
fir  änk  dl«  Zeit  dnr.Mhn«inea  Jngdon,  ihnen  dl#  Zillt  dor  Jt«h#  ftt** 

•l't.  Dufch  Arbeit  kann  der  Mensch  die  Uitgonst  4l6r  l^atn»  nihien 
ttodvdie  ^egnune^en  derselben  erhöhen^  Deutschland  war  zu  Tact* 
tus  Zeiten  mit. Morästen  und  Waldungen  bedeckt,  sein  KUoia  war 
raub»  univirtblich ,  die  EioWohner  wohnten  in  Hütten  voo  Holz 
oder  Stroh,  im  \Vint<»r  in  Erdhöhlen»  sie  halten  .niur  Hafer^rrötzt! 
tMjr  geuilhnlicheii  Nahrung  und  man  Icannto  keine  anderen  i^etrei-. 
dearteit  als  Hafer  und  Gerste.  Fleiss  bat  .die  Wälder  geÜcbtel, 
die  Moräste  ausgttrodmet»  den  Beden:  der*  belebenden  Kfaft  ^ 
Liohtes  und  der  WS rroe  eröffnet  nnd  ihn  üSff  ffomde^  an  günstigecn 
VnsMrttnwee  gew^nie  Gewächse  geeignet  gi^macbt.  .'Mnn  hat  d^ 
Rogs^en  vom  iCaid^isiM^-  den  Welnstoek  und  den-WewiwmKteliniiW 
din.  Knfteiel,.d«n  Mein  nnd  die  Tnbnhn|ii«nBie,¥A^»AiHM»»  4hr 
üim  f  on  OelhidiMi,  ;dnn  Onidekom  .won.ideik  TMboi  ibW«|ff^r 
liinnnti»  And  M»  iNater.  hbt  »dinee  r«enidlii9S!  ,iih«.  ihr«  mgmm 
fÜnderiaufgeoHibnien  tnd  genihri«  Selbnt  deittifoin'KUm#o^,n6iff 
begOnstigien  llallMt  ttuMintO  der  ReW  'aus  Ostindien,  der  Maiii- 
beerbauoi  au«  China,  selbst  der  Weinstock  aus  Asten  zugt^fübrt 
werden,  es  halte  nicht  von  iNatur  aus  die  Apfelsine,  die  Pome- 
ranze, difr  Citroiie  und  den  Cedrat,  und  es  war  sonach  Italiec 
nicht  von  Natur  aus  das  Land,  wo  die  Citroiieii  bliihn  und  vro  im 
dunklen  Laub  die  Goldüran^üii  «^lühn.  Der  Ikaffecbauni,  det»^e> 
genwartig  jährlich  gegen  ÜOO  Millionen  i^fun4  Hoboeni  iieinrt  und 

MiUkioea  Meneehea  *  «ein*,  .gnmd»;  und,.  ftiini.trWiaiiig:  gomihiC 
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Wir  ortfidiBglieli  bto  fk  ttei  flalicji  M  AbyMMiHL.:ffhU9«ii4B 
Lina«»  SB  Httiwe;  vw'-tt.Mtb  mmtk  ftHak  wild  ^iHmImiH.  mf» 
(Mi»  wM.  MMMUicfaer  kii  Um  atttr  iMtcb  Mriäen  vd 

0plter  qaeh  WcfUndiea,  BrfMHiM  Jm  wpiaaal.  E«  var* 
fSimk  bencrlct'  sa  werden,  diM  walir«Aetiilieh' alle  in  Weirtindien 
!»d  BndKen  waedeenden  KllfletobSntte  Von 'einem  einxigen  Indi- 
Tidmiai  ahafainnfen,  das  In  i^i^nlcreleb  aun  Samtn  gezogen,  nnd  Im 
J&bre  1717  von  Declieux,  nicht  ol^ne  Opfer,  nach  Martinique 
gebracht  worden;  denn  Declieiix  niusste  »^eine  ihm  hei  der 
lan^n  und  mühevollen  Ueherfahrt  karg  zugemessene  Wasserpor- 
tioQ  mit  dem  Bftumcben  tbeilen,.  um  es  bei  Leb^n  zu  erhalten. 

Waa  hier  ven  den  jLelatiniKeii  der,  Arbelt  In  Beang  anf  nuta- 
Im«  Pflanzen  gesagt  ist,  lässt  sich  aucli  beaO^licIl  ntltzlicber 

Tliiere  behaupten.  Ein  recht  schlagendes  Beispiel  gibt  uns  Neu- 
boilind.  Dort  gche'mt  es  sich  die  Natur  zur  Auluahe  gemacht  zu 
Iialwn,  recht  W\7/kvx  zu  ersihiMnen.  Das  Land  hat  von  Natur  au8 
^y?el  ohne  Flügel  mit  Haaren  statt  der  Federn,  vlerfii ssifre  Thiere 
mit  einem  Schnabel,  schwarze  wSrhw.ine,  weisse  Adler,  Kuc^iik's 
<Jie  bei  Nacht,  Cuien  die  bei  Tage  schreien,  es  fehlen  ihm  aber 
alle  zahmen  Hauatbiere  mit  Ausnahme  des  Schweines  und  des 
ÜViuiMt  nnd  es  war  den  Europ&ern  überlassen,  Pferde,  Rinder, 
Ziegen  und  Schafe  dabin  zu  bringeti»  ^ie  daselbst  auch  tr^tfüch 
gedeihen.  Als  die  ersteig  Pferde  dairelbat  Anlangten/  tilinnten  ai^ 
<Ii«'£introhner  Schweine;  abf  d^neh 'man' ^elteri  kann. 

Die  Kun^it,  vne  man  oft  die  Arbeit  ioi  Gegensatze  zur  Natur 
»enot,  bat  niebt  Uoa  Lin4ar»taik  PHanae»  und  Tbi^en  vetaebfio, 
4blhBen  TO«  Hause  ma-»iremd  fvaren,  sondern  dieaelbeul' andi 
m<le1t  mMl  fimcbtbarer  gemacht  JNiebt  ohne  tiefen  Sinn  nennt 
«m  diber'nifdb  jede  anf«  Veredling  aMignbende  Arbei«  Galtet; 
ftNaMi  delr  wilden  A|ifiilhMirt  der  Nator  .allein  flherlaaae*»  m 
^ea  wir  Hml  lierlie^' Idein6  nnd  «nnaeehnlinbb  Aepfel  Jaenaen; 
«»^UMr  iMl  nnii  afltftdOI^M  MM)  Arten  edick.  ^on  Jenen  WIM» 
%  anigegtingene^'.AtimrlMfeidbefft»   Anf  deiaaelbMi  Wege  <erf> 
Mm        aber  I.'MX)  edle  Birheneerten  lind  über  400  Sorten 
Aschen.    Noch  vor  60  Jahren  kannte  man  nur  die  eiafache  Ge- 
jetzt  besitzen  wir  1500  gefällte  Abarten.   Wie  vielerlei 
'^iolM»nsorten  der  WeinStock  tragt,  ist  bekannt.    Die  Cultur  hat 
'^1^  ihpr  nicht  blos  veredelt,  aondern  auch  zu  einem  grösseren 
Ertrag  gebracht.    Audibert  erwShnt  eine«  Weinstocke»,  der 
2v  350  Flasclien.  Wein  «die  Traulien  trug.    Ein  Weinstock  Im  k^ 
^■glKhea  Cafflen  zu  Hampion n Court  fiilU  eki<- ganzes  grosses 
'THehbaos  äoa  und  trägt  so  viel  Trauben,,  daaa,  als  Geor^^UL 
^  ian  MMmapleUm.  im  ÜrnRy-LaAe-Tlmatef:  »OD  .Dntaend 
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davon  abzuschneiden  erlaabte,  falls  dtren  so  viele  vövhandcf»  «ttren, 
der  Gärtner  erklärte,  roao  kOnae  noch  einmal  ao  »leb  ahaAail- 
den,  ohne  den  8toek  gaaa  n  entblltaaan. 

Von  Natur  aus  gibt  es  keine  xahmen  Haustbiere,  alle  dieae 
stammen  ron  KezSbinten  Wildfängen.    Die  Knnat  hat  äen  maat- 
ßihigen  Ochsen  g^eschaffen  und  ihn  gezwangen,  dem  Menschen 
seine  Kraft  tu  widmen;  durch  Einwirkung  auf  den  Wolf 
Schakal  sollen  die  sahireichen  Racen  von  Hunden  enistondeo  suli 
aus  dem  wilden  Pferde  ist  der  feuerige  Araber  und  der  sckwi 
flllige  Normane  mit  allen  Zf^'i^chenracen ,  aus  dem 
Ist  dab  rchivvullige  Meriuuäcliai  hcrvargegangtin. 

Ohne  Arbeit  erwSchst  fiSr  den  Menschen  seihst  hei  de^i  gin 
stigsten  Kllmn  nicht  jener  Znsland  der  Clvllbation  und  gelstigsr^ 

Entwickelung,  der  seiner  Bestimmung  entspricht  Wenige 
den  der  Welt  haben  ein  so  günstiges  Klima  und  so  grosse  Fruc 
barkeit  tvie  die  Südsee- Inseln.  Da  gibt  es  gan7.e  Wälder  vo 
uildnachspnden  Kokospalmen,  die  dem  IVlpuschen  rStaliruiig  un 
Brennstoff  gewäfiren;  mit  wenig  Mühe  püaozt  man  Pisangs,  dl 
13«)mal  so  viel  Nahrung  lifl'ern,  als  Weizen  anf  gleich  grosser  Ai 
und  von  denen  eio  kleiner  Garten  hinreicht,  um  eine  Familie 
ernihren;  es  gedeiht  dort  der  Brodbaum«  der  alle  8—9  Monat 
Frachte  trägt,  die  anf  einem  belesen  Steine  gebackoi  wie  Wefe 
senbrod  schmecken.  »Wer*S  sagt  Cook,  „in  seinem  Lehen 
BrodbSume  pflanzt,  erfüllt  die  Pfliiht  £;e«;en  seine  Familie  ehe 
so  gut,  vvie  bei  uns  ein  II  uici  ,  der  jedes  Jahr  pflügt,  säet,  ern 
tet  und  drisriit  "  Ja  man  holt  «ich  in  diesen  Ländern  Brodfrucfai 
aus  rl<rn  Walde  eben  so,  wie  man  bei  un«  nach  Holz  fmm^eht::^ 
Der  dort  wachsende  «Sagobaum  onthfilt  nämlich  la  seinem  Mark 
900  bis  600  Pfund  nahrhaftes  Mehl ;  man  braucht  ihn  nor 
anschlagen«  *in  Stocke  au  aerschneiden  und  das  Mark  herausa»^ 
kratzen.  Unter  diesen  gificklichen  physischen  VerhiUtnIssen  Isbs« ^ 
nun  auf  den  Sddaee«  Inseln  awei  an  Ci?lilsatien  und  Blidong»  ^ 
fthigkelt  sehr  weit  von  einander  abstehende  üratimme»  di^ 
Malayen  und  die  Papuas.  Hei  ersteren  fanden  die  Europäer 
zur  Zeit  ihres  er£»ten  lirs  icbes  srbon  einige  Cultur,  dieselben  trie^ 
ben  Ackerbau,  hatten  künstliche  Bewässerutigen  und  einige  ladi»'^ 
strie,  un(i  es  ofl'enbarte  sich  schon  an  ihren  Zeugon  und  Gerätin  ** 
Schäften  und  besonders  an  ihren  Booten  einiger  Geschmack;  »i 
wohnten  In  Dörfern  und  hatten  schon  moralische  und  religt(is 
Begriffe.  Gegenwärtig  haben  viele  derselben  bereits  enio|iill8ch^0 
Sitten  angenommen,  kleiden  steh  europäisch  und  wohnen  ia  gi^'^ 
gehauten  HSusem.  Die  dem  Stamme  der  Papuas  AngehSrigefl^ 
aber  gehen  noch  jetat  uacict  oder  höchstens  In  Thierfelle  gekleidei 
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«AM  4Mb  VMi  Wufcuu  Q/imt  KlngnnilM  imd  ▼oradbren  aUm  rob, 
il9  liipfiio  «ioMi  Vogel  Icaura  die  Federn  aus»  bevor  sie  ihn  Ter- 
«eliren.  Mehrere  essen  «ogar  da^  Fleisch  ihrer  eracblageaea 
Feinde,  ja  sie  erschlagen  Menschen  bios,  um  sie  anfzehren  i« 

könoen.  Noch  im  Jahre  1845  brachten  die  Bewohner  der  Salo- 
monsineeln  den  MissionMren  ein  Kind  zum  Verkaufe  und  empfah- 
len ihr  Anbot  durch  die  Versicherung,  es  sei  gut  zu  es^en.  Der 
Ip^iig  Nicaiki  der  FortuoaioMl  soll  nicht  weniger  aU  1000  Mcd* 
«(Imi,  «nfgezebrt  bähen. 

Nachdem  ich  dqd  gezeigt  habe »  «ne  die  Menschen  dnrch  Ar- 
M  in  der  Civilisatioo  und  im  Wohlsfande  fortschreiten,  will  ich 
mtjk  dorcb  Betoplete  dartboii»  wie  man  (Intcb  Aolgeben  der  Arbeit 
iMp  Znntande  einer  eelbet  boeb  entirid^elten  Bildung  in  Rohbelt 
W  DflrlHgkeit  inrQckebken  bann«  Aegypten  war  Im  Altertbnm 
4i«0llif  der  bScbeten  Coltnr»  es  nftbrte  swOlf  Millionen  Ebiwob« 
NT  nnd  batte  noeb  Ueberinss  anr  Ausfuhr;  Rom  nannte  es  eine 
seiner  Korokaniroern.  Die  Juden»  welche  sich  im  eigenen  Lande 
nur  langsam  vermehrten,  nahmen  in  diesen  fruchtbaren  Gegenden 
so  rasch  zu,  das»  sich  ihre  Zahl  alle  15  Jahre  verdoppelte.  Da- 
bei hatte  man  Gewerbe,  eine  sehr  hoch  entwickelte  Baukunst, 
nad  Helbfit  WissenHchaflen  wurden  mit  Sorgfalt  gepflegt.  Das 
Laad  war  aber,  wie  uns  Uerodot  erzfihtt ,  nur  durch  ungeheure 
Asstreogungen  bewebobar  gemacht.  Sein  Segen  beruhte  auf  den 
UebcfscbwemmuDgen  des  Mlls.  Man  mosste  eio  ausgedsbnies 
OMlsystem  anlegeBy  kolossale  Dämme  bauen,  zabirticbe  Scblensseo 
«InbälBn,  «n  db«  Lande  das  Wasser  gebOiig  nusnieilen  unil 
m  «Wer  wm  feehtar  2eit  tnieken  an  legen;  man  mneateen.geg*« 
dee  lindiingendcn  WAstenaand  sebataen  und  sogar  Mnnern  banen, 
IM  frtndfche  Hoiien  absabalten«  Die  Natur  ist  swar  in  Aegyp« 
In  aeefc  hmder  dIeseibB,  der  Nil  tritt  noeb  alQibfKcb  aas,  man 
blanchtauch  jetat  nuf  den  Samen  In  den  inrfickgeMlsbenen  Sfbiamm 
SD  strenen  und  ihn  der  belebenden  Kraft  der  Sonne  zu  tillerlassen; 
es  gilt  von  diesem  Lande  noch  immer,  was  der  Froherer  dessel- 
^»  Am  tu  (d40  n.  Chr.),  an  den  Kalifen  Omar  schrieb:  „Aegyp* 
(«n  ist  erst  ein  ungeheurei«  Ntnubfeld,  dann  ein  Süsswassermeer,' 
4aQn  ein  Blumenbeet"  Allein  es  fehlt  an  hinreichenden  arbei* 
tnden  Händen,  da  die  Bevölkerung  auf  zwei  und  eine  halbe  Mil- 
ÜM  herabgesniikeA  ist«  ein  TlieU  der  CanSle  ist  verschlämmt« 
4iTbei|,4tr  DSmme  Terfailen,  mehrere  Schleussen  sind  ver*. 
•dnmndin»  der  Wüstensand  dringt  immer  w  eiter  vor  und  eju 
fkiU  4e»  aenat  fruchtbarsten  Landes  ist  in  eine  Wüste  ▼erwan« 
dfHr  Xwar  bat  aieb  der  Znstand  dieses  Landes  In  neuerer  Zeit . 
4ias  fsbeeeertt  da  nian  fremde  KrSfle  dabin  gezogen  und  maaebe 
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Arbeit  wieder  aufgeDommen  hat;  allein  ooch  imm«f  lial  >e«  gef^e« 
die  frahera  Zeit  der  Blfllhe  In  eioea  Zwtaad«  der  Aranl^  ^Md 
Verwllderanff. 

r/i!i  noch  trauii^eres  ßild  stellen  uns  die  ^^  cvtaslatlschÄn  Lrin- 
<Ur  vor  Augen.  Dort  standen  einst  IJahvIoti,  iSinive,  Ecbatatia 
mit  ihren  ungehearen  Bauwerken,  ihren  Tempeln,  Palästen,  Bädern 
ood  Gärten,  dort  blühten  einst  Industrie  und  Hapdel;  gnieeartige, 
Cenilev  DHmroe  ond  Weeeerhauten  der  kOnstlichsfen  AH  ffikrln 
dem  von  Natnr  troekenen«  aber  seitweUtgen  UebenelivrttMitfBgMi 
anegetetBteQ  Lande  daa  Waeaer  den  Enpbiat  nod  Ti^ia  wn,  and 
aehfitaten  ea  wieder  vor  Ueberaebwenummgen.  Eine  rieaanbalia 
Mauer  trennte  zwei  Reiche  von  einander  und  hielt  den  Einflill 
feindlicher  Huiiieu  ali.  JeiA  bezeiLlinen  nur  mehr  Ruinen  den 
Ort,  wo  die  Städte  gestanden:  die  Canale  t^ind  verü^andett  d'i® 
Dämme  verfallen,  von  Kunstbauten  ist  keine  Spur  dbrig ;  der 
£iiphrat .  welcher  aoaat  mitten  durch  Babylon  lloss,  iat  schon 
antorhalb  <i(  r  Strlle,  iro  diese  Stadt  stand,  versandet,  die  Man- 
achan,  die  Indoatrie  and  der  Handel  sind  verach wunden  nnil  ea 
finden  dort  nur  mebr  achwännenda  Karden  mit  ibreo  fieidan 
aparaame  Nabnpng. 

Der  Ackerbau  steht  noch  unter  dem  überwiegenden  Elnflu9se 
dar  Natnrkräiite,  and  die  Arbeit,  ao  aegenvoll  aacb  da  ihre  Wir» 
hangen  aind«  apielt  dabei  doch  nur  eine  untergeordnete  Rolle. 
Bei  der  gewerblichen  Indoatrie  und  dem  Handel  gewinnt  aber  di^ 
Arbelt  daa  Uebergewtcht.  Ackerbau  kann  man  nur»  wenn  er  die- 
nen Namen  verdienen  aoH,  im  offenen  Felde  treiben«  Gewarba* 
indoatrie  oder  Induatrie  achlecbtweg ,  wie  leb  eratere  im  Folgenden 
stet«!  nennen  werde,  {gestattet  zu  ihrer  Autiubung  geachlosaene 
Jiäunie.  Der  Landuirth  liäui^t  von  jenem  Maasse  des  Lichtes  und 
der  \VSrnn>  ah,  das  iiiin  \Vitterun<i  und  Klima  gefahren,  «Ur  In- 
dustrielle erleuchtet  und  erwärmt  seina  Werkstätten  iviinsUicb  iti 
dem  Grade»  aln  er  dieae«  bedarf.  Luft  und  Feuchtigkeit  wirkea 
auf  Felder  und  Wiesen .  w  ie  ea  der  Lauf  der  Natur  mit  sich  bringt, 
aber  in  induatriellen  WerkMtätten  schafft  man  sich  kCinsdicb 
Trockenheit  und  Näase,  selbst  für  einzelne  Zwecke  kfinatlidM^ 
Gaa- Atmosphären  und  luftleere  Räume. 

Der  Landwirth  kann  wohl  Vielem  tbun,  um  den  Ertrag  seiner 
Gärten,  Aecker,  Wiesen  und  Wälder  zu  erhoben»  <laR  Schicksal 
den  Industriellen  liegt  hingegen  fast  ganz  in  seiner  Einaicbt»  ael- 
nem  Flelsae  und  seinen  Capitalkräflen.  Beide  bedßrfen  zwar  der 
Consumenten  ala  Abnehmer»  doch  sind  diese  dem  IndnatrlelM 
unentbehrlicher  als  dem  Landbebauer,  daher  denn  auch  nur  jene 
Linder  einer  dauernden  und  starken  Erschütterungen  niebt  aoa- 
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flMd  ir»  Hand  geben  und  jeder  Zweig  am  anderen  einen  äiehe- 
reo  Abnehmer  fiinl«!  Bellten  «cfteiRt  in  Europa  das  Land  ^tt 
seip,  wo  diese  beiden  Kräfte  am  besten  ausgeglichen  sind;  daher 
es  aoch  auf  jeder  Quadratmelle  seines  Bodens  8200  Menschen 
nährt  and  an  den  Fortschritten  in  alleu  Zweigen  der  Cultur  bMcb«t 

dtteovollen  Antheil  nimmt.  ■ 

>     .  j     •    i<        '    '      '  ♦ 

\  Ui9  .ImMcü»  Qwipib#0ciiiflignpigeip-  da»  qiMirineD  Hmu^h^ 

IM»;  Arbeit  «ncM^te(ea.kf|oip4ra  «ebiiid»^  j«4fKdb  die  Indeetiie 
eipepi  epe  luOnetneh  «beerJieltekii  BeuelaiDett  ruad  kduetUeheai 

Miirtel)  erbauten»  der  Ackerbau  einem  solchen»  das  aus  rohen 
Material e  errichtet  ist  ;  den  iiiuS  zu  beiden  hat  die  Natur  gelie« 
SerL  h.s  wäre  iotere.><s:Lnt,  PUu  und  AusfQhrupg  in  Bezus^  auf 
iitide  Gchäude  näher  zu  besprecheu ;  aileia  dieses  konnte  nur  in 
mtm  bändereichen  Werke  geschehen.  Hier  beschränke  ich  mich 
aif  eioigea  Wenige  boxä§Akb^ec  iadwitrieUea  Vorgänge  luui  ihrer 

•  411  der  fcdoetri»  eteMf  iiMi.ÜBelift(^deatÜcli,  wib  der  Mchieci: 
Neter  eem^  eigeee»  fbiiMkJB  uÜIn&MM  M  M  «iHegt,  dvndf 
üü^  Krell' ieled  AUeidite*  «a^  mder«.  Üerr^Stamni  der  fiieae 
iii  eoD  Naler  eee  eiit  «geeiea  ti<hieeftf«i||be/1Giliee>pi  Aasgc^ 
staltet,  mittelst  welohev  er  aüs  dem  Boden«  die  FMesigkeiten  au£i 
feinst,  die  ihn  nähren  lind«  in  beine  Substanz  übergehe».  Wird 
iiu  Bauü)  uuige^chlagen ,  so  ist  der  im  Holze  enthaltene  NahrungS"" 
»^afl  die  Haiiptveranlassung  zur  Fäulniss.  Man  sub.stitiürt  nun  dem 
NahningHsaite  eine  pa88ende  SalzauflOsung  und  die  getäuschte 
Natur  des  Baumes  nimmt  sie  eben  so  willig  auf,  wie  den  wirliii* 
eben  Najirungsstofl.  Diese  SaUauflueuDg.  widereteht  aber  der 
Fäulniss«  und  ein  so  behandetter  fieum  gibt  eli^  au  gewlnieen 

Zwecken  viel  dauerbafteree  Uolz. 

.1,  /    •  ' 

Die  Sonne  sendet  der  Erde  W^irniestrahlen  zu,  um  den  Orga* 
aiiineu  daselbst  eine  der  wichtigsten  Lebensbedingungen  zu  ge- 
»Ikren,  dann  um  das  Wasser,  das  ohne  Unterlast  dem  Meere 
iTOtrurat.  in  Dunst  zu  verw.indeln,  damit  es  wieder  als  Regen 
<^«n  lindern  surückgegeben  werde,  aus  denen  C8  n;eknmmen  ist.' 
l>vaus  zieht  nee  eber  Nutseo  zur  Erzeugung  von  ^eesalz.  In- 
•ice  man  Seewasser  in  Aeebe  Behälter .  leitet  und  die  Somieni 
^tee.  damf  wirken  iässt,  setzt  eich  nach  Verdeeeteng  des 
WiMmder  Megebalt  ab.  .  le  SieUaee  geMPbint  meo  eef  eoMa 
geg^      .Malte  Centaer  fieieale.  >.  :; 
'  Es  gibt  RflAe  fili  der  Ndtur,  die  eleb  •  fefndlich  gegentlber 
Mubn  und  bich  in  ihren  Wirkungen  aufheben.  Diesen  Zwtespail 
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der  Natur  bat  dtor  foduatrielle  Menoell  iiiiht  oobendtzl  gelass«. 
jSo  s.  B.  bedient  mm  «leb  der  lurbenieielllmdee  Kffidl  äm  CUeii 
Bleicbee,  Eleitwii  veii  Meafeni  fai  Keftrbte  Stoie  «•  e.  w« 


Menschen  und  Tbiere  haben  ein  beetlmmtee  Maaas  physiscber 
&rXfle«  die  aber  weder  mit  der  allen  Terimmnieiiden  Zvrecben 
enteprecbenden  Geecbwindigbelt  wirben  neeh  alle  crferderlMaB 
Beiregangen  herverhtingen  bOnnen.  Es  nmeeten  eke  VetriefatoD- 
gen  etfbnden  werden,  welcbe  geeignet  elndt  die  nUthigen  Medl- 
fieatlonen  soieher  Art  herronrabringen.   Dleees  Ist  nim  iierelli  le 
^elfacher  Bezieh uti^'  geschehen.    Ein  Mann  kann  mit  freier  Hand 
nur  einen  Druck  von  etwa  90  Pfd.  ausfliien ;  aber  mit  der  13  ra- 
mab 'sehen  Presse  ist  er  im  Stande,  einen  Balken  von  1  Fuss 
Dieke  und  2  Fuss  Länge  oder  eine  6  Zoll  dicke  Eisenplatte  abin- 
drflcken,  wozu  eine  Kraft  von  circa  1300  Centner  erfordert  wird« 
Ein  Mann  hebt  in  einer  8ecunde  87  Pfd.  1  Fuss  hoch»  hält  a1 
dnbel  mit  den  nDthigen  UnterforeebmigeB  nur  drei  StnndeD  im  Ti 
nne«  Sein  mecbanleefaee  Mement  ist  dnher  87x3sML 
telst  eines  Homhaspels  bebt  er  aber  96  Pfd.  in  einer  8eeand< 
3%  Fuss  hoch  und  kann  des  Tages  10  Standen  arbeiten.  8eli 
Moment  Ist  daher  26x3ViX  10  =  1^10,  jiIäo  3Vämal  grosser.  Ei 
Pferd  tragt  in  einem  Tage  von  8  Arbeitsstunden  150  Pfd.  5  Met 
len  oder  20,000  Kiufter  nett ;  mittelst  eiiiivs  Wagens  zieht  es  abe 
auf  getröbnlicher  guter  Strasse  12  Centner  in  einem  Tage  vo 
8  ArbeiUstunden  3  Meilen  oder  l^JÜOQ  Klafter  weit;  letstere  Lei- 
stnnf  ist  daher  4*8mal  grosser  als  erstere. 

Maschifter),  das  Erzeugniss  menschlicher  Arbeit,  niaoben 
gar  die  pby.sit«chu  Kraf^  des  Menschen  ganz  entbebriich  und  et 
bleibt  dem  IVIenschen  nur  das  würdigere  Geschäft  der  AufsicbV 
und  Leitung.   Wir  sehen  MasrTimen,  die  hämmern  und  «raben^ 
sägen  und  bohren»  hobeln  und  drechseln,  firSgen  und  nieten»  spin- 
nen nnd  weben»  sticken  und  klrippeln»  Nägel  nnd  Ketten  mncben«. 
Nadeln  und  Stifte  erzeugen,  Bficber  drucken  und  MQnzen  prä- 
gen ,  ohne  eine  andere  Kraft  als  die  des  Wassers  oder  Dampft 
SU  bedürfen.    Ihre  Leistungen  gehen  in's  Fabelhafte.    Ein  Dampf- 
hammer kaim  mit  einer  Kraft  von  12,000  Pfd.,  einer  Fal!fir*ihe  vm 
6  Fuss  in  einer  MiiitiN'  bis  200  ^^chlaj^e  niachen.    Kin  INiann  kam 
mit  einer  HariiJxiigrabme  nur  eine  La^t  von  48  Pfd.  in  einer  Mecund< 
1  Fuss  hoch  heben  und  täglich  5  Stunden  arbeiten.   2000  Men* 
sch^pn  richten  daher  kaum  so  viel  aus»  als  ein  einziges  Dampf- 
Schlagwerk.    Eine  Ten  Wasser  oder  Dampf  bewegte  Kreissl^i 
schneidet  In  9  Zoll  dickem  Eicbenbolz  stfindllch  120  Qnndratfns»,-^^ 
eine  Leistung»  die  jener  von  24  Männern  mit  Handsägen  gteleb- 
kemmt.  Man  hat  auf  30\^  Millionen  Spindeln  mit  etwa  600» 
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fiindtaifen  Ttftoaadrfn^  kMMr  «ffti  Afb^lltr  i«  ^aer  Shrild« -wenige 
»teas  6.  Quadrat -Ellen  Tüll  erzeuge»,  während  eine  selif  fleisclg« 
Klupplerio  in  einem  Tage  kaum  2  Ellen  einfache  und  i^anr.  schmale 
«SpiUen  zu  Stande  bringt.'  Mitttlst  Handarbeit  und  bei  der  fibli- 
chea  Theilung  der  Arbeit  kann  man  bei  der  Fabrikalion  von  Steck» 
tmdefn  auf  eine  Person  4HO0  iSadelo  rechnen.  Di©  Wr!^ht'sch# 
{^adelnuMcbine  macht  in  eine»  Tage  2— ^3  Milllooen  ätecknadelo 
«a  Betbilfe  v«n  1 --2  Arbeitern  Beider  Papierfabrikatloii  eelivpll 
«Ui  Mann  in  einem  Tage  3000i  Bogen  ordinftren  Scfareilipi^»ier«  also 
nahe  4500  Qoaibat»FiiM^  dieses  Papier  bedarf  aber  zur  gEmfit 
cbeA  VsMea^asg  nocb  lOahiBifer  MioipiilalieMi;.  eloe  Papiscaar 
sobb»  efsevgt' Vit 'Hilfe  tp».3^4  Pttsdnea  ebeb  se  ^1  gaiia 
lertiges  Papier  fb  efatr  B^nAti  Mii«laei:genei«c*BbfehdffbebeBi 
yrasse  mMt  ms  in  elaat  Bltfide  Mr'900«.init  «iiier  Slaobepet 
prebae  bSehateas  860  Abdrflobei:  die  ven  Kfttif  g  erfandttoeScbfiell^ 
presse  liefert  in  einer  Stunde  liOO,  Cooper's  Stereotypeopr6««e 
^r  4000 .  AliMliiicke.  •      »  '  > 

Unter  soleh^n  Umständen  konnte  mit  Grund  erwartet  werden, 
ila«^  die  Erzeugnisse  der  Industrie  einer  bedeutenden  Preiser- 
mäsn'i^ung  unterliegen  aussten,  und  dieser  Erwartung  bat  auch 
der  Erfolg  entsprechen.  AU  man  Schwefelsäure  noch  einzig  und 
»Heb  aus  EiseoFttriol  im  Kleima  ersengte,  kestete  das  Pfand 
7Va  Ckddeo,  dadnrcb  dass  laao  sie  mit  Zn^be  von  Salpeter  Id 
l«resseD  tilasbelben  bereitete,  fi^l  dieser  Preis  auf  8%  Kreoaer» 
und  als  mso  die  Itrseugiing  in  Blelkammero  bewerkstelligt  batte* 
wurde  eio  Centner  mit  8—9  Gniden;  abgelasses.  Als  man  daii 
Ultramarin  t  die  jetst  allgemein  angewendete  sebOne  blaue  Farbe, 
aus  Lasurstein  erseogen  mosste»  kestete  das  Pfnnd  der  Mlttelsert^ 
Aber  600  Golden,  jetzt,  wo  man  es  aus  sehr  geroeinen  StoAsrf 
kiinstiich  zusammensetzen  gelernt  bat,  nur  IVs  Gulden.  Von  den 
chemischen  Zündhölzchen  kosteten,  als  sie  zuerst  nach  Oester- 
r#ieb  kamen,  hundert  Stfiek  V/^  Gulden«  jetst  steht  dieser  Preis 
auf  Vs  Kreuzer.  Beut  zu  Tage  ist  kaum  eine  Bauernstube  ohne 
Ulir;  im  15.  Jahrhundert  hielt  es  der  Stadtrath  von  Auxerre  für 
bedeakiich ,  ohne  besoudere  Erlaubnias  des  Königs  aus  der  Stadt: 
knsse  eine  Uhr  anaasehaffen.  Im:  Jalm  1720  soll  die  Unterhahuiig 
#bies  Ferteplano  von  185  Saiten,  wegen  des  hohen  Preises  der 
Iintnlerae ,  jübrliak  100  Thaler  gekoatet  haben.  Ein  Pfund  ßeide 
w  k%  Atotbmn  sieinb  «bNim  Pfipd  GnM.  Als  JKMg  fidoard 
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erhielt»  mickto  man  davon  angemalD  viel  Aafhebeniu  Gegen  aoleha 
Preiaarnitaalicaiigen  atiekt  die  gegenwlrtig  hohe  VetwerUwing  eemt 
ab  mbraachbar  betrachteter  Geganetlnde  elgenthllmlieh  ab,  nd 
doch  iat  dieee  eben  eowebl  ein  Brg«biiiM  Indaetiieller  hSbeier 

Arbeit  wie  jene.  Ein  todtes  Rosa,  dem  Haut  und  Haar  eottiora«tn 
8ir)(l ,  cralt  lafiL^c  als  Bild  eines  nutzlosen  Gegenstandee ;  in  der 
Alxicckerei  xu  MontfaiK  nu  bei  Pari«  bringt  nia<i  einen  soicbeo 
iiürjR'r  durch  kluge  rx-fiut/un«;  aller  Thoilp  auf  20 — 45  Gulden.  Oaa 
Blut  wird  theiU  sur  Fabrikation  von  Herlinerblan,  theiU  getrock- 
net als  Dflnger  %- er  kauft,  die  Hule  and  Knochen  bemiehen  die 
Kainmnaeher  und  Messereebmiede,  iiad  waa  dieee  nicht  braoehes 
klinnen»  cbemlacbe  Fabriken  lor  Eraengnag  von  AmmoDlak;  daa 
Fett  wird  aum  Elnacfamlereii  von  Leder  oder  ala  Brenneteff  Ar 
Lampen  der  Emallleora,  daa  Fleiach  thella  aum  Verapeleeo,  thcib 
als  Futter  fOr  Hnnde,  Katzen,  Schweine  und  HObner  verwendet, 
aus  den  Flechsen  siedet  man  Leim,  von  den  dünnen  Gedärmen 
macht  man  k^aiten,  die  schon  in  Fauiniss  nl)urgegaiigenen  Reste 
von  Fleisch  dienen  Maden  zur  Nahruni»  uud  letztere  werden  dann 
als  Vogelfutter  oder  als  Küder  xom  Fiscblang  verkauft»  nebeobei 
finden  eich  zahlreiche  Ratten  ein,  die  man  eigene  hegt,  dann  in 
Masse  erechlfigt  und  deren  Felle  an  Kürschner  verkauft.  Wie 
viele  Menachen  wfirden  Beachiftignag  and  Unterhalt  finden,  wenn 
dieee  Induatrle  von  Montlaocon  in  Beang  auf  andere  Gegeoaliade 
Anweadung  flinde,  die  jetat  riutaloa  au  Grunde  geben  ;  In  der  That, 
wenn  €ber  Mansrel  an  Besehfil^igung,  Verdienstlosigkeit  und  Armnth 
von  gesunden  J^euteii  gel^laiit  wird,  sn  i.st  dieses  gar  oft  nur  die 
Folge  eines  Mangels  an  industrieileu  Bestrebungen. 

Sollte  mein  Bild  über  die  Macht  der  Arbeit  vollendet  heiaaen 

können»  so  nmssto  ich  auch  den  Antheil,  welchen  dits  Arbeit  am 
Haiidel  und  Verkehr,  an  Künsten  und  Wissenschaften  li.it,  t\äh& 
schildern ;  allein  dann  würde  dickes  Bild  grösser  sein  aU  der 
Rahmen,  in  den  es  passen  muss. 

Es  ist  aber  schon  aus  dem  Gesagten  zu  ersehen  ^  dass  der 
Mensch  nur  durch  Arbeit  zum  Herrn  der  Welt  wiid,  als  welchen 
er  sich  so  ijerne  heti  m  Iitet  und  dass  er  ohne  Arlieit  nur  ihr  iSklave 
ist.  Alles  i^ehört  ihm,  wenn  er  es  durch  Arbeit  zu  gewinnen  weiss. 
Daa  Licht  ist  ihm  nicht  mehr  hlos  da<^  Vehikel  des  Sehens,  son» 
dern  sein  Bleicher  und  FSrfier,  die  WKrme  wird  zu  aeinem  Motor, 
die  Elektricität  xn  seinem  Posttllon,  der  Magnet  an  aelneni  Füh- 
rer; die  Strome  flie^aen,  um  seine  Schiffe  In  ferne  Lande  an 
tragen,  fCir  ihn  hat  die  Erde  Ihre  MineralsehMxe,  ffir  ihn  quillt 
die  GeT^nndlieitsiiuelle,  fSr  ihn  keimt  die  Saat  und  laichet  der  Flach. 
Das  Laiutit  trägt  für  ihn  die  Wolle,  gibt  die  Kuh  die  Milch,  legt 
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dAx  Uuhii  fietne  Eier.  Durch  Fleis»  bat  der  Menacb  das  Reich 
der  H igsenscbafteii  gegründet,  d.  h.  einen  Baum  fiepIlaDzt,  der  in 
der  Erde  wurzelt  und  dessen  kröne  bis  zu  den  Gestiroen  reicht. 
Poch  tch  erinnere  mich  vielleicht  noch  zu  rechter  Zeit  ao  Won- 
tecquieu,  der  sagt:  Manche  Hedner  Riirhen  durch  die  L&nge  ihre» 
Vtrtragiia.xii  ersetzen ,  was  ihnen  an  Grtiod liebkeit  abgeht»  vii4 
ifh  flehliMM  dalMT,  «n  nkkt  dieMo»  SaUe  su  .veriklbitt.  « 


I.II».   .  i> 

.  ♦  .  '    r  . 


1  .: 


-»I 


!   '  ■  1 1  •  I 


*  ■  « 


Uebuo^saufgaben  für  Schüler. 

Vee  Umtv  PrefeM««     HL  eei  iaSfiwNNlHi''fai  Ciefel4f  . 

Vorbemerkung.  Die  folgenden  Aufgaben  smd  nicht  für 
emtelne  talentvolle  und  |nehr  auggebildefe  Scbfll^r^  'soodm  viel- 
mehr  für  gante  Klae«eD,  z.  R.  liir  die  Secunda  edies  Cymaasiiiiiw' 
heetimmt,  so  dass  die  Aufiüiiung  ehier  solchen  Aufgabe,  die  aus-' 
•erhslh  der  Schulzeit  anzufertigende  und  In  einer  hentimmten  ZcAt* 
fllmll«fenide  sdlriftllclle ' AfbeAr  ^)oe«  |edein  ^chflter*  d^i»  KhjMi 
mnitefat.  'Dtss  ImI  Aiif^ben  dIeAer  An  nleltt  eb  iebr  uod  ^fvt^ 
MigMreit«  die  ErfiodQftgsgabe  to  Ansptiteh  'gendimim  #ttieii' 
dirf»  In  wfslch^  Falk  die  Imaar  >egahtao  J9|pbei«r .  heiaek- 
ä^tiget  vrfirdan,  — *  daaa  «Wawlv  auch  dcKai^dfir  beyf;^hte,  abff; 
ieifsige  Schaler  eich  in  Siptde  fahlen  rouss,  mit  ßenutzuag  denr. 
b  der  Schule  gegebenen  Anneisim^  unter  Anwendung  Ten  zien^r 
lieh  leicht  zu  findenden  Combinationen  und  Analogien  die  Aufgabe 
bewältigen  zu  können,  verülebt  a'inh  l>ei  jedem  pr<aliti.«cben  Schul- 
manne  wohl  von  selbst.  Unter  Anderem  liefern  mancbe  Be- 
weise nir  den  Pythagorfiischen  Lehrsatz,  solche  nämlich,  die  sich' 
aof  Confrruenz  von  Dreiecken  und  auf  Gleichheit  vbn  Parallelo« 
granimen  stützen,  ftir  Aufgaben  der  bezeichneten  Art  ein  fortreff* 
liebes  Material.    Nachdem  nkmiicb  ein  ^olrher  U^wetü  mehr  od(«r 
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angedeutet  Ist,'  ivlrd  die  La^^e  der  Quadrate  gegen  einaifder  ^o- 
ftndert  lind  dann  den  Schülern  die  Aufgabe  gestellt,  bei  dieser 
verSnderten  Lage  der  (Quadrate  den  Beweia  aa  liefern.  Liu  bier- 
bci  melir  Mannigfaltigkeit  hervor  lu  bringen  «ttd  dem  Schüler  ate 
grOaaerea  Feld  Rlr  aelna  fivie  ThiUgheif  »i  ireracliaffeD»  kOMMV 
In  dor  Scteie  «neb  mehim  Bemite  oder  - dach  ttoMbch*  äkß 
inderangnn  daMalben  BeweiaM  ftr  dl»  elmaal  wigfMiBMMM  Lag* 
der  Quadrate  behandelt  werden,  weranf  der  Schaler  In  eelner 
achriftlichen ,  eine  andere  Lage  der  Quadrate  voraussetzenden  Auf- 
gabe eine  freiere  Bewegung  bei  Aufsuclumg  des  Beweise»  anneh» 
nu'ii  kann.  Iti  derselben  Weise  sollen  auch  die  foigendeo  Lebr- 
aätse  beDutzt  urerdea« 

L  Lehrsatz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Kreise  iwel 
Sebnen»  &a  6in<i  die  beiden  ParalleloQ^ramioe.  ^elcbe  au8  d<  ii  zwei 
Stöcken  jeder  Sehne  und  dem  ^^  illkel,  unter  uelcheni  i»ich  die 
ÖeboeD  acbneidea,  coaatroirt  werden»  an  Flächeniobail  gleich. 

Es  seien  AC  und  DE  (Taf.  V.  Fig.  7.)  die  beiden  sich  in  ß  . 
durchschneidenden  Schien.     Macht  man    nun    BF=BC  und 

BG  =  ßDf  und  construirt  liiernach   die  heidni  Paraflelocrramaie 

BAJF  und  BEUG»  ao  iat  au  beweiaen,  daaa  BAJF  s  BEBG. 

Erster  Beweis.  Ziehe  DC  und  GF,  verlängere  alsdann 
nach  beiden  Seiten  hin  die  Linien  JF  und  //G,  bis  sie  eiiterseits 
sich  in  M  treffen,  andererneit^  aber  mit  der  durch  A  und  E  ge- 
legten Geraden  in  K  und  L  zusammenstossen.  Alsdann  ist  zu- 
nächst ^DBC^  A  GßF,  tiTid  demnarh  der  Winkel  rnß=iFGB. 
Ea  iat  eher  nach  CDB  =  CAE  und  folglich,  anch  FGB  =  CAE. 
nnd  daher  FG  parallel  EL.  Alao  iat  auch  ferner  FGAK^FGLE^ 
vnd  da  FGAEss  MGAJ  and  FGL^ss^FMHE  iat,  ae  iat  MGAJ 
zrzFMHE^  und  folglich  aach,  wenn  man  daa  gemetnaehafUlche 
Jituck  FMGß  wegnimmt,  I  ßAJ=GBEH. 

Zweiter  Bewela.  Nachdem,  wie  Im  eraten  Beweiae  geadgt 
Iat,  daaa  FG  parallel  JTL,  nnd  hieraaf  die  Diagonalen  FA  nnd  CE 
gezogen  sind,  ergfeht  aleh,  daas  \FGA-~  FGEy  und  folglicb 
auch  A  FßA  =  A  OßE.  Da  nun  A  FBA  =  iFßAJ  und  A  GBE 
^iGBEH,  ao  Ist  auch  FBAJ=zGßEM. 

Dritter  Bewela,   Nachdem  ahermala  da^than  iat,  dann 

FG  parallel  KL,  ergiebt sich,  daaa  A  KFEQ^  C^AGL,  und  demnach 

a-\^b  \  c^c^^d-\^tj,  und  da  nun  n  —  f-^zg^  c  aber  geroeioacbaft' 
lieb  ist,  so  ist  auch  b^d^  d.  h.  t ßAJ=  GBLH, 

Anmerknng.  So  einfach  die  Teratehenden  Beweün  auch 
aind,  io  lehneleh  wird  dndh'der  Safi  flfr  deniSebMei,  eobald 


Digitized  by  Google 


Vj^untMwfitakm  fibr  Schüler. 


(He  veränderte  Laire  der  Parallelo^amnie  in  Anwendung  kommt 
und  er  dann  den  Ben  ei«  8elbi$Utändig  ausfahren  «oli.  Die  Lage 
de?  Paraltelogramroe  kann  aber  maonigfach  verändert  werden,  wie 
die  folgenden  Figuren  zeigen.  In  Taf.  V.  Fig.  7.  waren  sie  über 
die  grösseren  Sehnenatflcke,  und  ifi*ar,  vom  Dreieclc  ABE  aus 
betrachtet,  nach  auaaeo  bin  gelegt;  in  Taf.  V.  Fig.  8.  fallen  aie 
IbwdM  Dreieck  ABE  \  In  T«i;v.Fig.9.  atehwi  die  Paiallelo- 
ITsrome  auf  deu  kleineren  SebnenstScken  ;  daMelbe  iat  auch  I» 
TaCV.Fig.  10.  der  Fall,  aber  hier  lieg«i«lt  auf  der  entgegen* 
getetsIeD  Seite.  In  Tnü  V.  Fig.  11.  ttegen  abermaU  beide  Parnl- 
Miframnie  mf  den  grosseren  Sehnenntacken»  aber  daa  eine  DÜlt 
tter  dne  Dreieck  ABE,  da«  andere  nklit«  Wie  necb  Imer 
Aendenngen  vergeaemieD  werden  k&nnen»  let  leicht  m  neben. 

1  Lehraati.  Sind  ann  eln«a  naeeeribalb  einen  Kleinen  üe- 
geeden  Pnnkte  i^wfl  Secanten  dnidi,  den  Krple .  ^encf^en»  ne  Iii 
4aa  Pniailelegfamni,  wefcben  ann  der  einen  Seeante»  deni  nnnnet 
halb  dee  Krelnen  liegenden  Sticke  d^n^ben  nnd  de«  ven  beiden 
Sfcuten  gebildeten  Winkel  eonntmlft  wird»  dem  bei  der  anderen 
S^eultf  fn  gleicber  Weiie  CenatnikM' Painllele^radinife  gl«i<^h. 

Ancb  hier  bietet  eich  wie  beim  ernte»  fyebinatm  dlepelka 
|linn)|6atijBbelt  dar.  ^  Statt  i|er  ~ekieiii  Seai«^  kann  apck  dia 
Tipiynte  gennmnifn  werdfoo»  woj.daan  daa  eifi^iPifvMegMMi 
iWdiaei^  wird. 


SM 
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XIX. 

« 

M  i  6  c  e  1  1  e  o. 

•  » 

■  • 

Von  den  Heratttgeber. 

Sfrel  geonetrUche  Avfgabe«. 

■  •  • 

In  T%f.  V.  Fig..l^  «ei  AGB  ein  Oreleek»  detMad»! 
tan  Oil=a,  OB  =  6  und  der  von  denselban  eingesebl»  ^ 
Moe  Winkel  AOB^i  gegeben  elnd;  man  aalt  die  8g  i 
tea       nnd       dleaea  Dreiecka'nn  aarei  soicke  SiteS' 
ilC  nad  BD  verlängern,  dkea  dies«  Stfleke  in  aitt9  • 
gegebenen  Verhältnisse  ?7i:7i  zu  einander  stehen,  nn 
die  ihre  Endpunkte  C  nnd  D  verbindende  gerade  Li»  ■ 
CD  eine  gegebene  Grüsse  c  hat* 

£  r  a  t  e   A  u  f  1  ii  8  u  u  g. 

Man  netze  AC=iJc,  ßD  =  tf,  so  ist  nach  den  Bedingung' 
der  Aufgabe 

:r  :^  =  m:  n. 
Ferner  iat  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

=  (a  +  a:)*  +  (6  +  y)'^—  2(0  +  ur)  (6  +y)  co*i  i 

oder 

c2=    I  (a  >  j:)«  -f     f  5^)2  +  -2(fi+.0(A       I  sin  ii« 

also 

c*  =  [  (« -f  JT)  4  (/>  +  i^)   sin  ii^  + 1  (a  I  j:)  -  (6  +  ^)   coa  ;i* 

oder 

c*  =  i  (a  f     +  (:r  +  y)  |« «io  ii»  +  K«  —  6)  +    — l*co»ii*. 
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Rni  ergiebt  sieb  aus  der  ProportioD 

die  Proportion 

uod  wir  haben  al^o  zur  ßestininmiig  voo  x  und  ^  die  beiden  Toi- 
gendeo  Gleichungen: 

(m — n)  ( j;  +  y)  =  (m + n)  (a: — y ) , 

l  (« + 6) + /a? + y)  P  «n  4i»  +  Ka  -  6)  +  (;r-y)  |*  cos    = c*. 

Die  zweite  Gleichung  iSsst  sich  aul  tolgeude  Form  bringen: 

md  setion  wir  also : 

c  c 

80  wird  diese  Gleichung : 

Feroer  ist 

iko  wird  die  erste  der  beiden  olilgen  Hauptgleichuagen : 

oder 

(m  — ii)c      (m-t-fi)c      «,  ,  X 


2  (in6 — Jta)  sin  4>       2(ffi6  ~  ita)  cos 

Setsen  wir  der  Kurze  wegen 

 (iw — ii)c   (m  -f  n)  c 

*'~2(iii*— fio)sin;t'  ^~2M-fia)eesit' 

80  sind  die  aufsalüsenden  Gleichungen : 

hk  —  ^r=l,   M^  +  t?*  =  l. 
ThtU  XXVIU.  S3 
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Eliminirt  man  t,  so  erhält  man  die  Gleichung 

ond  bestimmt  man  nun  u  aus  dieser  Gleichttnf;,  hierauf  o  mittel 
der  Formel 


v  = 


so  erhält  man: 


 ^ 


•  r 


Also  haben  wir  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe  die  folgend 
Formeln 

A  —  — 


2(m6  —  Tta)  sin        '*    2(tnb  —  na)  cos  ^t' 


r 


MI  rmv»! 


_  ftTilVT'->-ti«-l. 


r  = 


^     *  \sinit  cosit/ 


Zweite  Auflösung. 
Gehen  wir  wieder  von  den  beiden  Gleichnngert' 


x:y  =  m:n. 


(a  +  6)-f(xty),,„t,|'^)(^-ft)-F(^^,^t..[;^t  . 
aus,  so  können  wir 


i 


X  =  mto,  y 
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9  und  die  sweite  Gleichung  wird  dano: 


c 

Wir  kdDDeo  alsa 


— — — — ^  «n  4l=s8in  P, 
 —  eoBü=tcfmP 


»  wotfaiw  wir 

m-i-ft 

e  cos  P—  (g'^^  w  jt  > 

abo  sor  BesÜmmniig  von  P  die  Gieichimg 

eip P«—  (g  +  b) ein  |i  _  cceeP— (g — 6)coe4t 


oder 


•iiiP     ceeP       a-f^    .  6 

5+;  ^  ST^^"  {irF;7H  (m^ii)e*~*'' 


erhalten.  Berechoen  wir  nun  die  Uülfewinkei  ca  mittelet  der 
i'oneelD 

M  wird  vorstebeade  üUicbung: 

eip(P— e)  _  tt^-^  elii(4i^») 
9  «   *     cee«  * 


g  4-  6   cos  9 


man  w,       y  mittelst  der  ira  Obigen  für  diese  Gnlasen  gegebenen 

Dritte  Auflosung. 

Bezeichnet  man  die  Winkel  ODC  und  OCD  respective  durch 
(p  und       so  ist  . , 


a  +ar;6+y  =  8in9:sin^; 


aber  «  =  — ar,  also 


ma-\-mximb  -f  na:  =  8in qpisintf;. 


woraus  sich 


asin  —  ösinqt) 
«sinqp  —  mein  t|; 


,ergiebt.   Nun  ist 


also 


fl  +  a::c  =  sin(p:8int,    a^-  x=^c  —. — 


asint^ — 66in<p  sing? 

Q  A-m  ;  : — ~  =  C  —i — r  >        m  1^*11 

7isin(p — TTismi/;  sm» 


oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 


{na — 7716)  sin  (p    csin(p 

71  sin  9} — msint^" 


smt 


d.  i. 


(na  —  mh)  sin  1  =  c  (li  sin  9  —  m  sin  t/;).^ 


Es  ist  aber  t|;  =  180^  —  (^'+7)1  folglich  hat  man  zur  Bestimmung 
von  97  die  Gleichung 


{na — mb)  sin  t  =  c  ( n  sin  cp  —  msin  (t  -f  7) )» 


oder 


oder 


(ita  —  mb)  sin  t  =  c  ( (n — m  cos  t)  sing) — m  sin  1'  cos  9 1 , 


na — tnb  ,  ,     ,  ^  .  ,  , 
 smt  =  (n — mco8t)sm9 — msmtcos^. 


J 


Bestimmt  man  also  die  Uulfsgrüssen  /2,  Sl  mittelst  der  Gleiehi 
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wmm  MoMintlicb^  keine  Scbwiengkeit  bet,  so  wird  voretehende 

c 

wonv  «ich  inr  BetHromang  fod  9  die  Formel 

•10(9— A)  =s  — j —  • 

ergiebt 

Ueberbanpl  eber  beben  wir  nmi  aor  AefiOeang.  uneerer  Aef- 
gmbe  die  folgeodee  Formeln: 

IteliiAsiiiebi, 
iKcos  i^ssw^meoe^; 

.    /         o\       W«— 8101 
8111  (9  —  ^)  =        ^        •  -JJ-  « 

«scm — ^.  ^-^> 

n  MO  9  —  1»  8111^ 

aein^  —  68in« 
'       ii8in9> — m8iay* 


Zweite  Aufgabe. 

In  Tat  V* Flg.  13.  eel  AOB  ein  Dreieck*  deeeen  Sei* 
ten  Oil  =  a»  0^  =  6  nnd  der  Ton  deneelben  eingeeebloe- 

sene  Winkel  AOß=i  gegeben  sind;  man  soll  die  Sei- 
ten OA  und  OH  diese»  Dreieclci$  um  zwei  solche  Stücke 
AC  und  ßD  verlänecerii,  dass  diese  Stücke  in  eiDCOi 
gegebenen  VertiaUiiissc  m:n  zu  einander  stehen,  und 
die  ihre  Endpunkte  C  und  i>  vorbindende  gerade  Linie 
C/>  ein  Minimum  werde. 

• 

Anfidavng. 

Man  ^etzo  ^IC  =  »u:,  ßD=.tu:  und  bezeichne  die  Linie  CD, 

wekbe  ein  Minimam  werden  aoU»  dnrcb      Dann  i8t 


=  (a  +  nur)»  +  (6  +  lu:)*  —  2(a  +  mx)  (Ä  +  lur)  cos  I, 
folglich,  wenD  man  differentürt: 


77i(a  +  mx)  -\-  n(b  -f-  nx) 


—  m(b -\- nx)  cos  i-^n{a-\- mx)  cos  i 
=    ma  +  w6  —  (mb    na)  cos  t 
,  +(m*  +  7i* — 2mnco8i):t. 

Die  gemeiiiscbaftlicbe  Bedingung  des  Maximums  und  Minimums 


folglich  wegen  vorstehender  Gleichung! 

ma-\-nb  —  (mb  +  na)  cos  t  +  (m*  +  n*  —  2mn  cos  i)xz:zO, 
woraus  sich 


X 


ma  -f  w6  —  (mb  +  no)  cos  i 
.m*  +    — 2mn  cos  i 


oder 


a  (m  — n  cos  i)  -f  6  (n  —  m  cos  t) 
(m  +  yi)*sin        (7/1  —  7i)*  cos  it* 


ergiebt. 


Leicht  findet  man: 


a-\-mx= 


(na  —  mb)  (n — m  cos  i) 
-|-     — 2mn  cos  i  ' 


b-{-nx  = 


(na — mb)  (m  —  n  cos  i)  ^ 
m*  +    — 2mn  cos  i  * 


und  folglich  nach  dem  Obigen: 


V^m*  +  n* — ^^2mnco8t. 
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MUcelien, 


jr— db  


V(w  +  n)^  Bin  ii»  +  (m — co«  ^i^ 

wMk,  toileBi  man  liis  VoneicbeD  iiiiiii«r  «o  iilmmt,  diw  y  po« 
aMf  wild. 

Lm  nun  zvvischen  dem  Maximum  und  Mioimum  zu  unterscheid 
den,  müMen  wir  noch  den  ivreiteo  DifforentialquoU^nteii  eAlwiskeio* 
liadi  dm  Obigou  war 

dvcb  feai«i«  UUloraiitiatioii; 


«Ult  O»  09  vm  «bw  liier  bloM  aof  die  Konnbda»  de»  Wer» 
Hum  dee  swetlen  Differentialquotienten  ankomnit,  weleheo  der> 
Mib«  filr  den  Werth  von  x  erhfilt»  för  welchen  der  erate  Dife> 

{eutialquotient  verach windet«  eo  können  wir  in  der  voratehendttn 

aelm«  «nd  erbaltea  deamlblge 


3- 


oder 


6^      (m  -t-  »)'8init*  -f  (i«*-»)*coalt'* 

^^^^^  ^Jf 


wo  für  y  «eiii  oben  gefbndener  stets  positiver  Werth  so  aetseo 

tftt.  Hiemach  istalao  der  zweite  Differentialquotient  positiv,  folj;^- 
beb  die  Bedingung  des  Minimums  wirklich  erlüUt,  wie  verlangt  wurde. 


Änmtvkung» 


MsD  kann  die  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  auf  verschie- 
daae  Weise  abändern,  indem  mau  die  Stücke  AC  und  BD,  statt 


sie  auf  den  Verläni»erungen  der  Seiten  OA  und  OB  des  Drct 
ecks  AOB  zu  nehmen,  auch  auf  diesen  Seiten  selbst  von  A  un 
B  an  abschneiden,  auch  das  eine  Stflck  auf  der  Verlängerung  d 
entsprechenden  Seite  nehmen ,  das  andere  auf  der  entsprechende 
Seite  seihst  abschneiden  kann.  Die  Auflösungen  der  hierau 
hervorgehenden  Aufgaben,  die  in  zweckmässiger  Weise  alsüebung 
aufgaben  benutzt  werden  können,  ergeben  sich  aus  den  Auflüsu 
gen  der  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  ganz  von  selbst,  weiM.  -n 
man  nur  die  Zeichen  gehörig  verändert,  und  bedürfen  einer  wfe:  i- 
teren  Erläuterung  nicht. 

Eine  praktische  Anwendung  können  die  vorhergehenden  Ais^  f- 
gaben  bei  der  Berechnung  einer  Mondfinsterniss  finden  :  die  ers 
bei  der  Berechnung  der  Zeit  des  Eintritts  des  Mondes  in  d^^n 
Erdschatten,  die  zweite  bei  der  Berechnung  der  Zeit  der  grusst^Bo 
Verfinsterung.    Der  Kundige  tibersieht  den  Zusammenhang  un^K.  e* 
rer  Aufgaben  mit  diesem  Gegenstande  von  selbst,  und  ich  haK  te 
weitere  Erläuterungen  ftir  ganz  unnöthig,   will  indess  noch  in 
grösstentheiis  bekannter  Weise  zeigen ,  wie  zur  Zeit  einer  Mor»  d- 
finsterniss  die  Breite  des  Erdschattens  an  der  Stelle,  wo  dB  er 
Mond  durch  denselben  hindurch  geht,   gefunden  werden  kar:a»n, 
was  hinreichen  wird,  um  die  bei  der  Berechnung  einer  solch. 
Erscheinung  mit  Hülfe  der  obigen  Aufgaben  nuthigen  Formeln  b<ei- 
sammen  zu  haben,  wobei  man  sich  nur  immer  erinnern  mujfe^s, 
dass  man  es  bei  einer  solchen  Rechnung  stets  nur  mit  sehr  kl 
Den  Linien  oder  Bogen  zu  thun  hat,  für  welche  immer  die 
einerlei  Maasse  ausgedrückten,  ihnen  entsprechenden  Winkel  9 
Mittelpunkte  der  Erde  gesetzt  werden  können,   und  dass  mm- 
wie  bei  allen  solchen  Rechnungen  in  der  Astronomie,  auch  bi' 
die  Zeit  des  Eintritts  des  Mondes  in  den  Erdschatten  schon  näN 
rungsweise  kennen  muss,  völlige  Genauigkeit  auch  nur  auf  d^ 
Wege  successiver  Annäherung  erreichen  kann.    Zur  Erläuteru* 
dient  Taf.  V.  Fig.  14.,  in  Bezug  auf  welche  ich  nur  bemerke, 
A  der  Mittelpunkt  der  Sonne,  B  der  Mittelpunkt  der  Erde,  e  3- 
Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  ist ;  alle  übrigen  Bezeic 
nungen  sind  aus  der  Figur  selbst  ersichtlich;  die  oberen  Zeich 
beziehen  sich  auf  den  Kernschatten,  die  unteren  auf  den  Hai 
schatten.    Es  ist  .i   '   >  •  ■* 

^  =  etang<jp ; 

Rir=E±BS'.BS, 

RTr:r=E:BS, 


ßs= 
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MiteeUtn.  353 

Nu  ist 

also  nach  dem  Vorbergelieuiieu: 


Ferner  ist 


kmm  deo  beiden  Gleicbongen 

,  ÄTr  ctangop 


infiHsen  wir,  um  <p,  welches  hier  eigentlich  die  gesuchte  unbe- 
knoQte  Grösse  ist,  zu  finden,  i^  eliiniuiren.  Es  ist  aber  bekanntlich 


also 


sini^« 


e»tangy«  V  ) 


woraus  sich 


.    .  E^E  J 

erglebt»  Setsen  wir  also 

^sssloQ»  ^=slo Ii»  2^***^^» 
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wo  S  die  MoadipMBllaitt^  17  die  8<NMMD|Nnill»»  4  dar  mMi|- 
bare  SoDnenliallinieMer  Ist»  so  wird 

(  !  T-i-Y 

taog  9^  S  8ill      -^-y  =— I  —  $ 


^    \9\o^T (sin T sin  il) i« 


•fiiO-|>«liii7T«la^ 
folgt  Niberangawelno  kano  nan 

setzen. 


Die  polntselie  Orüfln  .^korzewska  und  die  beldeA 
HaibemaiilKer  Joli*  Helnr«  JUAmbert  ud  v«h 
lanil  Aber  die  Auf  (gäbe  tob  der  Beaebrelbiuv  elMS 

cLi-ei  andere  f^egebene  Kreise  berfibrendeu  Kreises* 

Der  erste  Tbeil  von  Job«  Heinr.  Lambert's  deufscbem 

gelehrten  Briefwechsel.  Herausgegeben  von  Job.  Ber- 
noulli»  Mitgl.  der  Künii^l.  AL  nlemte  der  Wissenschaf- 
ten zu  Berlin.  1781.  entliält  vorzüglicb  die  Briefe  zwischen 
Lambert  und  v.  Holland,  welcher  letztere  ein  grosser  Liebha- 
ber und  sehr  gründlicher  Kenner  der  Mathematik  war  und  sich 
damals  in  Treptow  an  der  Rega  in  Uinterpommern  aafhielt, 
als  Hofmeister  in  der  Familie  des  Herzogs  Friedrieb  Engen 
TOD  Wfirtemberg,  der»  za  jener  Zelt  in  preusaiscben  Dienaten» 
mit  seinem  Regimen te  in  Treptow  in  Garnison  stand.  In  die- 
sen Briefen  Icororot  zwisehen  den  beiden  Matbematiicern  auch  das 
Problem  von  der  Beschreibung  eines  Kreises,  der  drei  andere 
gegebene  Kreise  berühren  soll,  zur  Sprache,  in  einer  Welse,  ili<^ 
manches  Interessante  enthält  und  daher  hier  uobi  eine  MUtkei* 
long  verdient. 
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Holland  äcbreikt  ao  Liamberl  aus  Treptow  den  29.  N««> 
vember  1769: 

»Die  Grftfin  Skoriowska  *)  bat  mir  Utzthin  das  Problem 
anTgegeben»  xu  drei  gegebenen  Zirkeln  einen  vierten  zu  finden« 
der  jene  drei  berührt  leb  habe  xwar  bereite  die  AnflOsong  davon 
gemacht«  Die  Reehnnng  iet  aber  entoetslich  mOliaam  gefroaen 
and  bat  mich  endlich  anf  ein»  bis  tom  Eckel  auaammengeaetate 
^quadratische  Gleichung  geführt ,  wo  die  unbekannte  Griiaae  der 
Radius  des  gesuchten  Cirkels  ist.  Nun  ist  es  mir  eine  ganz  dunkle 
Erinnerung,  dass  Vieta  scban  eben  die  Aiilt;.ilic  aufgelöst  bat, 
and  ich  bin  «rewiss,  dass  er  sich  aller  der  ali^ebraischen  Hitlfs* 
mittel,  die  lair  zur  Auflnsnng  verholfen,  damals  noch  nicht  hat 
bedienen  iiunnen.  Ich  irlanhe  aljcr,  dass  süiiic  »Solution,  die  ohne 
Z^veifel  ^jeometrixrh  gev\  (!srn,  kürzer  und  netter  sein  wird  als  die 
meinifi;e.  Nollten  Sie  etwa  in  einem  Huche  irgendwo  Vieta*s 
oder  eines  andern  Auflusang  dieses  i^roblenis  haben,  so  würde 
ich  Ihnen  (ur  die  Mittheilung  deraelben  verbunden  sein,  die  Be- 
gierde ist  Daturlich,  nach  einen  sarflckgetegten  Weg*  den  man 
selbst  gesucht  bat»  an  wiaaen*  ob  man  den  Irilraeaten  getroffen 
habe  •*).« 

Hierauf  antwortet  Lambert  aus  Bei  Ii  r»  den  11.  Decbr.  1768: 
,,Die  (jräÜD  Skorzewska,  Herr  Beitier***)  und  Herr  Obrist 
Riraut  haben  mir  ebenfalls  von  der  Aufgabe  des  ('irculs  ge« 
ßprochen ,  der  drei  andere  von  gegebener  Lage  berühren  solle. 
Dieses  Berühren  kann  auf  acht  Arten  geschehen,  weil  entweder 
alle  drei»  oder  nur  zween  oder  nur  einer  oder  gar  keiner  inivendig 
oder  aaawendig  berührt  wird.  Auf  diese  Art  aber  schiene  daa 
Problem  auf  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  au  führen,  und 
würde  aich  achirerlich  mit  Circul  und  Lineal  conatruiren  laaaen« 
Indessen  läaat  ea  aich  dennoch  auf  eine  Gleiohaog  vom  zweiten 
Grade  bringen.  Die  AofUianng,  ao  ich  durch  trigonometriache 
Fenaeln  erhielt,  hatte  ich  der  GrSfin  mitgetheilt»  indeaaen  mal* 


Hierzu  bemerkt  Bernoolli:  „Eine  gelehrte  polnische  Dane 
md  grosat  Liebhaberin  der  matberaa(i«chen  Wusenschaflen»  Sie  hat 
•ich  lange  in  Berlin  aufgehalten,  lebl  aber  nicht  mehr.*' 

**)  Holland  hat  also  den  ApoUoniua  Gallus  des  Vieta  nicht 

^^kannt,  sondern  erinnert  girh  nur  dnnkel,  einmal  etwas  davon  geholt 
zu  haben.  Noch  weniger  wird  er  alko  die  berühmte  Scbrifl  4ea  Apol- 
loaius:  T^pt  l-r(t(f,<jjv  gekannt  haben,  die  zwar  verloren  gegangen  ist, 
tu  der  iibr  r  F  n  p  p  u  8  im  siebenten  Kiiche  seiner  nathematiacheo 
Sam  in  1 11  n  n  Lemmata  aufgesetzt  hat.  G« 
***)  Später  i'rofessor  am  Gjmoaaiuni  illustre  au  Slitau. 
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del»  sie  niTy  efaie  geometflfebe  wOlrde  den  OlnUt  Ricral 

anstehmi.    Ich  sachte  darauf  eine  bloss  algebraische,  weil  i&.^mm 

trii;ünometrischen  ForiiM-ln  noch  nitlit  sehr  bekannt  ^in J  *).  Dl"« 
Auflösung;  ^\a^  ehenfallö  vom  zneiten  Cnido,  und  both  eine 
\^f\h\  etuaj»  ivettiänfii^o  ronstruftion  an.    Dieses  meMetp  \vh  <\l 
GrääD»  habe  aber  noch  weiter  keine  Antwort  darauf  erhalten» 


iSuü  tlieilt  Lambert  seine  beiden  Auflosungcu  mit.  iSi 
über  die  erste  dieser  beiden  Auflösungen,  welche  trigonometrisclm  4 
Formeln  in  Anspruch  niiiiiiit,  wollen  uir  im  Folgenden  eini^^« 
Worte  sagen»  da  die  zweite  uns  weniger  bemerkenawertb  achwM^ 


In  Taf.  V  I.  Fi<^.  1.  ^eien  die  Halbmesser  der  um  C,JJf  Ij  l> 
schriebenen  drei  gegebenen  Kreise  respertive  c,  <i,  die  Et-^t- 
fernungen  C/),  DF,  werden  respectivo  durch  n,  A  bezeichnfe-  ; 
und  den  Winkel  VÜE  nenne  man  d.  ist  dann  x  der  üaibmes».  er 
des  gesuchten  Kreises»  so  ist,  jnro  die  Bedeutung  von  »  aod  6 
«110  der  Figur  erhellt: 

2a(ii+«)  ""  2a(ii-far)  * 

_  ^»  -f  (</  -f  r)*  —  {e-^xY  _  6*  -f  i^^e^-{-%d'-€)x 

Well  rniD 

cos  o  -I*  coc>  SS = 2cos  i(Q>  4-  q)  cos     — a») = 2co8  ^acos  4(<S*—  «^^)> 

cofico — cos (ä  =  2  sin 4(0)  \  ü)  sint(ö  —  a))  =  2sin4asini(c5— 
i^t,  so  iät  nach  dem  Obigen: 

€08i(fi>— »)=:  ^  ^.^      ,  ^        +        46  (rf  +  or)  COS  Je  ' 

sin,(ö-i»)—      47(d+:p)sinji      *"  46(d+jr)8ini« 


aleo: 


4a(«/-|'^)cos4a       "**        46(<äi+;2:)cos4«  1 

«2 -f  rf«— J (// -  £)£ _ 6^+^^— c^4-2(rf -jp) jr J  ' 
4a  (dT-f  ar)  sin  4a  46  (<i  4-  o;)  sin  4«  i 


1. 


*)  Nämlich  in  Berlin  im  Jahro  176fl!!  Jtitit  frage  man  In 
Schulen  naih.  C»* 
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welche  Gleichung,  vieiter  entwickelt ,  offenbar  auf  eine  quadratische 
Gleichung  zur  Bestimmuog  von  x  führt«  deren  Aufiosang  wir  dem 
Leaer  überlaaaeii. 

Seinen  beiden  AaflSeuogen  fiSgt  Lambert  noeh  folgende 
Worte  hiniu: 

„Ich  habe  aber  die  Sache  nicht  weiter  verfols^t,  sondern  der 
Gräün  gemeldet.  dasH,  %venn  es  nur  um  die  «irkliche  Ausübung, 
selbst  auf  dem  Felde  zu  thun  i&i,  dm  Problem  sich  vermittelst 
dreier  Schnüre  eo  hurtig  und  leicht  auflösen  lasse,  als  man  es 
terlangen  kann.  Sonst  ist  mir  von  der  Aufgabe  nicht«  zn  Ge- 
siebte gekommen  *),  als  dass  ich  mich  erinnere,  iu  einer  aeade- 
mischen  Disputation  das  Problem  für  den  Fall,  wo  die  drei  Circul 
flieh  berühren»  eine  algebraieche  Auflusimg»  die  obenfdi«  nicht 
kam  war,  gesehen  su  haben.  leb  habe  sie  aber  nicht  hier  bei  mir/' 

Späterhin  fährt  er  aber  so  fort: 

„So  eben  schlage  Ich  des  Sayerien  Geschichte  der  Hees* 
Inmkt  U.S.  w.  auf,  und  Und«,  dass  Vieta  dem  Adriano  Romano 
das  Problem  von  den  Circuln  auflösen  vorgegeben,  und  da  die- 
ser es  nicht  auflösen  konnte,  seine  Aufltisung  bekannt  gemacht 
habe.  Den  VIeta  mflsste  Ich  etwao  auf  der  Bibliothek  aobcbla- 
gen.  Ich  Tormuthfit  aber  sehr,  dass  Vieta«  welcher  die  geome- 
trische Coostruction  der  Wurzeln  aufgebracht  hat,  vorbemeldetc 
Aufgaben  wohl  dürfte  vermittelst  einer  oder  zwoer  Hyperbeln  con- 
bUuirt  haben.  Doch  ^»agt  iSa  v  erien  weiter  nichts,  als  dai»ö  seine 
Auflösung  schüu  sei." 

Die  letztere  Vermuthung  ist  jedenfalls  ganz  nnrlehtig,  und 
anch  die  ersteren  Bemerkungen  sind  wenigstens  nicht  genan. 
Vitlmebr  sagt  Klfigel  im  matbematlschen  WOrterbnche. 
Tbl.  III.  S.  136.:  „Die  Auflösungen  des  Vieta  gefielen  dem 
Adrianas  Roroanus,  der  die  gedachte  Aufgabe  aufzulösen  einen 
unzulässigen  Weg  gewählt  hatte,  so  sehr,  dass  er  von  Wflrz- 
burg,  wo  er  sich  daniü.ls  aufhielt,  nach  Frankreich  reisete,  um 
»ich  mit  Vieta  über  mathematische  Gegenstände  zu  besprechen." 

Holland  antwortet  Lambert  ans  Treptow  den  19.  MXra  1709 
Folgendes: 

„Die  Art  wie  ich  anfänglich  die  Aufgabe  der  GrSfin  Skor- 
tewska  aufgelöst  hatte,  ist  ganz  vollständig  einerlei  mit  der 
trigonometrischen  Solution,  die  Sie,  mein  Herr,  davon  gemacht 

")  AUo  niemals  die  SrTiriftcn  de«  Vieta  und  di«  iiiathematitcheo 
Samoiluagen  de«  FappaeV  G. 
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SM  MUceUe^ 

hatten.  Hätte  mir  ein  Mathematikverständiger  die  Frage  vorge- 
legt, 60  wurde  ich  mich  damit  begnügt  haben,  ihm  diese  Auflösung 
zuzuschicken.  Nun  wusste  ich  zwar  wohl,  dass  jede  andere  Auf- 
lösung (denn  eine  Euclidische,  dergleichen  man  von  mir  verlangt 
hatte,  sehe  ich  für  unmöglich  an*))  für  die  GräGn  immer  zaj 
transcendent  sein  wurde**).  Weil  aber  jene  algebraisch -trigono« 
metrische  nicht  wohl  eine  Construction  zulässt  und  also  den 
Augen  gar  nichts  darbietet,  so  dachte  ich  auf  eine  andere,  die 
doch  wenigstens  den  angefiihrten  Fehler  nicht  haben  sollte,  fch 
fand  endlich,  dass  sich  die  gesuchten  Mittelpunkte  der  beriihreo- 
den  Cirkel  durch  Intersection  von  Hyperbeln  und  Ellipsen  bestim* 
men  lassen.  Die  grösste  Schwierigkeit  bestund  aber  nun  in  der 
Zeichnung,  und  ich  kann  wohl  sagen,  dass  mir  die  ganze  Sache 
mehr  MOhe  gemacht  hat,  als  sie  zu  verdienen  scheint." 

I  „Ich  überschickte  hierauf  meine  Arbeit  an  die  Gräfin,  mit 
der  Bitte,  Ihnen,  mein  Herr,  dieselbe  mitzutheilen,  welches,  wie 
ich  hoffe,  geschehen  sein  wird.  Sie  werden  daraus  ersehen  haben, 
dass  ich  mich  bemüht,  die  Beweise,  die  sich  ganz  kurz  und  alU 
gemein  hätten  abfassen  lassen,  so  viel  als  möglich  vorzubuch- 
stabiren.  Viele  Corollaria,  unter  andern  auch  die  Fälle,  da  die] 
Hyperbeln  und  Ellipsen  in  Parabeln  übergehen,  habe  ich  wegge* 
lassen,  weil  die  Arbeit  überhaupt  meine  Geduld  schon  erschöpft; 
hatte.*' 

Um  das,  was  Holland  hier  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  sag^ 
etwas  näher  zu  erläutern,  füge  ich,  am  Schluss  dieser  Auszüge 
aus  dem  Briefwechsel  eines  der  grOssten  und  scharfsinnigsten 
Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts,  eine  kleine  analytische 
Betrachtung  bei,  deren  Resultate  sich  übrigens  auch  sehr  einfach 
auf  rein  geometrischem  Wege  gewinnen  lassen. 

Endlich  antwortet  Lambert  aus  Berlin  den  25.  Septem- 
ber 1769: 

„Die  Gräfin  Skorsewska  ist  noch  im  Winter  von  hier  ver- 
reiset. Ich  hatte  sie  wegen  des  Nutzens  einer  euclidischen  Aaf- 
lOsung  ihred  Problems  befragt  Sie  sagte,  dass  es  Chrmachern 
tv  Stellung  der  Räder  dienen  könne.  Das  wäre  dann  nun  für 
den  Fall,  wo  ein  Rad  drei  andere  von  gegebener  Lage  and  GrOsstf 


*)  Wer  kennt  nicht  die  verfchiedenewi  rein  geometritchen  (Baclidl^ 
«chen)  Aoflötangen,  welche  wir  jetzt  für  die  hier  betprochene  Anfgabcf 
besitzen  ¥  -  - 

**)  Nicht  fehr  galant  einer  sich  eifrig  mit  Mathematik  beschfiltt» 

genden  Gräfin  gegenüber.  i  • 
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ZV  tratben  bSHe.    So  gar  aoalytisclie  FiUe  kimmen  aber  doeb  • 

bei  Lbrruachero  schwerlich  yor. " 

Biennll  acblieast  dar  BriefweebaeL  Ea  tat  docb  immer  aebr 
hteieaaapt»  ma  aaben»  wie  eifrig  aicb  im  Torigen  JabrbuDderte 
eiae  poiniacbe  Grlfio  und  swei  aebr  gelebrte  Matbematiker,  too 
dane«  dar  eise  nu  den  grftaatan  Sternen  dea  ganzen  Jabrbonderta 
gab5rt»  mit  dem  Problem  von  dem  drei  andere  gegebene  berSbren 
aollenden  Kreise  beecbiltigen  konnten. 


Geometrischer  Ort  des  Mittelpunkts  eioes  Kreises, 
ivelober  sirei  gegebene  Kreiae  berfibrt 

Die  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise 
mit  einander  verbindet,  nehme  man  als  Aze  der  a;  an,  nnd  den 
Mittelpunkt  dieaer  Linie  als  Anfang  der  rechtwinkligen  a:, 
Dann  kOonen  die  eraten  Coordioaten  dar  Mittelpunkte  der  beiden 
gegebenen  Kreiae,  deren  swette  Coofdinaten  varacb winden,  dnreh 
a  nnd  <-^a  bezeicbnet  werden.  Die  Halbmeaaer  der  beiden  gege> 
banen  Krelae  aeien  raapeetive  r  nnd  ri.  Die  Coordinaten  den 
Mitleipnnfttn  den  geanebten  Kreiaea  wollen  wir  dnreb  x,  y  bexeieb- 
aeo.  Der  Halbmeaaer  daa  geanebten  Kreiaea  aoll  dorcb  ^  beieleb- 
aet  werden.  Sollen  nnn  awlaeben  dem  geanebten  Kreide  «nd  den 
beiden  gegebenen  gleicbartige  Berfibrongen  Statt  finden,  ao  beben 
wir  die  beiden  feigenden  Gleicbungen,  in  denen  die  öfteren  Zel- 
cben  für  äussere,  die  unteren  für  innere  Berührungen  gelten: 

(ri:rt*=(*-«)*+^« 


also 


r»— rt*±2(r — ri)^^'^4aäe. 


r^-4oar 

•  2(r— ri) 

3«  *"  ')< .» 
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»■|±P  =  r,+ 


'*  -  Aax  _  -rHSrri-ri^-iaj     -(r-r,  )*-4<fcr 


2(r-r,) 


•2(r-r,) 


2(r-r,) 

(r— rij'-f-^'tf 
2(r-r,) 


Folglich  ist  die  (ileichurig  dea  Orts  des  Mittelpunkts  des  die 
beiden  Kreise  gleichartig  berührenden  Kreises : 

((r-r,)'-4gx|« 
 4(r-r,)«      =    - +  *  • 

i(r  -  r,  )■ — 2flx  +  =  j;« — 2ajr  +  fl» + y2  ^ 

(r-r^)«     ^  +y  —  4 


4:r« 


43?«  

— —  *  f 


l)«->4o*{ 
2  ' 


=  1  für  (r-ri)«>4fl«, 


Im  ersten  Falle  ist 


im  zweiten  Falle  ist 

Im  ersten  Falle  ist  der  Ort  eine  Ellipse;  die  Brennpunkte 
sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise;  die  Haupt- 
axe  ist  der  absolute  Werth  von  r — rt.    Im  zweiten  Falle  ist  dfl( 
Ort  eine  Hyperbel;  die  Brennpunkte  sind  auch  hier  die  IM 
punkte  der  beiden  gegebenen  Kreise;  die  Hauptaze  ist  der  i| 
lute  Werth  von  r  —  rj.    Der  Mittelpunkt  des  Orts  ist  in 
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Fälteii  der  MUt«lpuokC  der  Cenü-aUioie  der  beiden  gogebeoen 
KreUe« 

FOr,  uDgleicbartlge  BerührangeD  babeo  wir  dia  beiden  QUa» 
chungen : 

r*  i  2r^  +  |^*  =  «5i  +  y2  ^  <|a_2iMr, 

also 

r*  —  fg  a  db  2ir  f  ri)  ^  =  -  4«a? , 

t8(r  +  n)  * 

T  _  ri^— r«— 4qx  _r*  -|-  2rri  -f  -f  4flar  _  (r  -f-  r| )« -|-  Aax 
nTtf-n-    2(r  +  r|)    -        2(r  +  r4)        -     2(r  +  r|)  ' 

Also  ist  die  Gleichung  des  Orts  des  Mittelpunktes  des  die  bei« 
deo  Kreise  ungleichartig  berührenden  Kreises: 

l(r4-r,)»-4o;ir)«_ 
4a*:r* 

(r  +  r,)a-4aV.  .   ,  (r+ri)»~4a« 

4y* 

V.  «  ^     j  5  1 

Im  «ntes  Falle  iat 

ThdlXXVm.  M 


Digitized  by  Google 


im  zweiten  Falle  lat 


36*2  msceiten. 

Im  ersten  Falle  Ist  der  Ort  eine  Ellipse,  die  Brennpunkte  sind 
die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise,  die  Hauptaxe  ist 
r-f-fii  im  zweiten  Falle  ist  der  Ort  eine  Hyperbel,  die  Brenn- 
punkte sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise,  die 
Baaptaxe  ist  r-fi*  l^er  Mittelpunkt  des  Orts  ist  in  beiden  Fäl- 
len der  Mittelpunkt  der  Centrallinie  der  beiden  gegebenen  Kreise^ 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher 
drei  gegebene  Kreise  berühren  soll,  sich  im  Allgemeinen  immer 
leicht  durch  den  Durchschnittspunkt  zweier  Ellipsen,  oder  zweier 
Hyperbeln,  oder  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel  construiren 
iSsst.  Wie  diese  Kegelschnitte  selbst  zu  beschreiben  sind  und 
durch  welche  Elemente  sie  bestimmt  werden,  ergiebt  sich  aua 
dem  Vorhergehenden  von  selbst,  und  bedarf  natürlich  hier  einer 
weiteren  Erläuterung  nicht.  *  ^••i^ 


ni. 

In  der  Vorrede  zu  den  von  ihm  herausgegebenen  Logiacbei 
und  philosophischen  Abhandlungen.  Berlin  1782.  des 
grossen  Mathematikers  Johann  Heinrich  Lambert  erzählt  der 
frühere  Berliner  Astronom  Johann  Bernoulli  von  diesem  in  so 
▼ielen  Beziehungen  merkwürdigen  Manne  Folgendes: 

„Was  mir  alle  logischen  Arbeiten  Lambert'«  Torzflglich 
schätzbar  machet,  ist  seine  erstaunliche  Fertigkeit,  die  zu  einer 
Gewohnheit  geworden,  über  alles  logisch  zu  denken.    Er  unter- 
suchte den  geringsten  häuslichen  Vorfall  nach  eben  den  Regeln, 
nach  welchen  er  scientifische  Demonstrationen  untersuchte.  Leu* 
ten,  die  ihn  nicht  kannten,  war  es  äusserst  lächerlich,  ihn  logische 
Kunstworter  und  Kraut  und  Rüben  'in  eigentlichem  Verstände  m- 
tereinanderwerfen,  bey  einem  Loch  im  Strumpf  eine  Figur  in  Bar- 
bara, oder  bey  einem  Stuhlbein  eine  Hypothese  anbringen  huras« 
Dieser  Fertigkeit  alles  logisch  zu  behandeln,  hatte  er  die  erstaui- 
liche  Leichtigkeit  zu  dissertireo  zu  danken,  die  jedem  der  mit 
ihm  zu  thun  hatte  aulTallend  war.   Man  kann  keinen  Gegenstand 
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•iet  OTMi«nkeo,  d«ii  er  nicht  stelMBcleii  Fiimm  mIif  oder  weni- 
ger zu  entwickeln  im  Stande  war,  und  auf  eine  Wei«e,  bey  wel- 
cher seine  ganze  Person  die  grössfe  Ungezwungenheit  ausdrückte. 
Immer  fieng  er  damit  an,  dass  er  die  logischen  Eigenschaften  dea 
Gegenstandes  auft-iK  fite ;  ihn  durch  seine  logische  TopiL  durch- 
führte; däün  alfii  Pradicat  oder  Snhject  hctrachtete;  den  Satz 
umkehrte  ii  s.  w.  Ich  habe  das  Cliick  Terachiedene  philosophische 
untl  nirklicli  liahltuel  scharfdenkf^nde  Männer  genau  zu  kennen; 
allein  Lanihert  iiess  sie  hieriiiiien  so  weit  hinter  «icli  ziirürk, 
daaa  ich  die  Fertigkeit  logisch  zu  denken  für  einen  bervoratecheo- 
den  Zug  halte»  der  eeiQ  Genie  charaktertair«t. 

Hierzu  kommt  noch,  dnss  er  mit  einer  ao  erstannlicben  Fer- 
tigkeit eine  IchbaAe  lie^ierde  verband,  die  Regeln  nach  welchen 
sie  uirkte»  zo  entdecken,  und  unablässÜch  sich  bemuhete  diese 
Regeln  prakticablcr  und  vollständiger  zu  machen.  Rs  lassen  sich 
so  (^ar  alte  Gegenstände,  womit  er  sich  beschäftigte,  auf  zwi'x 
einzige  bringen,  mathematisch  -  physische  «nd  logische.  In  eine 
Ton  diesen  beyilen  Klassen  gehtirrn  seirte  gedruckten  Werke  so 
wohl  als  aeine  binterlassenen  llandschriffcn.  Was  er  ausser  die- 
sem bearbeitet»  ist,  die  Architectonik  ausi^enonimen,  in  Vergieicbung 
mit  dem  anderu  für  nichts  zu  achten,  ich  hürte  ihn  auch  vielmal 
mit  Nachdruck  sagen :  »«die  Vervollkommnung  der  Metbapbyaik 
hänge  TOD  der  VervoUkommnung  der  Logik  ab;  noeh  seyn  wir 
nicht  80  weit,  daas  wir  nur  einmal  beweisen  krmnen;  noch  aeye 
Gut  allea  duokel  o.  «.w.**  Ich  hatte  Mfihe  ihn  zur  Herausgabe 
der  Arcbiteetonik  au  bereden:  nicht  ao  vaat  der  Gleichgültig» 
kcit  dea  Pabliluiiaa  wegen  filr  netaphyaiacbe  Arbeiten»  ala  weil 
toca  wichtige  Buch  in  aelnen  eigenen  Augen  nicht  den  Werth 
hatte,  den  ea  wirklich  hat. 

Das  tiefe  Gefühl  von  der  ünvollkommenheit  unsrer  logischen 
Mittel,  daa  bestSndige  Bediirfniss  einer  scientifiscben  Beaeichnuag 
äer  Qualitliten*  einer  allgenieinen  Analytik»  einer  antrendbaren 
Erfiaduagelmnat,  deren  Möglichkeit  er  einaahe,  trieb  ihn  an,  die 
lj»g|k  nie  aua  den  Geeicht  zu  verliehren.  Er  hatte  mir  Hofnuag 
IlMehtt  er  werde  nach  Beendigung  der  Pyremetrle  aeine 
Mede  Yen  der  Erfindnngalninat  Yomehmen  und  dienen  legiaeben 
Ikail  aueerheiten,  allein  daa  Schickaal  fand  ea  nicht  für  gut»  an« 
•«e  Augen  en  SAien  Lanihert  atarh  ala  er  kaum  aeine  Pyre- 
Mrle  m  Ende  hatle»  und  noch  kenne  ich  den  Mann  nicht,  der 
M  üeem  legiachen  Veriuat  eraetien  werde." 


Schreiben  dea  Herrn  J.  B.  Stnrni  cn  Regenaburg  an  den  H  ermaagebeiHj 

1^     Ich  bin  hiemit  so  frei,  Ihnen  eine  Erwiderung  auf  eine  B« 
merkiing  des  Herrn  Dr.  W.  Stamm  er  im  1.  Hefte  XX VH.  This, 
eite  ]12.  di  eses  Archives,  dahin  lautend,  dass  mein  Beweii 
[lir  den  Satz  von  den  Kanten>vinkeln  einer  körperlichen  Ecke  zw: 
Für  die  meisten  Fälle  ausreiche,  in  manchen  aber  nicht  nchti| 
lei,  zur  gütigen  Aufnahme  '"«^^H^j^j^^  übersendei 

Das  Mittelglied  in  meinem  Beweise  bildet  der  Satz :  Wenil 
eine  gerade  Linie  OO'  In  dem  Punkte  O'  auf  einer  Ebene  senk«! 
recht  steht,  und  es  sind  A  und  B  zwei  andere  Punkte  in  dieser 
Ebene,  so  ist«  wenn  die  Linien  OA,  OB  und  O'A^  O'B  gezo- 
gen werden»  nicht  btoii  ii^  den  meisten  Fällen,  sondern 


immer 


^AOBk^AO'B. 


tJlil  diesen  Ssiz  eIncAseben,  denke  man  sich  in  den  Dreiecken 
jtÖB  und  A(yB  aus  den  Spitzen  O  und  O'  die  Hohen  gezogen; 
diese  "Werden  ^ich  sodann  nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereo- 
metrie  in  der  Linie  AB  oder  deren  Verlängerung  schneiden,  und 
wird  dieser  Durchschnittspunkt  mit  C  bezeichnet,  so  können, 
wenn  die  Ebene  AOB  In  die  Ebene  AO'B  umgelegt  wird,  nur 
die  beiden  in  Taf.  VL  Fig.  2.  und  Fig.  3.  verzeichneten  Fälle  stattfinden. 

Was  nun  den  Fall  L  (Taf.  VI.  Fig.  2.)  anbelangt,  so  ist  auf  der 
Stelle  klar,  dass 

Ist,  und  ma  diese  Ungleichheit  auch  im  Falle  H.  (Taf.  VL  Fig.X) 
zu  begreifen,  darf  man  nur  durch  die  Punkte  O',  A  und  B  einen  Kreis 
gelegt  denken  und  hierbei  den  im  Fall  I.  angewendeten  Schluss  noch 
mit  dem  bekannten  Satze  von  den  Peripheriewinkeln  in  Verbin 
dung  bringen. 


Wie  man  sieht,  k<imrot  es  also  nicht  darauf  an,  vorerst 
Bu  beweisen ,  dass  man  in  jeder  Ecke  die  Linie  OO'  so  stehen 
kann,  dass  Itfr  eine  auf  ihr  senkrechte  Ebene  sämmtlichc  Winkel 
AB ,  O'BA  spitze  sind,  und  ich  schliesse  mit  der  Bemer- 
kung, dass  es  mich  sehr  gefreut  hat,  dass  mein  Beweis  von  des 
Kantenwinkeln  einer  körperlichen  Ecke  einer  Aufmerksamkeit  ge- 
würdigt wurde,  da  er  sich  nicht  blos  durch  Einfachheit,  wie  lok 
glaube,  empfiehlt,  sondern  auch  noch  dadurch,  dass  das  Prinzip, 
auf  welchem  er  ruht,  auch  Anwendung  findet  bei  dem  Bewerfe 
fiir  den  Satz  von  den  Neigungswinkeln  einer  körperlichen  Ecfcs{ 
denn  denkt  man  sich  den  Neigungswinkel  der  beiden  SeitenwäiK^t 
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AQU  wd  BOC  wirklieh  durch  Linien  dMfSstellt,  io  fihersleht 
man  anj^eoblicklich »  daM  dieser  Neigimgswiokel  grosser  mI^  al» 
der  Wiakel  ABC^  das«  somit  also  die  Summa  der  Ntigoogawiii- 
kel  der  SeiteDwSnde  einer  kdrperlicben  Ecke  grSaaer  ala  (n— 
sieh  darstelle»  wenn  n  die  Ansabl  der  Seitenwinde  nnadrC«^. 


lieber  den  zwei  und  dreissigsten  Satz  im  ersten  Buche  der 

Elemente  des  Eaklides. 

a 

Tos  Berni  Prolettor  W*  Fischer,  am  Gjmnasiom  su  Käraberg. 

In  neuerer  Zeit  wird  vielfach  die  Ricbtigiceit  der  liehauptungj, 
dass  die  iDncowinkel  ein««?  Dreiecke  zusamnieogenommen  = 
sind,  dadurch  anscbauiicb  !?emacht,  dass  man  drei  in  gleichem 
Sinne  liegende  Aussenwlnkel  durch  drehende  und  gleitende  Bewe- 
püng  eines  Strahls  bescfir»  ilicn  iässt    Diese  Veranscbaulichung 
kann  meiner  Meinunt^  narh  zum  strengen  Beiveis  erhoben  werden, 
wenn  man  einerseits  ein  Paar  Axiome,  welche  genau  genommen 
jeder  Winkelmessung  zu  Grunde  liegen«  wirklich  ausspricht,  an- 
dererseits nicht  bloa  drei  Anaaeowinkel ,  aondero  auch  die  Innen« 
trinkel  resp.  einen  derselben  unmittelbar  und  statt  der  anderen 
ibre  Scheitelwinkel  von  einem  Strahl  dnrchlaufen  liest.  Her  aus- 
fthrlichen  Darlegung  des  Beweises  aber  will  Ich  aneaer  den  n9thl* 
gen  Andornen  einige  Sitse  fiber  Winkel  überhaupt  Toranaseblcken, 
theils  wegen  der  Abweichungen,  welche  In  der  Oellnitioo  des  Be» 
grils   Winkel vorkommen,  theils  wegen  des  engen  Zusammen- 
kaags  der  aufgeatellten  Gruadsitze  mit  der  Winkellehre  selbst 

§.  1.  Grundtatt.  Auf  einen  in  einer  Ebene  gegebenen 
Strahl  l&ast  sich  ein  zweiter  so  legen,  dass  beide  denselben  An- 
ftagspnnkt  und  dieselbe  Richtung  haben,  also  nach  ihrer  unbe- 
grenzten Ausdehnung  völlig  einerlei  sind.  Alan  kann  femer  den 
tuien  von  den  beiden  Strahlen  ruhen  Itiwen»  den  andern  aber- in 
der  Ebene  um  den  featon,  beiden  Linien  gemeineobeftllehen  An- 
(htgspunkC  von  dem  ruhenden  ans  atetig  In  einerlei  Sinn,  d.  b. 
fclwfthrend  nach  rechte  oder  fortwährend  nach  links  drehen  und 
Ii  der  Richtung  eines  jeden  von  jenem  Punkte  aus  in  der  Ebene 
denkbaren  Strahlea  feststellen. 

Daher  Iässt  sich  auch  die  gegenselllge  Lage  (Verschieden- 
heit der  Richtung)  von  zwei  gegebenen  Strahlen,  die  einen  ge* 
Minschaftlicheo  Anfangapnukt  haben,  immer  als  Resaitat  einer 
detütlgen  Ihebung  betrachten. 
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{.  2.  Erklärting.  a)  Die  fertige,  in  einer  Ebene  nach  einer- 
lei Sinn  vor  sich  gegangene  Drehung  zwischen  zvTei  Strahlen,  die 
von  einem  Punkt  auslaufen,  um  diesen  Punkt,  heisst  Winkel 
—  Scheitel,  Schenkel  (Anfangs-  und  Endschenkel). 

b)  Wenn  sich  nach  der  in  1.  bezeichneten  Weise  der  be- 
wegliche Strahl  aus  dem  ruhenden  heraus  um  den  gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkt  stetig  in  einerlei  Sinn  so  lange  dreht,  bis 
er  in  seine  ursprungliche  Lage,  d.  h.  in  den  ruhenden  Strahl  zu- 
rückkommt, so  macht  er  eine  volle  Umdrehung. 

Die  fertige  volle  Umdrehung  oder  der  volle  Winkel  stellt 
sich  dar  als  ein  einziger  Strahl  auf  unbegrenzter  Ebene. 

c)  Hat  ein  Strahl  aus  einem  anderen  ruhenden  um  den  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkt  als  Scheitel  sich  so  lange  gedreht, 
bis  er  in  die  rCickläuGge  Verlängerung  des  ruhenden  fiel,  oder, 
was  dasselbe  ist,  bis  er  die  entgegengesetzte  Richtung  erreicht 
hat,  so  heisst  der  dadurch  erzeugte  VVinkel  ein  gestreckter.  — 
Ein  gestreckter  Winkel  stellt  sich  dar  als  eine  Halbebene,  welche 
von  einer  durch  einen  Punkt  getheitten  Geraden  einseitig  begrenzt, 
sonst  aber  unendlich  ist.  Jener  Theilungspunkt  ist  der  Scheitel 
und  die  Strahlen  der  Geraden  sind  die  Schenkel  des  gestreckten 
Winkels. 

M  6.  3.  Grundsatz,  l.  Ein  Strahl  kann  durch  keine  einfachere 
lind  Kürzere  Bewegung  aus  einer  gegebenen  Richtung  in  die  ent- 
gegengesetzte gelangen,  als  dadurch,  dass  er  um  seinen  Anfangs- 
punkt einen  gestreckten  Winkel  beschreibt. 

11.  .  Auf  einer  Ebene  kann  ein  Strahl,  der  eine  gegebene 
Richtung  verlässt,  ohne  rückläufig  za  werden,  durch  keine  ein* 
fächere  und  kürzere  Bewegung  in  seine  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückkommen, als  durch  eine  volle  Umdrehung  um  seinen  Anfangs- 
punkt als  festen  Scheitel. 

§,  4.  Lehrsaix,  Alle  gestreckten  Winkel  sind  ein» 
ander  gleich. 

Beweis.  Mugen  zwei  gestreckte  Winkel ,  in  einer  Ebene 
neben  einander  liegend,  den  Scheitel  und  beide  Schenkel  geroein 
haben,  oder  mugen  sie  völlig  getrennt  sein,  immer  kann  man  den 
einen  auf  den  andern  so  gelegt  denken,  dass  beide  den  Scheitel 
und  einen  Schenkel  als  Anfangsschenkcl  gemein  haben.  Dann 
muss ,  weil  zwei  Gerade  nach  ihrer  unendlichen  Ausdehnung  ein« 
einzige  bilden,  so  bald  sie  zwei  Punkte  mit  einander  gemein  haben, 
der  Endschenkel  des  einen  Winkels  von  selbst  mit  dem  des  anderen 
Winkels  zusammenfallen,  woraus  hervorgeht  ($.3.),  dass  die  Drehung 
dea  erzeugenden  Strahls  aus  dem  Anfangsschenkel  um  den  Schei- 
tel bis  in  den  Endschenkel  bei  beiden  VVinkeln  gleich  gross 


Wesen  sem  muss. 

Zu  still  l.  Macht  ein  Strahl  von  AB  aus  nach  oben  um 
den  Scheitel  A  eine  volle  Umdrehung,  so  durchläuft  er  nnmittel* 
bar  nach  einander  erst  den  oberen  gestreckten  Winkel  BAC  nnl 
schliesslich  den  unteren  CAB,  Da  diese  einander  gleich  ain^ 
folgt:  Jeder  gestreckte  Winkel  ist  die  Hälfte  einer  vollen ^i^, 
drehung.  ••  dtut^ 
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Zuiutz  2.   Alle  vollen  Wiukel»  die  durch  eine  einmalige  Um- 
dMbung  beflcbriebcD  friirden,  »ind  einander  gleicb. 

Erklärung  von  hohlen,  erhabenen,  rechten  Winkeln  u. «.  f. 

Mie  ge»ühnlich. 

5.  5.  Crund 5 ntz.  Bei  zwei  Strahlen,  die  in  verschiedenen 
Hichtungen  v^m  ei  nein  l'uitkte  auslaufen,  ist  keine  elnfacHere  und 
kürzere  Bewe^uitg  ^^^'^  einen  in  den  anderen  dcnkhar  al.s  die 
Drehung,  wodurL-h  der  hohle  Winkel  zwischen  ihnen  erzeugt  wird. 

AninerkuiK;.  hie^erSatz  und  der  in  §.3.  I.  ist  analog  dem, 
deu  bert'iU  Archiiued  als  Axiom  hinstellte:  Der  kürzeste  Weg 
von  einem  Punkte  zu  einem  anderen  ist  die  durch  beide  Punkte 
becrenite  Gerade.  Und  wie  der  oben  erwibnten  Etieeneebaft 
halber  begrenzte  Gerade  Grundroaasse  Dir  alle  Lfingen  ge- 
braucht werden,  so  spricht  meiner  Meinung  nach  der  obige  Satz 
den  Gnind  ,  >v'irum  von  jeher  alle  LHL'eriuQteracbiede  durch 
Mes»iint^  l;<  radiiniger  Winkel  bestimmt  wurden. 

{.6.  Lehrsatz.  Bei  jedem  Dreieck  i8t  die  Summe 
der  drei  Innenwinkel  gleicb  einem  gestreckten  Win« 
kel  oder  =1R. 

Ben- eis.    Bei  einem  ^  (Taf  \'r.  Fig.  4.) ,  dessen  Innen- 

winkel (idrch  a,  ß,  y  bezeichnet  sein  iüoilen,  seien  die  Verlänge- 
runge»  ßD^  CE,  AF  der  Seiten  AB,  BC,  CA  gexoc^en,  so  dass 
die  zusammengehörigen  Aussenwinkel  j:  ,  y ,  z  entsteh  (d. 

Man  denke  sich  einen  Strahl,  der  seinen  Anfangpunkt  M  in 
A  und  die  nämliche  Richtung  wie  AB  hat.  Derselbe  liegt  dann 
auch  in  der  Richtung  von  BD,  weil  BD  die  Verlängeruug  von 
AB  ist;  er  wird  daher ,  wenn  er  in  AD  ferMckt,  'bis  M  auf  B 
ftlit,  nach  dieser  Bewegung  völlig  einerlei  sein  roll  i^D,  vnd  awar 
ohne  eine  Drehung  gemacht  au  haben. 

Dorehlättft  hiereof  der  Strahl  den  Winkel  a?,  ao  erreicht  er  die 

Richtung  der  Seite  BC,  mithin  auch  ihrer  Verlängerung  C£^ 
rouss  also,  wenn  er  in  BE  sich  fortbewegt,  bis  ^  in  Cist,  ohne 
neue  Drehung  völlig  einerlei  werden  mit  CK.  Dreht  sich  der 
Strahl  aus  seiner  jetzigen  T^age  um  den  Punkt  M  In  ('  im  vori- 
gen Sinne  weiter,  so  muss  er  einmal  in  der  Richtung  der  Seite 
CA  anlangen  und  kann  in  dieeer  festgehalten  werden.  Er  bat 
ten  ven  CE  aas  den  Winkel  y  durchlaufen  und  anglelch  die 
Hichtang  vnn  AF  als  der  Verlängerung  von  CA  erreicht,  wird 
demnach  ohne  neue  Drehung  vOllig  einerlei  werden  roll  AF^  no 
MI  er  hl  HF  fortrückt,  bis  M  auf  A  kommt. 

Setzt  er  dann  seine  Drehung  um  den  Punkt  M  in  A  im  vo- 

npen  Sinne  fert,  so  kommt  er  endlich  in  seine  anHingliche  Rich- 
tung AB  zurück.  In  dieser  featgebaiten  bat  er  von  AF  aua  den 
Wbkel  z  durchlaufen. 

An  sich  betrachtet  ist  die  geeammte  Drehung  dea  Strahl« 

Dieselbe  kann  aber,  da  aie  zwar  um  drei  verschiedene  Punkte^ 
j^och  fortwährend  in  einerlei  Sinn  ror  sich  gin|^,  und  da  der  he- 
wtgiiche  Strahl  achlieMÜch  In  «eine  uraprfinglicbe  Lage  aurack" 
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k^in,  unmuglich  ($.3.  IIJ  Jdeiner  sein/ tbve'me  volle  Umdrehung 
uro  einen  einzigen  Punkt.    Folglich  ist  jedenfalls, ji,- .^..U  •.mKltiii 

1)  .«-f-jf-l-«  sieht  kleiner  als  4i2r  ~   ^•.  \ 

obwohl  man  wegen  Ermangelung  eines  gemeinschafllichen  Schelk 
teis  vorl^ulig  ^.-fjf  +  ^i  ü.^ch  nicjit  •^tffl\,kf^lOf  . 

I..-  Non  ist  ir^^-f t+a-f^^-yr^efi.   WSre  «-f Z^  +  ^y^SMI- 
so  müsste  x-^y  -\-  z  ^XR  sein.    Da  dies  nadul)'  unmöglicli-|||k 
M  iblgt  für  die  Summe  der  Innenwinkel  '  ^«M 

j^T  2)  a-4-/?4*/Dichtgr5sse 

Demnach  bleibt  zu  beweisen  übrig,  dass  a-f/^~hy  auch  nicht 
kleiner  als  ^li  sein  kann.  —  Man  ziehe  die  Verlängerungen  AG 
und  BH  der  Seiten  BA  und  CB  und  denke  sich  einen  Strahl, 
der  seinen  Anfangspunkt  iV  in  A  und  die  nämliche  Richtung  wie 
AG  hat.  Diesen  Strahl  lasse  man  zunächst  den  ^GAF  durch- 
laufen. Sobald  er  in  AF  angelangt  ist,  schiebe  man  ihn  rückwärts 
so,  dass  sein  Anfangspunkt  N  nach  C  kommt,  aber  der  Punkt  A 
in  ihm  bleibt.  Er  6at  dann  die  Richtung  CA^  mithin,  weil  AF 
die  Verlängerung  von  CA  ist,  noch  die  nämliche  wie  AF,  wes- 
halb zur  Drehung  GAF  keine  neue  hinzugekommen  sein  kann. 
Wird  der  Strahl  aus  seiner  jetzigen  Lage-C^F  um  iV  in  C  im 
vorigen  Sinne  weiter  gedreht,  so  langt  er  sogleich  an  den 
zu  beschreiben,  gelangt,  wenn  er  y  durchlief,  in  die  Rich- 
tung der  Seite  CB ,  so  wie  ihrer  Verlängerung  BH,  und  wird, 
in  CH  fortgleitend,  bis  N  auf  B  kommt,  einerlei  mit  BH,  ohne 
dass  zu  den  Drehungen  GAF  und  y  eine  neue  hinzugekommen 
wäre.  Sobald  er  aber  aus  BB  um  iV  in  /?  die  Drehung  im  vo- 
rigen Sinn  fortsetzt,  beginnt  er  den  ^HBD  zu  beschreiben, 
and  langt,  wenn  er  diesen  durchlaufen  hat,  in  BD  an.  Offenbar 
Ist  die  gesaramte  Drehung  des  Strahls  =  ^  GAF-^-y-^-^UBD. 

Da  aber  der  Strahl  aus  der  Richtung  AG  in  die  entgegenge- 
setzte BD  kam,  so  ist  es  unmöglich  (0.3.  1.),  dass  seine  ge- 
sammte  Drehung  kleiner  sei  als  eine  halhe  Umdrehung  um  einen 
einzigen  Pnnkt;  folglich  ist  ^  GAF  •\- y '\-  ^  HBD,  oder  wegeo 
GAF:sza  und  BBD  =  ßi 

3)   a-t-|3 4- 7  nicht  kleiner  als  212. 

Ans  2)  und  3)  geht  schliesslich  hervor: 

«  +  /3  +  y  =  2Ä. 

So  wie  der  erste  Theil  des  vorliegenden  Beweises  an  sich 
nicht  neu  ist,  so  wurde  ich  auf  den  z%veiten  durch  eine  Anmer* 
kung  geführt,  die  Grelle  in  seiner  Uebersetzung  von  Legen» 
dre's  Geometrie  dem  dortigen  Beweise  desselben  Lehrsatzes 
beifügt. 

Die  Verknüpfung  beider  Theile  aber  in  der  obigen  Weise  miJ 
die  Begründung  des  Beweises  durch  die  Axiome  in  §.  3.  dfirflteo 
neu  sein.  Nun  glaube  ich  gerade  durch  diese  Hilfsmittel  dem  B#f 
weise  eine  solche  Schärfe  gegeben  zu  haben,  dass  der  treffenÄH 
Lehrsatz  als  sicheres  Fundament  der  Paralleleotheorie  gebrauch' 
werden  kann.  .'»  ■•m 
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Herro  D9n%i€r 
«B  Kflanack  b«i  Zwidi. 


ScIuHi  seit  lingercr  Ztit  besebSfttgt  mich  dl«  Aufgabe, 

die  Gesetze,  welche  die  Analysis  fBr  reelle  Zahlen  begründet  hat, 

b  Beziehung  aaf  complexe  Zahlen  zu  untersuchen,  nnd  hiebei 
geometrische  Evidenz  in  Euklideischer  Weise  anzustreben.  So 
sehr  ich  es  nun  auch  bedaure,  dass  meine  Arbeiten  in  dieser 
Richtung  mich  erst  bis  zur  Untersuchung  des  Restes  der  Taylor*- 
6chen  Reihe  mit  complexen  Variabein  führten,  ebenso  sehr  Ireue 
ich  mich  der  erlangten  geometrischen  Einsicht  in  die  Analysis  der 
complexen  Zahlen,  deren  Rehaii(]Iiiri.r  in  den  Lehrbüchern  noch 
immer  so  Vieles  zu  wünschen  übrig  lässt.  Der  Gang  dieser  Ar- 
beiten war  folgender:  Vorerst  betrachtete  ich  die  Gesetze  der 
Verbindung  compiexef  Zahlen  durch  Addition,  Multiplikation  und 
£e  Zügehörigen  Inversen  Operationen.  In  Beziehung  auf  diesen 
Absebnitt  will  ich,  da  die  Resultate  bekannt  sind,  die  Entfriefclimg 
4tser  Resultate  aber  allein  schon  den  Raun  einer  AbbandlunK. 
Mert»  nur  Folgendes  mlttheilen; 

1.  Ich  suchte  die  ErklaruDg  der  Addition  und  Multiplikation 
so  zu  geben,  da^s  diese  die  bekannten  Erklärungen  fiir  reelle 
Zahlen  als  besondere  Fälle  enthielten. 

2.  Ich  hielt  es  fOr  nnerlissiieb,  die  Richtigkeit  der  Ansicht 
?on  Gau^s  nachzuweisen,  dass  nämlich,  wenn  die  Bilder  der 
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reellen  Zahlen  in  einer  nnd  derselben  Geraden  gedacht  werden, 
d'ip  Kilder  der  Seitenzahlen  noUiwendig  in  Per^eudikela  aof  dieec 
Gerade  liegen  mfiMen» 

Z,  Es  gelang  mir,  die  Begründung  der  Gesetze  in  diesem 
Abschnitt  nur  sehr  eiuiachen  geometrischeii^  tieirachtungeo  au 
entaebmeo. 

■ 

Nach  Beendigung  dfesee  Abaehnittee  zog  ieli  dmnn  die  Ge- 
setze der  Verbindung  coniplexer  Zahlen  durch  Potenziruug  und 
die  zugehörigen  iti\  4Li80(i  Operationen  in  Ueiracht  und  gelaugte 
hiebet  zu  tolgeudeu  Sätzen: 


1.  Erklärungen. 

1«  Bedeutet  p  irgend  eine  reelle  ZabI»  so  beieiehoe  ieh  mit 
g  den  Quotienten  ana  p  dareb  den  abaoloten  Werth  Ton  p.  lat 

p^Of  80  verstehe  ich  in  diesem  Falle  unter  p  durchaus  nichts 
aiulcres  als  die  absolute  Einheil  ,  j»o  dasM  durch  diese  Annahm© 
das  fß  imiuer  eine  beatiiumte  Üedeutuiig  hat  und  nur  eindeutig  iat. 

m 

2.  Durch  oV",  ab^uluie  Zahl  und  m  eine  positiTe 
oder  negative  ganze  Zahl,  deute  ich  die  absolute  Zahl  an,  die  mit 
MI  potenairt  a  gibt  Diene  Bezeichnung  iat«  wie  die  Folg#  seigea 
itird,  nnr  ein  beaonderer  Fall  einer  allgemeinem  ton  mir  ang^ 
nommenen  Bezeicbnnngaweise. 

3.  Arg(p  +  90*  ^'^  P  9  reell,  bezeichnet  jeden  Bogen, 
dessen  8inus  —  -r  —  — dessen  Cu£»inus  =  >    P  •  ^  ; 

arg(/7-f9/)  aber  stellt  denjenigen  besondern  Werth  von  ArgC^-f^O 
dar,  der  entweder  —7t  ist  oder  zwischen  n  und  — n  liegt.  Das  Bild 
von  arg  +  in  der  Zahfcbcne  i.st  der  Kreisbosrcn .  dessen 
Mittelpunkt  der  Nullpunkt,  der  einerseits  von  der  p  -iti\en  Zahl- 
tinie  und  anderseits  von  dem  (iausis  st  heu  Zaldoi  t  der  (Komplexen 
p  +  begrenzt  ist,  und  der,  wenn  7  =  0  und  p  negativ  Ist,  aal 
derjenigen  Seite  von  der  reellen  Zahilinie  liegt,  wo  sich  die  BUdeff 
der  positiven  Seitenzahlen  befinden.  Mod.  (p  j-qi)  bezeichnet  die 
absolute  Zahl,  die  qnadrirt  +  gibt;  daa  Bild  dieses  Medofam 
In  der  Zabiebene  ist  die  Gerade  aus  dem  Nullpunkt  nach  dem 
Zahlort  von  p 

4.  arc.  sin^,  wo  p  reell  und  p^^l,  bedeutet  den  einz^geo 
Bogen,  dessen  iSinus  =p  und  dessen  absuiuier  Werth  s  n>cbt 
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iJberstelijt ;  arc.cos/j  bezeklinet  den  einxij^en  jt  nicht  ubersteijB^en- 
den  positiven  Bogen,  dessen  Cn?äirms  =p  \  arc.tang/>  und  are.cot^, 
wo  p  reell,  bedeutet  den  Bogen,  desaeo  Tangente  oder  Qotaa- 

gente  ~p  und  dessen  absoluter  Wertb      nicbt  fibersteigt.  Soll 

Joder  Bogen,  dessen  sto.,  cos.,  fang.,  eot  =|f,  mgeelelll  wer- 
taiy  so  «ebreibe  leb  Are.  anstatt  are. 

2.  Lehrsätxe. 

Beaeicbaeo  a  und  b  reelle  Zahlen,  so  ist 

1)  Arg(a  +  60  =  lyit  +  arg(a  +  W), 

wo  y  sowobl  0,  ab  auch  jede  positive  und  Jede  o^flTe  ganie 

n  h 

2)  •Tg(a-|-M)=^l— 5)  2  +  "«•t»ng - 

3)  =6(l-j)2  +  «,rc.rin-^^=^^ 

4)  =6„c.co,-^^|^. 

f. 3b  firkliroagen  und  L^hraitte. 

1.  Mit  £*,  ire  «  ■'S«"^  eotiipiei»  ZaU,  boaaifllni»  kk 
die  Bxpeeeatialraibe 

x^ 

1  +^  +  i;2+l23  +  *  • 

mitbin  nicht  die  Potenz  e*.  die  im  Aligemeinen  vieldeutig  ist.  Da 
djie  Ueihe  für  jeden  angebbaren  complexen  Wertb  von  ic  cou- 
ijKBv^  ^  ^i'ci  ^'  imiaer  »Ine  beatimiiita  angebbare  Complexe  s^m 

4.  /a,  wo  «  eine  reelle  Zahl,  bezeichne  die  einzige  reelJe 
Zahl,  mit  der  e  oder  die  irrationale  Zahl  2,71828....  potenzirt, 
a  gibt. 

|og(p-f^')  aber^  wo  p  jgeoA  q  reell,  beamobnet  Jade  ZaUL  die 
^  Eß  fix  X  gesetat,  dieeeni  Ef  dea  Wertb  p  *f  qi  gibt 

3.  Bezeicbnet  y  die  Null,  so  wie  nach  jede  positive  und  jede 
iiegeliTe  Zabi,  p  und  q  reelle  Zableo,  ao  bat  man  die  Gleiebnag 
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log(/>  +  ^0  =  1  /(p»  +  9«)  +  ['lyn  +  arg  (p  + 
4.   Mit  t\o^(p-{-qi)  bezeichne  ich  den  speciellen  Werth 

r\  Kp^  +  7*)  +  [2r?c  +  arg  (p  +  gi)]i. 
Diese  eindeutige  Grusse  t\og(p-\^gi)  vermag  übrigens,  insofern 
man  noch  für  r  die  Null  und  jede  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  annehmen  kann,  jeden  Werth  von  \og(pi-gi)  aaszadrucken. 

§.4.   Lehrsätze  und  Erklärungen. 

n 

1.  Unter  (p  +  gt)"*,  wo  n  und  m  absolute  ganze  Zahlen,  ver- 
stehe ich  die  Tite  Potenz  jeder  Zahl,  deren  mte  Potenz  p-^-gi  ist. 
Diese  Potenz  ist  daher  im  Allgemeinen  von  dem  keineswegs  gleich- 

m  

bedeutenden  Ausdruck  V  (;i  +  gi)*  w  ohl  zu  unterscheiden.  Die 
Gleichung 

1 

stellt  die  Erklärung  der  Potenzirung  irgend  einer  Zahl  mit  einem 
negativen  Bruche  dar«     .•.,    .<     ^  .i  .4 

Den  Quotienten  aus  einer  eindeutigen  Potenz,  und,  fvenn  die 
Potenz  vieldeutig  ist,  aus  irgend  einem  bestimmten  besondem 
Werthe  einer  Potenz  durch  sich  selbst  werde  ich  auch  durch  die 
Ote  Potenz  desselben  Dignanden  ausdrucken ,  so  dass  (p  -|-  gif* 
stets  eindeutig  genommen  ist,  und  wenn  p^gi  nicht  0,  die  Ein- 
heit bedeutet  Der  Fall,  da  auch  p-^gi  =  0,  mnss  in  der  Rech- 
nung stets  besonders  untersucht  werden. 

2.  Bezeichnen  wieder  p,  g  nnd  6  positive  oder  negative  reeUe 
Zahlen,  y  eine  unendlich  vieldeutige  Zahl,  welche  0,  sowie  auch 
jede  positive  und  jede  negative  ganze  Zahf  zu  ihren  Werthen 
hat,  endlich  n  und  m  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren 
absolute  Werthe  zu  einander  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  die 
Gleichung 

II  n 
=  E  •  |co8[^[2y»  +ikre(p+qi)]]  +  siD[^(2y«+arg(p+^)]t 

na 


Digitized  by  Google 


Den%Ur:  Eia  ßeiirag  %ur  AmlpUt  der  compitxeH  ZMul  373 


eine  volfkominene ,  d.h.  eine  solche,  in  welcher  die  Wertbe  von 
irgend  einem  der  vier  Theile  auch  zugleich  die  Werthe  von  jedem 
der  fibrigen  Theile  sind;  uod  jeder  dieser  vier  Theile  bat  üicht 
nebr  and  oicbt  weniger  aU  m  yerschiedene  Werthe* 

In  Beziehung  auf  den  lic^vois  dicKe^  Lehrsatzes  nur  folgende 

Andeutungen:  Wer  sich  den  Zahlort  von  p\qi,  lerner  die  Beden- 

I 

mg  Ten  {p  -f  qiy^j  wo  m  vorerst  positiv  sein  soll  und  die  Er> 
klSrun^  von  der  Multiplikation  klar  denkt,  der  wird  gewiss  sogleich 
fmdeti,  dass  die  Zatilurte  vuti  m  verschiedenen  Werth^'n  der  Po- 

teils  (p-f^O"*  >n  eioem  and  denieelben  KreianmfaDg  Hegen»  der 
fai  der  2abtebeiie  oin  den  Nullpunkt  als  Mltld{KiBkt  beacb rieben 
lat  and  deaeen  Radius 

•      tu  1 

wii  f  die,  die  absolute  Einheit  in  der  Zahlehene  vorstellende  Ge- 
rade iat;  und  da«£i  die  Argumente  dieaer  Zahlorte  folgende  «ind: 

>yg(/^f         2?» 4- arg (;> -f         2.23g-f  arg(|i -j- y) 

— '    '  B  '      »    i  •••• 

III  nt  tu 


l)»-|-arg(p-i-yt) 


Ferner  käme  man  bei  der  Annahme,  die  Zahl  der  verschiedenen 

Wertbe  von  (pi-gi)'^  aei  grosser  ata  m,  sehr  leldit  aaf  den 
SeUaaa,  dass  es  entiveder  verschiedene  Bogen  gSbe,  die  ffimal 
genommen  arii(p-\-gi)  ausmachten,  oder  dann  ein  Bogen  existirte, 
der  mit  m  niultiplizirt  c'iua  solche  ganze  Anzahl  von  ganzen  Peri- 
|>herieen  i^ähe.  die  zwischen  zwei  nur  um  eine  Einheit  verschiedenen 
ganzen  Zaftlen  läge.  Von  jetzt  an  könnte  der  Beweis  mit  Zu- 
tiebutJL:  eines  bekannten  iSatzes  aua  der  Theorie  der  Primzahlen 
kicht  vervolUtändigt  werden.  • 

Fflr  den  Fall,  da  fii=:l,  bat  der  Bewela  gar  keine  Sebwie- 
>^eit«n» 


fi.  5,   Erklärungen  und  Lehraätae* 

I.  Bezeichnen  a,  ß,  p  und  y  reelle  Zahlen,  «o  nehmen  wir 
ii&ch  dem  Vorgange  Ohm 's  für  den  Fall,  dass  §  nicht  die 
Gleichung 
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r: 


BHtr^g  vftr  Anatpsfs  der  töjnpKren  Zahlen. 


die  dann  ^  n  /3=0,  entweder  die  bereits  gegebene  Erklärung 
von  {p-{-\  der  dann  den  Lehrsatz  in  §.  4.  ausdruckt,  als  Dar- 
stellung der  ülrklärung  von  der  Potenzirung  irgend  einer  Zahl 
einer  €omp|exen  an. 

II.    Den  speciellen  Werth  E^'^^ß^^x^f^^  von 

beieic^e^  ^«nit  r(/^ -f- 90"^^^  welcher  Ausdruck  offenbar  noch 

jeden  d  Werthe  von  {p  4~  9<)"^<^'  vorsteiien  kann. 

III?  |i  arg(/? -f-^i*)  =  (3p,  Mod.(;?  +  9/)  =  //i,  und  y  eine  ui 
eiidlich  viitldeutige  Zahl  bezeichnet,  die  0  und  jede  positive, 
iMvrie  auch  jede  negative  ganze  Zahl  /.u  ihren  Werthen  hat,  so  ist 
die  Gleichung 

=  jBaini-^(«y;r+^p)  [  cos  [ßlm  +  «(^yjT  +  9)]  -f  i  sin  [ßlm  +  aClyn  +  9)]  ] 
eine  vollkommene,  und  ebenso  die  Gleichung 


2) 


1 


woraus  aber  nicht  geschlossen  werden  darf,  dass 

sei,  da  diese  Gleichung  offenbar  eine  unvollkommene  wäre.  Üebri- 
gens  erkennt  man  schon  bei  dem  einfachen  Produkt 


U.A-l  oder 


4k 

4i' 


<la88  dieses  nicht  l>los8  den  Werth  1 ,  sondern  auch  den  Werth 
--l  bat. 

« 

IV.   SämmtHche  Werthe  der  Potenz     +  werden  auch 

erhalten,  wenn  man  irgend  einen  speziellen  Werth  von  {p\-^i)'^^^^^ 

II-. 
1.1 


s.  B.  f{p+^*;*+>^',  mit  »Hen  Werthen  von 
niuitipliiirt,  und  es  ist  daher 
eine  vollkonnnene  Gleichung,  da  offenbar 
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üleM  letstere  Gleiebuog  findet  aber  wicli  nach  Weglaaaung  des 
T  statt«  mid  ea  ist  daber  aoeb 

2)  (p  +  ^)«+/^« 

» 

ö.  Lehrsatz. 

Entwickelt  man  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  die  Futenz 
W\{p  \-qi)Y^?^y  9o  drückt  die  dadorcfa  erhülteue  Uei^^  iji  ^en 
Fällen  ihrer  Coovergeoz  den  apeyielleo  Werth 

o(l  \p  \  90«+^'  von  (1  +p  f  90«+^ 

leb  habe  den  Befrei«  iBeeae  iiebraatee  wiederholt  eod  so 
geaao  mit  Rilcfcaicht  auf  jede  Elnielobeit  geprifft,  daas  Ich  io  der 
Tbat  nicht  eioaeben  kann,  was  Ohm  in  aelnem  „Geiat  der 
matbeni.  Analyaia.  1842.  p.  143.^'  in  folgendem  Satze  behanp- 
fet:  „die  binomische  ^eihe  drGckt  natflriich  nur  einen  der  Wertbe 
ton  (1  4-  4-  ffiy^^P^  «us ,  al>er  man  mflaate  erat  in  jedem  Falle 
noch  untersuchen,  welcher  der  Wertbe  es  Ist,  and  man  darf  daher 
nicht  so  geradezu  behaupten,  dass  man  den  einfachsten  Werth 
dieser  Potenz  habe.  Wenn  aber  <yz=,/J  =  0,  dann  ist  Cs  l^einem 
Zv^eifel  uiitenvorfen ,  dass  der  Werth  dieser  Binomialreihe  der 
einfachste  (nämlich  der  reelle)  Werth  von  (l-f^/>)«  ist."  Erscheint 
hieraus  die  Ansictit  von  Ohm  hervorzugehen,  dass,  ivenn  if  und 
^  nicht  Nullen  sind,  die  binomische  Reihe  nicht  immer  den  Werth 
-fp 7*)""* »  oder  nach  seiner  Terminoloi^ie  den  einfachsten 
Werth  gebe,  was  nach  meinen  Untersuchungen,  deren  Mittheilung 

jatot  an  vm&I  Bmm  for^^mi  vmrde,  iioricjitig  wäre. 

« 

{•  7.   Erklärungen  und  Lehrs&tse. 

I.    Irgend  eine  Zahl  p-^  qi,  sei  sie  reell  oder  coraplex,  mit 

•iner  zweiten  Zahl  a  +  fii  derselben  Art   depotenziren,  heisst 
«iie  Zahlen  !>estimnien,  die,  njit  der  zweiten  potenzirt,  Werthe 
R*l>en,  von  welchen  einer  mit  der  ersten  jener  zwei  Zahlen  coincidirt. 

Uii»  Jin»  iÜigemßuiexk  MnciadUeb  viplileuti|;e  ^rgeboiss  .djifeser  De- 
potenzirung  J[>ezeicjine  leb  niit  V^/?  -|-  gi. 

H.  liebr^atz.  Jiezf^ioiiii^  p  und  f/,  a  und  ^  reelle  Zahlen« 
y  die  uoendlicb  vieldeutige  Zahl,  die  0  und  jede  posi^iiM»  oder 
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negative  ganze  Zahl  za  ihren  Werthen  hat,  ist  endlich  9)=arg(/7-|-9i) 
und  m=Mod.(p-f'90>      hat  man  folgende  volikoromene  Gleichung: 


I 


d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  zwei  ersten  Theile  dieser  Gleichung: 
Jede  complexe  Zahl,  deren  (a-{-ßi)te  Potenz  p-\-gi  zu  einem 

^irthe  hat,  ist  unter  den  Wertben  von  (p-^-tfi)"^!*^  enthalten,  and 
^    er  Werth  von  (p  +  qt)^^  ist  eine  Zahl ,  deren  (a  +  j?Ote  Po-  | 
tenz  p-\-gi  zu  einem  Werthe  hat.  1 

Aus  1)  darf  man  aber  nicht  scbliessen,  dass  1 

1  1 

■ 

welche  Gleichung  möglichst  unvollkommen  wäre.  | 
Ferner  ist  auch  folgende  Gleichung  eine  vollkommene:  j 

V(p+yi).l«+fc(p  +90»+/*«,  j 

und  aas  dieser  kann  man  jetzt  auf  die  vollkommene  Gleichungj 

schliessen :  -  -   ^ 

1 

3)  (p  +  qi) .        =  [(p  + 

III.   Den  speziellen  Werth  r(p  +  von  Vp  +  yi  stellen 

wir  durch  tV^ p-\-ffi  welcher  Ausdruck  offenbar  nach  jeden 
Werth  jenes  Radikals  vorzustellen  geeignet  Ist 

Nach  dieser  Bezeichnung  ist 


oV4=    V4=-^  ^,V4=2. 


{•8.  Erklärungen  und  Lehrsätze. 

•  I.  - 

1)  Irgend  eine  Zahl  Pi-f  9i<  durch  eine  zweite  p-k-gi  lo* 
garithmireo  heisst,  jede  Zahl  bestimmen,  mit  welcher  p-i-gi  po*. 
tenzirt  eine  Potenz  gibt,   die  pi  -j-  gii  zu  einem  Werthe  halL 

Das  Ergebniss  der  Logarithmation  wird  durch  log(j9|-f^|Q  |^ 
zeichnet.  ,  ..jitH 
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ilt  «iBe  vollkommene.  Hieraos  aber  folgt  keineswegs,  daee  auch 

eioe  Tollkemmeiie  CSMcbang  iet»  ebaelwa  /^-f-^  mit  jedem  Werthe 
▼<Ni  *^5g^^  !f       potemirt,  eiae  Poteaa  eraeegt.  aeler  deten 

W  erlheu  sieb  auch         q^i  belindct.   üiugegeu  lat  die  Gleichung 

fiaa  Tollkommeoe. 

3)  Den  Quotienten  beieicbne  ich  mit 

Iog(j»i+ViO. 

flo  daaa  dieeer  Aoadnick  jede  Zahl  daralettl»  mit  welcher  p-hft 
pateasirt  Immer  pi  -|-9|t  gib^  inaofern  bei  dieeer  Peteealnmg 
aar  derfeelge  apeuella  Weftb  herane  gehebea  wird»  der 
hdei  r  der  Poieaa  aagehM. 

4)  Die  eieichneg 


nlog(i>H9iO  =  -Si^^;)- 

»teilt  die  Eridärung  des  erbten  TheiU  dersieiiiea  dar.    Diese  ein- 

deatige  Grunse  r|lo^(pi  -f^iO,  welche  flbrigens,  so  lansre  för  t 
und  t|  nicht  iiebtimuite  Zahlen  gesetzt  sind,  noch  jeden  Werlb 


^  iog(p|-|'9|t)  aaasiidrOcken  vermafr«  bt  offenbar  dae»  womit 
ji-f  fl  peteniArIp  PI  gibt»  wenn  nimlieb  t  der  Indei  dea  Br- 
geMaees  jeuer  Potensirang  lat,  d.  b«  man  bat: 

8)  Wenden  wbr  dieae  Erkliniagen  nad  Lebrailae  anf  .die 
LegaiHbmen  mit  der  Baale  e  oder  3,718ttL...  aa,  ae  gelangen  wir 


1   ;    *'  •  • 


 l+(Am)«  +  ^  


0)  Wb 

gigen  CMMÜBUiiMi  1«^  öri       frlfctr  iMtaeMlto 

Unbestimmten  abhängende  legCp  -|-      nicfit  jede«  Wertli  vwetellU 

mit  fJem  «  fK^tenzirt  ei^e  Potenjs  -erseugt;   niiter  dii'ren  WertfiOF^  ^. 
sifh  p-^qi  iH'lmdrt;    \^  i«'  (lit\'v.s  lilirisT'PR?'  ^nicli  leichi  *üii<tHi  au* 
iieiu  Umstände  erhellet,  i\'änH        t^bet»  nitfii  sondern,  wem 

X  eindeutig»  lediglich  nur  den  einzigen  WiBdUi  vea 


den  die  Ex(>onential reibe  1  -|~  ^  +       +  — •  gibt  ^  i«t  2.  B.  — ^gV 

oder  "-001  ein  Werth  v«o  el»  mlthio  4       beeemlmr  Wi 
des  Logarithrnmi  fmi  In  Beitohiiog  Mf  die  Basle  «. 

4  Int  nicht  ein  Werth  von  log— oV'e  oder  von  4  +  1)^'» 

m 

eher  ein  Werth  von  leg<»oV«»       iot  ntalich 


9.  Lehrsfttse. 

Die  Be^findung  der  in  den  folgenden  Paragraphen  ini 
nen  Resultate  meiner  Arbciteu         Vilich  zwei  8ätze  tinden»  di^JM^ 
Ich  hier  eilen  am  des  Folgenden  willen  mlttheile: 

i>    üeEeieheen         c,  d^*»  cindetitige  {Misilive  aefativ«' 
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4  äm  jwi  Iill  «Iber  1, 4Ui  m  ^öaüM  ^MtiiMwlMMM« 

y»  Ti»  >'2^  ra— i**'«  derseUien  eine  «mendtidi  i4«4de«ifi^  ZaM, 
die  ausstr  der  Null  jede  positive  uod  jede  oegative  ^mnxe  Zabl 
zu  ihren  Wertbea  bat: 

M  \§\  der  Quotient 

f 

eine  Summe  aus  zwei  ^romanden,  von  welchen  der  eine  unend- 
lich vieldeutig,  aber  immer  eine  positive  oder  negative  j»aiize 
Zahl  oder  0  ist,  der  /weite  Summand  aber  nur  «deut^  ist,  un^ 
fol^esde  e  Wertbe  enthält; 

•     t     «    3  t-l 

r*  7'  7'  7--~' 

tt)  Beiekkieft  m  eim  |miti?a  gani«  Zsfal; 

6  «ioe^  iid«iitig6  ZabI  reelle  Zahl  mit  de«  Wertben  bi,  b%, 

y  einf  ntieudlicb  vieldeotige  Zahlj  die  0  und  jede  ^Mtsitive 
oder  negative  ganse  Zahl  su  ihren  Wertben  hat: 

ae  itl  die  Eipooeatialrcilie 

(o^) deutig,  wo  g  eine  positive  n  nicht  filierateigende  gauste  Zaiil 
iNoeichoet. 

s.  la 

^nn  UNM  M  der  Rechnmig  irti  aneedlick  «Mdeatigeo 
Meaen  etete  *««flllceiiiaieiie  Gieicbmigen  aiMtrcA*,  vie  eidi  diese 

nr  Erzielaeg  riebtiger  Reeeltate  oft  durebaoe  nicht  vermeiden 


*)  E  Ist  immer  vohl  an  aoteracheidcB  voo  der  Polens 

<tH)e«< , 

tts  ia  dleseai  Fall«  oBcoJIieb  Tieldeotig  war«. 
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Ein  Beilrag  zur  Analysis  der  complexen  Zahlen. 


I  »  wird  man  bald  finden,  welche  grosse  Vorsicht  die  Rech- 
ung verlangt,  und  wie  unendlich  verschieden  diese  von  der  Rech- 
nung mit  eindeutigen  Grossen  ist.  Bezeichnen  z.  ü.  /  und  /| 
vieldeutige,  hingegen  c  und  e|  eindeutige  Grossen,  so  darf  mau 

oflfenbar  für  y — y  nicht  0,  fiir  2y — y  nicht  y,   für  -  nicht  1, 

^  nicht  \  u.  8.  r.  setzen ;  man  darf  ferner  aus  der  vollkommenen 
Gleichung 


y  +  £  =  yi  nicht  auf  e  =  yi  —  y. 


—yi 


c  =  yyi  u.  s.  f. 


schliessen. 


Dieser  Umstand  brachte  mich  auf  den  Gedanken,  die  Rech« 
nung  mit  vieldeutigen  Grossen  auf  eine  solche  mit  eindeutigen  zu 
reduziren.  Die  Realisirung  dieses  Gedankens  führte  mich  dann 
zur  Beantwortung  der  Frage:  Wenn  man  irgend  eine  vollkommene 
Gleichung  zwischen  vieldeutigen  Grössen  hat,  z.B. 

Are.  cos (p  +  ^0  +  Are. cos {jj^  -f-  q^x) 

=  Are. cos  [(p  +  qi)  {p^  f  ^^i)  -        - (jt;  +  ^0*]  [l - (Pi  +  qi 0*1", 

wie  lässt  sich  dann  jeder  spezielle  Werth  des  einen  Theils  der 
Gleichung  mit  der  nOthigen  Bestimmtheit  herausheben,  und  wie 
kann  der  herausgehobene  W^erth  dem  andern  Theile  der  Gleichung 
entnommen  werden?  Solche  Gleichungen,  welche  die  vollständige 
Antwort  auf  diese  Frage  geben,  will  ich  gesonderte  Gleicbungeo 
heissen. 


{.  11.  Lehrsfitze. 

I.  Bezeichnen  p,  g,  tt  und  ß  reelle  Zahlen  überhaupt,  hin- 
gegen T  und  T|  nur  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  0  nicht 
ausgeschlossen,  so  hat  man  die  gesonderte  Gleichung:  ,  « 

1)  f(p  +  ^0«+i^'.  r,(P  +  70«'+^»'=  j(p  +  ^0"+^'+« +^''.  r-r.  1«+^'/' 

2)  t(p  +  = r(p  +  giy^ßf .  t(p  +  qiY^W.       ,  ^, 
Die  Gleichung  l)  zeigte  dass  jeder  Werth  von  •  -«j^ 

EOgleich  ein  Werth  von 


.  •  ."ff.  K 
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(I» +f<)^^*' W .  l»*^ ; 

ani  omgekekrt,  jeder  Werth  des  letiteni  AosdnickM  wglricli  «Ni 
Werth  TOfli  ereton  ist,  «renae  utirlkh  felgt,  dete 

eioe  votlkommeoe  GleichoDg  Ut  Obechon  nan  I)  eine  Gleichung 
nviechen  eindeutigen  Gtfleeee  iel,  ao  lehrt  sie  doch  daeeelhe^ 
wae  die  Gleichiiiig  3)  swiecheo  unendSeh  vleldeotigeo  GrOeeea; 
aber  wiBeerdeBi  seigt  sie,  wie  die  Werthe  dee  emteo  Theüe  rüm 
9  BMt  BeetianDtheit  geeeodert  werden  kODoen»  und  wie  jeder 
Werth  dee^eretee  Theib  Ten  3)  den  sweiteft  Thell  dereeihen  eel- 
MflUM  werdeo  kann.  Fereer  kann  man  aaf  1)  alle  üarfennang» 
geielM  für  elndentige  GrCeaen  aaweaden,  während  dieaa  hei  3) 
licht  MigBch  iat.  Leichte  Felgemngen  ven  1)  elod  die  Gteichaogeo: 

und  bierautf  wieder  die  Fuilkoniuieoe  Gletchuog: 

Anstatt  der  Gleichungen  3)  und  8)  gibt  Ohm  iu  seinem 
System  der  Maiii.  Vlil.  y,b,  iuigeude: 

deren  Kichtigiceit  aber  nicht  aufi^ehoben  wM,  wenn  man  von  den 
aael  aaeadilch  ? ieideutigea  Zahien  ^  und     deren  Warthe  0  nnd 


.  j  I.  d  by  Google 


r:   Ein  Beilrng  ttir  Analviis  äer  comptexen  Zahlen, 


jede  po  oder  negative  ganze  Zahl  sind,  irgend  eine  derselben 
— '0  sekxr:^  rodurch  die  Formeln  in  die  von   mir  berechneten 


IL  lehnet  a  eine  complexe  Zahl; 

n 

n  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolate 
id  qi  relative  Prinizahlon  sind;  * 

positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  abf^olute 
«1  «]  relative  Primzahlen  sind; 

prussten  gemeinschaftlichen  Faktor  für  qi  and  «i; 

eben  Faktor  fär  die  absoluten 


ist 


e  2       der  verschiedenen  Werthe  von 


-  >^  - 


2)  Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 

W. 

3)  Die  Zahl  der  den  Ausdrücken 

af  ^  o«    und  • 


gemeinsamen  Werthe  ist 


_  91*1 


P  ^  ^  P  -  ' 


f  ••• 


4)  Es  ist  nur  dann 

•  r 

wenn  t^ssl;  wenn  demnach  der  grHsste  gemeinschaftliche  1 
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BtM%ler:  Ein  &eiirag  mr  dMOißHi  der  ctmpUxeu  ZakittL  'Jj^i 
von       ttmf  «,  gleich  demjenigto  <l«r  absoluteo  Werthe  von 

El»  ist  wohl  kaum  Dotliwendie  lo  bemerken ,  daee  hier  en^ 

freder  darchgebends  nur  die  oberen .  Operationszeichen ,  oder  nor 
die  unteren  zu  nehmen  sind. - 

Anmerkung.  O h m  behauptet  in  seinem  ,, Geist  der  math. 
Analyäis  1842.  die  Gleichung  in  4)  hidiirre  dann  »«chon 

einer  Correction,  wenn  r  nicht  l  ist.  Diess  ii^t  nacli  den  obigen 
Behauptungen  unrichtig,  wie  übrigens  schon  die  Gleichung 

aeigt»  die  ohoe  Correction  elo«  rMnwmmm  i«t 

§.  12.  Lehrsätze. 

L  Wenn  fi  die  Bedcutunc  der  0,  oder  einer  positiven  oder 
negativen  ganzen  Zahl  hat  und  zugieich  so  bestimmt  wird,  dass 

att  einem  BegM  witd»  4et  entweder  &3ik  iat  9dm  awlscben  n  und 
liegt»  ipeaii  alM 

so  ist 

8pfttere  Onteraucbtingen  zvrangen  mieh,  Gleiehongen  von  der 
Besehafenbeit  der  1)  anfsalOaen.  Man  findet  bloas  ana  der  Vor- 
stallung  von  vg(p  4  qi)  und  uxf^ipi  *f  fiO  Zablebeno,  daM 

in  jedem  Falle: 

3) 

II.  Wenn  f  eine  positive  oder  negative  Zahl  oder  0^  ond 
1)     %pK  -f  arg(p  4  90  — «rg(fH  +  9!i0    («     «w. »  n.  —  ») , 
»o  ist 
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^^^n  Beitrag  %ur  Aualysis  der  complexen  Zahle 

y=— Tö(2— pgi) 


T 


+  (1  +  -     V  -  pVi")*]  (1  -  ^)  I 


£i)[(7--Äi)0-p)~(u-9*-oa+£)]- 


.  den  <"'-r'^  ' 

mittelbar  c.^  vollkoiuus^..w.. 


und  II.  2)  ergeben  sich  un- 
gen: 


2) 


Anmerkung.   0'  lem  „Geist  der  mathem.  m 

Analysis  1842.  pag.  '.Dehnung  mit  den  einfachstes  ^ 

Werthen  der  Potenzen  (d.  fiTTlSl      meiner  eingeführten  Bezeicb-  äk 
nang  solchen  Potenzen,  deren  index  =0  ist)  die  Gleichungen 
aufgestellt:  M«i 


a*.6*  =  (a.6)*  and 


Diese  beiden  Gleichungen  sind  nach  den  LehrsStzen  I.  und  IL 
im  Allgemeinen  unrichtig,  was  übrigens  schon  aus  folgendem 
Beispiel  erhellet:   Es  ist 

o(-l)*  =  +  i   und   o(+l)*  =  +  J. 
Es  rofisste  also  nach  der  ersten  jener  zwei  Gleichungen  « 

o(-l)*.o(-l)*. 

oder*  '  \^ 

.•*=o[(-l)(-I)]J  =  +  l 
und  nach  der  zweiten 


1.  1  ^ 


sein.    Die  Lehrsätze  I.  und  II.  geben  fiir  diesen  Tallr' 
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wie  es  selo  eoU« 


Die  beiUeo  Ohm'scben  Gleichungen- sind  in  dem  Falle,  da  x 
eine  positive  oder  negative  ganze  Zalil  oder  0  ist,  stete  richtig» 
in  jedem  amdetn  Falle  aber  dorehnne  nnr  dann  znlfissig,  trenn  ftr 
die  erste  arg.  a  4  arg.  6  entweder  =  n  oder  dann  swiecben  9f  und 
—  n  liegt,  und  in  Beziehung  auf  die  aweite  Gleichung  arge — argft 
ebenfalle  ein  eolcher  Bogen  Ist«  wie  ans  L  und  U.  eogleieh  Idat 
wird. 

§.13.  Lehrsätze. 

1.  Wenn 

m=Mofiip -jt  qQ   und  9)=arg»(|>*|*,90* 
wenn  femer  f  reell,  aber  nieht  gehrocben.  and  aaglei«^ 
1)  2pt'^  ßim-i-a(2im-^^)s=(n  od.  xw.  n  u.  -^fi); 

Ao  hat  man  die  gesonderte  Gieicbang: 

■  * 

woraus  sich  sogleich  die  FoUkonimene  Gieichungt 
ergibt 

IL.  Bezeichnet  a  irgend  eine  compleie  Zahl;  . 

p  und  f/  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolute 
Werthe  pi  und  r/,  relative  Primzahlen  sind; 

r  und  i  positive  oder  negative  ganze  Zahlen»  deren  absolute 
"Wertlie  Ti  und  Mi  relatire  Priaizablen  sind; 

m  den  grSasten  gemeinschafllicben  Faktor  filr  r|  nad  ; 

mmi  den  grössten  gemeinschaftllcben  Fakter  f0r  piT^  and 
gg$i,  mitbin  mt  denjenigen  für      und  tg ; 

so  bat  man  folgende  Beslebtingen: 

1}  .Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 
Tli«U  XXYIIL  911 
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2)  Di«  Zahl  der  verscbiedenen  Wertbe  fon 

3)  Die  Zahi  der  den  beiden  Potensen 

(äi)*    und    av  gemeinsamen  Werthe  ist  =  ~^  * 

4)  Es  ist  nur  dann 

(a9)«  =  a9» 

wenn  th^  =  1 ;  wenn  mithin  die  absoluten  Werthe  Ton  p  und  i 
relative  Primzahlen  sind. 

Anmerkung.  Ohm  behauptet  in  seinem  „Geist  der  matb. 
Anal.  pag.  122",  wenn  wir  unsere  Zeichen  gebrauchen,  dasa 

o[o(p  +  yO«"»-/'']-i+i5*'=o(p  + 

Diess  ist  im  Allgemeinen  nach  dem  Lehrsatze  I.  unrichtig,  was 
übrigens  auch  schon  folgendes  Beispiel  zeigt: 

Es  ist 

(-1)^=1,  ol*  =  l,  (-1)»=-1; 

mithin  wäre  nach  der  Ohm'schen  Gleichung  ^  ' 

o[(~l)»]*   oder   l=o(-l)*-*  =  -li^  " 

Der  Lehrsata  I.  giebt  in  diesem  Falle  y=: — 1,  und  mithin  die 
Gleichung 

o[(-l)']»  =  (-l)«*-il»=l- 

Die  Ohm'sche  Gleichung  Yä^  durchaus  nur  daü^U^  rt^^flg, 
wenn  ßlr  y  aus  der  Gleichung  .  , 

^yn-\-ßlm-[' a(p=.(n  oder  zwischen  n  und  — n) 

der  Werth  0,  oder,  wenn  i?i=0,  ein  solcher  Werth  för  y  gezogen 
wird,  der,  mit  multiplicirt,  eine  positive  oder  negative  gaoitf 
Zahl  oder  0  als  Product  erzeugt,  welch*  letzterer  Fall  z.  B.  Immer 
eintritt,  wenn      nicht  gebrochen,  und  eben  /?i=:0  ist. 

Ohm  sagt  in  derselben  Schrift  pag.  134:  ,»Die  Gleichung 


beModm  PiOeD,  tn  deoeo  drefirScbe  -  und  -  in  deo  kiein- 

n  y 

steo  Zahlen  aosgedrfickt  aind,  und  zu  gleicher  Zeit  m  und 
gleichen  »  und     keineo  geneiiisciiAliUicben  Theiler  mehr  h«b«»,«< 
Hierüber  mucbten         nur  bemerken,  diM  c»  in  di«Mr  Fn^ 
nach  11.  4)  nicht  auf  die  Beecbaffenhelt  Ton  ii  aod  m  M*Ht~t, 
So  «lud 

(aO<=a  und  («t)i=:a« 

f  illkomBMne  Gleldinngen,  obcchon  liier  ii  md  |i  dm  gemeiiisdiaft- 
Moi  TMIer  3  oder  8  habtn. 

L  Wem 

ai=s||«d(p4-^?  und  9  =  arg(p  +  90. 
wm»  fm«r     «od  f  teall«  aber  aMt  gubi^che»,  and 

%k»+A'«»  +  «i(2»»  +  9)  =  (»  oder  zwiselMB  »  und  — »), 
S)f»•^/Ub•|-«(9r»-f-9)s=;(«  oder  swinehea«  nnd  — ;t); 
■0  bat  man  die  geaoodeite  Glelebnngs 

«d  biemne  die  vollkommene  Gleicbnag: 

0)  Beaeiebnel  «  eine  eenpleze  ZabI; 

p  und  q  positive  oder  negative  ganie  Zablen,  deren  abaelite 
Wertbe  px  eed  ^x  relative  Prbniablen  etnd ; 

r  und  i  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  ahnolnte 
Wertbe      und  i]  relative  Primzahlen  sind; 

m  den  grSaeten  genelnediafllieben  Factor  für  q^  und  ; 

«t  den  grUaaten  gemeinach af tlkhen  Factor  fSr  h  \ 
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wo  mitbio  m  und  m|  relative  Primzahlen  sind,  und  mm|  der  grusste 
gemeinschaftliche  Factor  für  piTi  und  9,«}  ist;  so  Gndet  Folgep- 
dcs  Statt: 

l)   Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 


und  die  von 


(cfl)'  ist  =  ^ 


^ai)  i  ist  = 


2)   Die  Zahl  der  den  beiden  Potenzen 


er  tu 

(ai)»  und  (a*)' 


geroeinsamen  Werthe  ist 


mnii 


3)    Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  sowohl  von 


als  auch  von 


p  r  p 

(a^)  • .  ' 


(a»)9 .  !•  ist=  ^jf,.  . 


4)  Es  ist  nur  dann 


Ii  :? 

(a»)  •  =  (a*)  7  > 


.1. 


wenn  m  =  mj,  mitjiin  m=mi  =  J,  wenn  also  nicht  bloss  und  rp^ 
sondern  auch  pi  und  «|  relative  Primzahlen  sind. 

5)  Es,  ist  nur  dann     ,  .  . 

p  r  r  r     r  ^  ■ 

(af)«  =  (a-)9.1"      ■  i-.'.v)T 

wenn  m=:  1. 

6)  Wenn  m  >  1 ,  so  gibt  es  keine  Potenz,  mit  der  («•)?  molti* 

plicirt  ein  mit  (a?)«  gleichbedeutendes  Product  gäbe.  ' 

7)  Eis  ist  in  jedem  Falle: 


p  r     (  rpr 


$.15.  Aufgabe. 

Die  Gleichnng 

nach  e»  fi  ond     io  gaoseo  Zilklen  aofinilSMii* 

Aufl&auDg. 

Man  ISse  die  Gleicbuogeo 
^  2fftiK<|-2ai9r=(3r  oder  swieclien  si  und  — 

^      3fii9K-|-/^^'l*^2rs'ft'9)=(^  oder  iiriscfaen  n  n.  — 

4)  2(1*^  f  ^4  +  ^.  -f-  a£>.T  -f  p/r  -J-  a(2yji  +  9)  =  (jt  od.  zw.  nu.  —  »), 

5)  /J«6+ A(«i  +  f«o)+ («iß  +  «A)t=  -  Af»  > 

6)  «<o + »1  («I  +  IH>)  +  (««1 — ßßx)i = — «I  ^—  e 

wo  r=Mod.(/j  +  70  und  9=arg.(/> -f- 9t),  nach  f»,  m,  ftQ,  t,  ei, 
und  0  in  f^anzeo  Zahlen  auf.    Die  Auflonungen  dieser  Gleicbuogeo 
siud  liauti  die  Auriüduugeu  der  gegciieneit  Gltiicliuug  uud  uuigekdltt. 

Setit  man  s.  B.  in  die  gegebene  Gieichang 

p=3,  y=4,  a=i,  «i=l,  A=:«,  y=2, 

dann  6  lir  ei,  9U  flir  t  und  —  E|>»  ee  bat  man  eine  identieche 

Gleichung. 

Die  Aufgabe  lunn  in  Allgemeinen  nur  dann  gelSel  weiden» 
wenn  p»  et«  ßt  «1 «  A  It  bestioiniten  Zahlen  gegeben 
aind»  dagegen  kSnnen  yi  und  beliebig  gegeben  sein,  und  ea 
sind  ^n  y,  ond  /o       Zahlen  t,  ti  und  1^  gana  «labUngig. 

Die  Auflüüung  dieser  Aufgabe  involftrt  mehrere  intcreeeania 
Lehraitse  als  Speaialit&ten. 

%.  lt>.  Aufgaben. 

L  DIaGlekbang 

uach  p-fv^»  und  die  Uieicbuog 


Mdi  p-K^  und  t  infknlGMii, 

Die  GlekhiiDg  L  wird  mir  dino  idealitell» 

Mtlt 

Bezeichnet  ö  irgend  eine  positive  eder  negative 
eder  0»  eo  wird  die  Gleicliiiiig  3)  nar  dann  Ideetieebt  wenn 


nnd 

6)  r 

eelit»  wo  f  aus  fe^nder  Gleichung  sn  tiehen  ist: 

d)        2^31    arg.(|^  -f  ^^i)  +  ^^^=(n;  od.  xw.  si.  u.  —  , 
viorsue  ohne  SchwierigiEeit  folgt»  daes: 

7)  Mod.(p  4-  91*)  Mod.  (/^i  +  q^i) , 

S)  arg. Qu +  90= arg- ^lO  >  ^a^^a  +  2(^4— t)», 

wennnämiicli  r.  oder,  wenn  man  z  —t^^  aDDähiae,  die  a  liestimnit 
wird,  dasa  der  zweite  TheU  der  Gleichung  8)  za  einem  Bogeo 
wird,  der  entweder  ssn  ist,  oder  dann  swischen  n  und—»  liegt. 

Man  bat  z.B.  ioigende  ideotiacbe  Gleichungen: 
„[13,l72(cus|^7i  +  i8iDj^;i:)]i+a*=ii[2(cosg7r  +  isin^;i)]H3i, 

5[7(co8j  n  +  fain  j  7r)]l  =  4(— 7)1. 

II.  Bezeichnen  u  und  ß,  wie  oben,  eindeutige  Gröaaen,  nad 
hat  man  die  vo1ll(ooimene  Gleichung 

(j:  llfiy^ßi^zPi  Qi, 
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MttWMld% 

I 

■ 

lU.  Die  Gleiclmpg 

W9  a,  ßt  P  md  Q  eiodeotige  Zablao  beselebiiMi,  mi^  «4*f^ 
mi  %  anfsolltoeD. 

B»  Wt  iinner 

Zw  Ermittlung  de»  r  nehme  man  nuD  ^  beliebig  reell,  nur  iiicM 
gebrocbeo  an,  bestimme  hierauf  1*4  m  gaoxeo  l^abien  so»  daes 

■b4  luse  eudUcb  die  GleichuDgen 

I 

Mdb  T  md  «  in  ^ßamtn  ZMnm  «if.  Jtder  4er  «if  dieee  WeiM 
Or  T  etiwIleDen  Werlbe  gthOrt  den  für  x  wlangten  Wwtbra  «n» 
Bad  umgekehrt 

{.  17.  Lehraati. 

Die  Gleleiiaiig 
wird  nur  dann  identtecb,  wetut 

wird«  wo  «  beliebig  teeU,  jedoeb  eiebt  gebreebee. 
"  darf. 
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{.18.  Aufgaben. 
H     L   Welche  besondere  Wertbe  der  (a-\-ßi)teii  Poteni  vod 

■  

coindiciren  mit      +  71) . ? 


A  u  n  ü  8  u  n  g. 


Es  sei 


1) 


Zur  Berechnung  der  Wertbe  von  T2  löse  man  nun  von  den  zwei 
Gleichungen 


2) 


2to7c  -f  2Ti7ra  -f  arg.  (p  -f  71)  =  (tc  od.  zw.  n  u.  — , 


^)  2Ta7r  +  P^C^  + 1^0)  +  arg.  (p  +  71)  +  2ofTi 

—        ßi  \}  Mod.(p  -f  71)  — 2j5ri7r]  =  (jr  od.  zw.  tc  u.  —  , 

die  2)  nach  Xq,  dann  die  3)  nach  T3  in  ganzen  Zahlen  auf,  setici 
dann  den  fär  T3  gefundenen  Werth  in  die  Gleichungen 

4)  /5(Ti+Ta  +  Ta)  =  |?ft, 

5)  a(Ti  +Ta  +  Tg)  =  «f*  +  ö 

und  lose  endlich  diese  zwei  letztern  Gleichungen  nach  und 
in  ganzen  Zahlen  auf.   Die  für  T2  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Wertbe  sind  die  Auflösungen  der  Gleichung  1)  nach  t^,  uo<I 
umgekehrt. 

_        .  i  .  •  • . 
Setzt  man  z.  B. 

|5  =  Ti=ft=0,   a  =  i,   p  =  16; 

so  wird  nach  den  obigen  Gleichungen  Ts=4  und  T2  =  4(1-|'^)* 
woraus  natürlich  folgt,  dass  nur  dann  :  •■1^" 

..[11/16]»  =  16.  -jj 

wenn      entweder  0  oder  eine  reelle  ganze  Zahl  ist,  die  ^ 
Factor  enthält.    Diess  Beispiel  zeigt  zugleich,  wie  ootb^ 
die  Beibehaltung  des  ß  in  der  Gleichung  4)  ist 
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a  pie  .CUeklmog 
nacfc  |i  «afsaUtoeii. 


Mau  bestimme  zuerst  tq,  das  nicht  gebrochen  sein  darf,  so, 
das« 

2r0ff  -f- arg.  ip-^qt^-t  '^i^ — oder  zwiacboD  n  o.  — ■  91) 
wird,  und  löse  hierauf  die  Gleichungen 


naeli  |i  oad  ff  in  ganiM  Zahlen  auf.  Dadareh  gelaogt  mao  nur 
stt  deo  sftmmtlieben  t erlangten  Wertheo  voo 

{.  19.  '  Lehrafttie. 
I.  Wenn  fi  reell,  aber  oicht  gebroebeot  und  «o  bestinimt  Ist» 


1)  i-  afg.(|i  -i-ft)  -I-  arg.(|i|  -|-  od.  aw.  ai  o.  — 

60  hat  man  folgende  gesonderte  Gieicbuiigeu : 

2)  xlog l(p  +  qi)  ipi  +  91 OJ  =  »io- +  9»)  i- /ilog(pi  +  9^0» 

und  hieratia  die  vuiikumtnene  Gleichung: 

log  [(p  4-  ^  (PI  +   0] = tog  (p + #0 + kgdü + 

» 

■  • 

IL  Wenn  y  teell,  aber  nicbt  gebroeben»  und  «e  beateal 
id,  daaa 

fto  hat  man  die  gesonderten  Gleichungen: 
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7)  r,-ro-yIog^qp|^.=  Tjog(p  +  7t)--rJog(pi  +7i0» 

und  hieraus  die  vollkommene  Gleichung 

Anmerkung  1.  Ohm  hat  in  seinem  „Geist  der  math. 
Anal.  1842.  pag.  117*'»  vreon  wir  unsere  Bezeichnung  beibehalteo, 
das  Stattfinden  folgender  Gleichungen  behauptet: 


olog  [(p  +  7)  (pi  +  9, 0]  =  olog  {p  +  qx)  +  o*og  {px  +  9i0 . 


i 

1^    Diese  beiden  Gleichungen  sind  aber  nach  I.  und  II.  unrichtig, 
wie  diess  auch  schon  folgiBndes  einfache  Beispiel  zeigt   Es  ist 

olog  (—  1)  =  nx  und   o*og  (+  1)  =0- 
Setzt  man  nun  in  den  Ohm'schen  Gleichungen 
^m^.  ^  =  yj  =  0  und  p=pi=— 1, 

so  findet  sich: 

oiog[(-l)(-l)]  oder  O=olog(-l)  +  olog(— 1)  oder  27fi, 
+  1 

olog^jj  oder  7Ui=ologl — o*og(— 1)  oder  —m. 

Die  obigen  Lehrsätze  1.  und  II.  aber  geben  in  diesem  Falle /i=-l 
und  y=-f  1,  mithin: 

olog[(-l)(-l)]  =  olog(-l)  +  olog(-l)  +  .ilogl  =  2;ri-.2»n. 

o'og  ZI  =  o'o^  1— olog(— 1)  +  1  log  1  =  —  TTl  +  27n. 

Von  den  O  hm*schen  Gleichungen  Ist  die  erste  durchaus  n  ur  dani 
richtig,  wenn  arg(p-f-9i)+arg(;?i+7iO  ein  Bogen  ist,  der  entweder 
oder  dann  zwischen  n  und  ^it  liegt,  und  die  zweite,  weoo 
arg(p -f  ^rt)  —  arg(pi -f  7it)  ebenfalls  ein  solcher  Bogen  ist  :«| 

Anmerkung2.   So  wenig  man  aus  der  Gleichung  8)  schllel^ 
sen  darf,  dass  Im  Falle  p+ö'i=Pi  Gleichung  Statt  findet^ 

log  1=0;  ebenso  wenig  geht  aus  4)  die  Gleichung  Iog(p# 
=  21og(p  +  i7i)  hervor.    Die  sämmtlichen  Werthe  des  zw 
Theils  dieser  Gleichung  sind  zwar  auch  Werth«  des  ersten  T 
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dentige  Zahl  darstellt,  die  0  und  jede  posttiTiB  oder  negative  gaose 
Zahl  EQ  ihren  Werthen  hat»  jeder  der  aneodlich  riefen  Werthe 

d«;j  Ausdrucks  •ly.it  ein  Werth  von  lo^( — !)•;  aber  auch  nicht 
einen  einzigen  von  allen  diesen  Werthen  vermag  21og(--l)  za  g^ben. 

{.M.  Lebrsits«. 

L  Wenn  reell»  aber  aiebt  gebrocbeii*  und  so  beetUmiit 
wird,  das« 

1)  2fiiH'i'Alod.(p-f^')-|'a[2Tia(-|-arg(|>4-^]ss(iKed.sw,  srs« 

•o  bat  man  die  gesonderten  Gleichungen: 

Au  der  2)  folgt  dann  die  vollkommeDe  Glelchiing: 

^  log(p  -I-  =  (a  +  j3i)  log (p  -I-  ^0  -f  logl. 

n.  Aae  L  ergeben  «leb  Mgende  tramerbeiieweifbe  SpeiiiH» 
täten.  Wenn 

1)       Vi   +  ^  l^H  'S  +  arg.  (^^  -J-  qi)]  =  (»  od.  zw,  ig  n,  — n)  $ 

wo  m  a)»er  nur  eine  positife  oder  negative  ganze  Zabi  bedeaten 
darf;  ao  ist: 

«od  bietane  bei  dereelbeB  Bedeotvog  tob  mt 

  1 

Wenn  ferner 

fPt  irMer  m  iiir  eino  ponütve  oder  »gtfirt  gftnte  2abl  beden« 
M;  oo  Itt: 

5)  t.^'-iM.^^MtP  +  9^  «»flog».  {p-hffir 
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6) 


m 


log(/?  -f  qiy^  =  m  log    (p  +  qi)^- 


So  ist  2.  B.  log3«=2logV^ 3«=2log(i3)  und  nicht  =2log3,  da 
sämmtliche  in  dem  Ausdruck  A) +2(2y  4- l);ri  enthaltenen  Werthc 
nur  Warthe  von  log 3^,  nicht  auch  zugleich  von  2log3  sind. 

In  dem  besondero  Falle,  da  a  ein  positiver  oder  negativer 
fichter  Bruch,  Gndet  immer  auch  die  Gleichung  Statt: 


7) 


ülogoC;? + ^0" = «0  log  {p  +  9f). 


Anmerkung.  In  „Ohms  Geist  der  math.  Anal.  1842. 
p.  122"  findet  sich,  wenn  wir  unsere  Bezeichnungsweise  gebraa* 
chen,  die  Gleichung  behauptet: 

Diess  ist  unrichtig.    Setzen  wir  z.  B. 

p  =  —  c=— 2,718....,    9=i5=0,    a  =  2; 
so  findet  man  aus  dieser  Gleichung: 

olog(— c)2   oder  2  =  2olog(-c)=2(l +«i> 
Die  obige  Gleichung  I.  1)  aber  gibt  in  diesem  Falle =  —  1,  uo^ 


hernach  die  Gleichung  I.  2): 
 '       o1og(-e)«=2olog(-e)  +  -|rogl=2(i  +  n;i')-2^-.    :  ^ 

Die  Ohm'scbe  Gleichung  ist  durchaus  nur  dann  riclitiS' 
wenn  /3/Mod  + aarg(p -f  ^i)  entweder  =7r,    oder  d»**" 

zwischen  n  und  — n  liegt. 


•    •  • 


§.21.  Lehrsätze. 


1.  Wenn 


Tilog(pi  +9'i0  =  yjog(;?i  +  9,t), 


80  muss  nothweudig  , 

n — yi  _  ^^^o^-  (P\  -f  yi  0  _  ^^1  ^  +  arg,  (pi  -f  t) 
T— y      /Mod.(p  +  7i)        2T^-f  arg.(/i-|-9t) 

sein.   In  dem  besondern  Falle,  da 

r,=f=aTg(pi  +  9rii)=0,       ,  . 
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/Mod.(;?i  -f  yiO^yi 

sein.   Die  Gleichung  2)  druckt  hier  die  Bedingungen  aus,  anter 

welchen  die  beiden  In<Hces  eines  Lop^arithniut»  bei  cuuäUuteia 
VVerthe  desfielbeo  eine  Aeuderuug  verätaiten. 

II)  Wenn  P  eine  reelle  Zabl  bezeiebnet,  so  Ist  von  den 
mw ^  Gleicbnngen 

^  #Jllod.(p  +  ^0       2y«  +  arg.(p  +  ^i)  * 

jede  eine  Folge  der  andern. 

in.  Von  deo  drei  Gleichungen: 

P/Mod.(p  +  yf)-ZMod.(pt  +  ^iQ—Q  arg.(;>  +  yi) 

(P*  4-  Q«) /Mod. (p  >f  yi) ~  r\lod.(pi  -f-  ^i)  -  Q arg,     -f  ytO 

Ist  die  erste  eine  Folge  der  xwei  übrigen,  vnd  nmgekebrl. 

Anmerke ng.  Mit  HOlfe  der  swei  Ittstem  Lehrsitse  kann 

leiebt  uotersocbt  werden*  ob  eine  gegebene  Zabl  ein  Wertb  ron 

eineni  dnrcb  den*  Logsrftbnianden'  nnd  die  Basis  gegebenen  Le> 

garitbmus  ist.   So  findet  man  x.  B«,  dass  0,0247  ••.•—OJSS..«.! 

« 

swar  nicbt  ein  Werth  von  löge»  wobi  aber  von  lege,  nnd  ivvar 

der  spezielle  Werth  ^ioge  ist 

$.23.  Lehrsfttze. 

L  Wenn  f»  reell,  aber  niebt  gebrochen,  nnd  so  beetimmt 
wird,  dass 

1)  2fMr*f  arg.(f^-f  9^t)4*arg.(|%-|'9|t)s(iKed.sw«  s«.  — «), 
•0  hat  man  die  gesonderten  Gleicbuogeo : 
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und  aus  dieser  IsUtoro  die  v^UkonuBsoe  Gleichoog: 

II.  Wenn  reell »  aber  nicht  getiro^ben  ist«  und  so  besttaii 
wird»  dasa 

1)  2i^-l-ui^(pi  +  ftO— •»«•(1%  +  od.aw.«a.  —  «), 

so  bat  man  die  gesonderten  Gleichungen: 
•p+v« 

2)  f>g^r-^  :V ;=*»>8(;H+»iO--'-dog(|i»+9*0^ 


9         r.-y.-ilog^J^qr^.  =  »>g  (;?^  +  y^i; .  y-riog  1 

=»>g(Pl  +  9i0-y>g(|»t  +  (ftiO, 


,p4  7« 


yP4  7« 

und  hierana  die  ▼oUkommene  Gleichung: 

P^-^Q  i  ^^^^ 

'°^Pa+9«i~ 9*0. 
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Zusatz.  Die  Weglasaung  des  x  aus  den  Gleichungen  I.  5) 
und  II.  5)  wQrde  diese  GUicbungen  in  unTollkommeoe  verwandeln; 
die  Ausdrücke  rechts  vom  Gleichheitszeichen  hätten  dann  uoend- 
laclijusi  mehr  Wertfae  als  die  links.   Eine  brauchbare  voUkommeii« 

Gitfdiung  zwiseben  Iog(a6)  od«  logj  nod  deo  beiden  ZeUeo 
•  « 

lege  ttod  log6  wird  wohl  kann  eiiatlreii. 

Amnerkeng.  In  Obm'n  H^eUt  der  math.  Anal.  184f. 
pag.  190^  6ndet  man  swel  Lebraitse,  die  in  unsem  Zeichen  alch 
dareb  folgende  Glelcbaugen  darateUen  laaaen: 

Für  den  Fall,  da  p-|-9t=e  =  2,718....,  fanden  wir  diese  Gleichnn^n 
schon  im  §.19.  im  Allgemeinen  unrichtig.  Richtig  wird  dieerste 
nur  in  dem  besondern  Falle,  da  arg.(/>+ 91)  f  arg.(pi -f  ein 
Bogen  ist,  der  entweder  gleich  »  oder  dann  zwischen  it  und — n 
liegt,  und  die  zweite  jener  zwei  Gleichungen  nur  dann,  wenn 
AcgCpi — arg(|ift-|'9i0  Bogen  von  derselben  Beashaffen« 
bell  ist 

S«S3.  LebraStie. 

L  Wenn  fi  reeU»  aber  nicht  gebrochen,  and  ao  bealiinmt 
wird»  daaa 

1)         ^n-^pnM.{px  +  fl'i0+o[2y»+arg.(p|  +  q^i)] 

oder  swiaclMD  ssn*~n)» 

ao  bat  man  die  geaonderten  Glelchnngen: 

«       dogy(|ii+tk0»^=(«+P0ylog'(ft  +  94<)  +  frf#4oil, 

Bio  erste  dieaer  swoi  Gietcbangen  gibt  aoCort  4ie  noUfcoBuaeao 
Gleichung;  <:  w 
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* 

IL  Folgmogen  too  I.  siod  folgeode  Sitie: 

VVeno 

wo  Hl  aber  nor  eine  positiTe  oder  negative  ginie  Zabl^bodeolii 
darf;  ao  lat 

 1  tV^¥ 

und  hieraoa  bei  deiaelbea  Bedeatang  von  ai: 

"*  •      I         Pf  ^ 

3)  iog ^(pi  +^0  =s  -  •  log(ft  +  ^lO- 

WoBO  ferner 

1 

4)  .  2|*«  +  -  [2y«  +  arg.gt^i  +  fiij^}  =  (»  od.  xw.    u.  — »), 

wo  wieder  m  nuc  eioe  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeotett 
so  ist: 

Ö)  y+in(;+M)log(/?i  +  ^iO"»  =iw;logy  V  {;>i+9ii)'", 

und  bierana: 

P  I  <7« 

Id  dem  besondern  Falle,  da  a  ein  positiver  oder  negatW 

ächter  Bruch  ist,  findet  stets  auch  folgende  Gleichung  Siait: 

Anmrrkunf]:;  1.  Wenn  in  1.  4)  die  r  neeeolassen  wür*^^ 
so  erhielt«;  mar)  eiiio  (ik'icluiiiti,  l>ri  (i<'r  z\\ar  siimialliche  We*"^^ 
des  ersten  rheils  auch  zugleich  W  erthe  «ies  zweiten  Theils  ivri«"^' 
binge(;en  unendlich  viele  Werthe  de»  zweiten  Thcils  sieb  alsdr** 
nicbt  anter  den  Wertben  des  ersten  Tbeils  befänden. 
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Anmerkung  2,  In  Ohm's  „Geist  Jer  math.  Anal.  1842. 
pig.l2(}.''  tiadet  sich»  wemi  wir  unsere  Zeichen  beibehalten: 

Diese  fSIdeliong  ist  dorebavs  nar  io  dem  besondem  Fmtle 
fiehtig,  da[/llllod.(pA-f  9i O  l  arg.C/^-f^iO] entweder  =41^  oder  dann 
nriscben  n  und  liegt.  Uebrigens  haben  wir  ftir  den  Fall,  da 
p-|-^i=r  f-=  2,718....,  die  Unrichtigkeit  dieser  Gleichung  schon  im 
{.20.  bemerkt.  » 

Die  logaritbiniMbe  Reibe  (p-f       i(p-f  (TO'fiCP'l'fO*— 
libt  fai  den  aimmtlicben  FiUeo  ihrer  Conveigeu  den  apetlellee 
Werth  olog(l-fp490  von  log  (l-f-;?  4-91%  was  leiebt  darane  ge- 
folgert werden  kann,  dass  die  binomisebe  Reibe  Ar 

so  oft  sie  oonrergirt,  den  besondern  Wertb 

o(l+p  +  ^iW 

iisd  die  ExponeotiatreUie  iEH^f*  deo  epenellen  Wertb  wmt 
0^  anedrdekt 

Die  Fortsetzung  dieser  MIttbetInng  behalte  ich  einer  späteren 

(»elegeoheit  vor. 
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lieber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreiben ,  wel 
eher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Von 

Herrn  Ferdinand  Kerzj 
Rittmeister  in  der  Gro8«herzogI.  Hessischen  Gendarmerie  su  Dnrmstadl. 


Dritte    Abtbeilun  gO- 

§.  91. 

Es  ist  in  der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  gezeiirt 
worden»  wie  sämmtliche  Berübrungsaufgaben,  bei  welchen  es  sich 
um  die  Berührung  dreier  gegebener  Stücke  (Kreise,  gerade  Liniei 
and  Punkte)  handelt,  sich  auf  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben, welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt,  zurückführen 
lassen  und  wie  also  diesen  sämmtlichcn  Berührungsaufgaben  eine 
und  dieselbe  Auflösung  zukommt. 

Es  besteht  indessen  noch  eine  Klasse  von  Aufgaben,  bei 
welchen  die  Berührung  nur  zweier  gegebenen  Stücke  (Kreise, 
gerade  Linien  und  Punkte)  statt  finden  soll ,  aber  als  dritte  Be- 
dingung das  Verlangen  gestellt  wird;  dass  der  Mittelpunkt  dea 
zu  berührenden  Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  liege. 
Den  Zusammenhang  dieser  Klasse  von  Aufgaben  mit  der  Haupt- 
aufgabe nachzuweisen  ist  der  Zweck  dieser  dritten  Abtheilong. 


•)  Fortsetannp  toh  Tbl.  XXVI.  Nr.XVIH.  S.  266.  —  S.  293.  Alle  lo 
dieser  dritten  Abtheilung  gehörenden  Figurentafeln  Taf.  VH.  bis  Taf.S. 
sind  mit  „Kerx**  bezeichnet,  und  die  Figuren  anf  denselben  ohne  Unter- 
brechung Ton  Fig.  1.  bis  Fig.  12.  gezählt. 


mMker  drei  gegebene  KreUe  äerüäri,  S,  AbthHL 


92. 

Da  wir  bUher  von  der  Betrachtung  aosgiogen,  dass  der  Punkt 
ein  Kreis  von  unendlich  kleinem  Halbmesser  aod  rlio  gerade  Linie 
ein  Theil  einer  Kreislinie  von  unendlich  grossem  Halbmesser  se^» 
die  gerade  Linie  aber  von  einem  Kreise>  dessen  Mittelpunkt  einer 
ibrer  Punkte  Ist»  rechtwinkelig  geschnitten  wird;  so  wird  die  er- 
w&bnte  Klasse  von  Aufgaben  in  ihrer  Allgemeinheit  sich  folgen* 
dermassen  ausdrücken  lassen:  ^ 

Gegeben  sind  drei  Kreise;  man  soll  einen  Kreis  beschrel* 
ben,  der  zwei  der  gegebenen  Kreise  berührt  und  den 
dritten  rechtwinklig  schneidet; 

^nnd  es  soll  diese  Aufgabe  in  Bezug  aui  gleichartige  uud  ungleich- 
artige Berührung  abgehandelt  werden. 


{.  93. 

Brnihrt  ein  Kreis  m'rtIP)  (Taf.  V.  Theil  XXIV  )  zu  ei  andere 
Kreise  ;>/  und  m  s^ieichartig  und  schneidet  7ii^lri(  h  einen  dritten 
Kreis  a*)  rechtwinkelic;;  so  ist  dieser  dritte  Kreis  a  der  äussere 
Aehnlichkeitskreis  (§.  16. 1.)  zu  einem  der  gleichartig  berührten 
Kreise  M  und  einem  andern  Kreise  welcher  ebenCaUs  von 
den  ICreise  M'  CDI^}  gleichartig  berührt  wird. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  leicht  aas  11. 

j.  94. 

Zur  Auflosiinj?  der  in  02.  ijesteÜten  Aufgabe  könnte  man 
daher  für  gleirliartijc  Ren'ilirung  zweier  gegebenen  Kreise  ^und 
m  denjenigen  Kreis  2)2  als  Uülfskreis  aufsuchen,  für  welchen  in 
Besiehung  auf  einen  der  berührenden  Kreise  M  der  gegebene 
und  rechtwinkelig  zft  schneidende  Kreis  a  der  äussere  Aehnlich- 
keitskreis ist»  und  dann  diejenigen  Kreise  (Ul'  und  IXi^  bestimmen, 
welche  die  drei  Kreise  ilf«  m,     gleichartig  berühren. 


*)  Was  in  dicter  dritten  Abtheilun^  von»  kreise  a  gesagt  wird,  Itt 
dorefi gehend«  auch  für  den  Kreis  ^4  ^[^^üUic^.  so  dnns  uIk  rall,  unliesrhadet 
dvt  Symmetrie  der  iluclutaben,  A  für  a  geschrieben  werden  Jttinn. 
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§.  1)5. 

Fiir  drei  Kreise,  m  und  a  (Taf.  V.  Theil  XXIV.),  von*  wel- 
chen zwei,  M  und  m,  von  einem  dritten  Kreise  III'  (XKl^)  gleichartig 
berührt  und  der  dritte  a  rechtwinkelig  geschnitten  werden,  kano 
daher  die  gerade  Verbindungslinie  a%  des  Mittelpunktes  a  d 
rechtwinkelig  geschnittenen  Kreises  und  des  äusseren  Aehniic 
keitspunktes  ^  der  gleichartig  berührten  Kreise  M  und  tn,  i 
Uebereiiistiromung  mit  dem  Vorhergehenden,  die  äussere  Aeb 
lichkeitsaxe  ($.18.3.)  genannt  werden. 

Und  ebenso  heisse  die  Linie  gleicher  Potenzen  O'O"  (Ttf. 
if.  oder  0,0„  Taf.  VII.  Tb.  XXIV.)  des  rechtwinkelig  geschnit- 
tenen Kreises  a  und  des ,  zu  den  beiden  gleichartig  berührten 
Kreisen  M  und  m  gehurigen,  äusseren  Aehnlichkeitskreises  ^21 
($.  11.  1.)  die  äussere  Axe  (§.  18.  <3.). 

§.  96. 

Es  folgt  leicht: 

Ist  der  Halbmesser  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Krei- 
ses a  unendlich  gross,  soll  also  der  Mittelpunkt  des  zu  beschrei- 
benden Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  a'a"  liegen 
(Fig.  4.);  80  ist,  für  gleichartige  ßerührung,  die  äussere  Aehnlich- 
keitsaxe  a%,  die  von  dem  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  ^  der  za 
berührenden  Kreise  M  und  m  auf  die  gegebene  Gerade  a'a"  ge- 
füllte Senkrechte,  und  die  äussere  Axe  0'0"{0,0,,)  fällt  mit  der 
gegebenen  Geraden  a'a"  zusammen. 

Der  Durcbschnittspunkt  O  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  a% 
mit  der  gegebenen  Geraden  a'a"  ist  daher  der  Hauptpunkt 
der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe.  (§.  18.  5.) 


{.  97. 

Für  ungleichartige  Berührung  möge  folgende  ßetracbtuog 
vorausgehen: 

^  .V.  • 

Es  wurde  (in  §.  62.)  der  leicht  zu  erweisende  8atz  aufgestellt, 
dass  derjenige  Kreis,  welcher  die  Peripherien  zweier  inneren 
Aehnlichkeitskreise  J  und  3  halbire,  zugleich  den  zugebürigeo 
Süsseren  Aehnlichkeitskreis  a  rechtwinkelig  schneide,  und  dasf 
der  Mittelpunkt  diese«  den  äussereu  AehnÜcbkeitäkreis  rechtn'io* 
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ke%  Mbnetdeoden  Kmmm  iam«r  efai  Pimkl  der  Linie  S^idiffe- 
mtor  Pot«iiaeii,  C^/«'^,,  sei,  welcii«  zn  dMi  beiden  inneren  Aebn- 

licM^eitskreUeo,  J  und  3»  gehöre. 

Nennen  wir  eine  Linie  QiQ„  (Fig.  1)  von  der  Eigen^cbaftt 
dase»  wenn  man  von  irgend  welcliem  ihrer  Pnnicte  Q'  eine  Tan* 
gente  an  einen  Kreia  n  l^t  und  mit  dieaer  Tangente  ata  flalii- 
neaaer  aua  ala  Mittelihiiiltt  einen  Kreta  beachreibt,  durch 
diesen  Kreia  augleich  die  Peripherie  einea  iswelteD  Kreisen  3 
baibirt  wird,  die  «Linie  differenter  Potenzen  des  reebt- 
winkelig  gescbnitteaen  Kreiaes  a  in  Beang  auf  den 
balbiTten  Kreia  3. 

« 


f.  98. 

Sin»!  zwei  Kreise  «  und  3  (Fii^.  1  )  ^e^rln  n;  so  findet  sich 
die  Linie  Q,Q,,  differenter  Potenzen  des  einen  Kreises  a  in  Be- 
zug auf  den  andern  Krei^  3  leicht  durch  folgende  Construction: 
Man  errichte  auf  dem  Kündpunlcte  d'  irgend  eines  Durchmessers 
d'd"  des  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreises  a  eine  Seoiirecbte 
ä'k  und  auf  irgend  eiuem  Durchmessers  5^' 5^"  dos  andern  Krrl- 
&es  3  im  Mittelpunkte  eine  Senkrechte  3^,  mache  d'k^^'Si 
(^S)"^),  beschreibe  aus  den  Mittelpuokten  der  respectiven  Kreiae 
a  und  3  mit  uk  und  3^  Kreisbogen,  welche  sieb  in  schneiden, 
and  alle  durch  diesen  Schneidnngspunkt  Qf*  auf  die  Centrale  «3 
die  Senkrechte  Q,Qu\  ^  dieae  die  verlangte  Linie  differenter 
Potenten  des  einen  Kreisen  a  in  Bezug  auf  den  andern  Kreia  3- 


Lässt  man  den  Halhmesaer  bald  des  einen,  bald  diea  andern 
Kreiaea,  bald  beider  Kreise  unendlich  ab-  und  zunehmen;  so  er^ 
gaben  eich  fflr  die  Linie  differenter  Potenzen  leicht  folgende  $itse: 

1)  Die  Linie  differenter  Potenzen  eines  Kreises  (oder  eines 
Ptinkte^i)  in  Hezug  aul  einen  Punkt  föllt  mi^  ihrer  Linie 
gleicher  Potenzen  zusammen. 

2)  Die  Linie  differenter  Potenzen  eines  Punktes  in  Bezug 

auf  einen  Kreis  fällt  mit  ihrer  Linie  aquidiffereuter  Po- 
tenzen zusammen. 

3)  Die  Linie  diffefenter  Potonsen  einer  geraden  Linie  »fli 
Besng  anf  einen  Kfela  (oder  einen  Punkt)  lUlt  mit  dn^. 
geraden  Linie 
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4)  Die  Linie  differenter  Potenzen  eines  Kreises  (oder  eines 
Punktes)  in  Bezug  auf  eine  gerade  Linie  fällt  unendlich 
weit  weg. 

5.  100. 

Denkt  man  sich  (in  Taf.VL  Th.  XXIV.)  zu  den  Kreisen  M 
und      den  äusseren  Aehnlicbkeitskreis  a  gezogen ,  so  fliesst  au 
§.  97.  leicht  folgender  Satz  : 

Berührt  ein  Kreis  Ilt'(llT*)  zwei  andere  Kreise  M  und  m  on- 
gleichartig  und  schneidet  zugleich  einen  dritten  Kreis  a  recht- 
winkelig; so  ist  dieser  dritte  Kreis  a  der  äussere  Aehnlichkeits- 
kreis  zu  einem  der  ungleichartig  berührten  Kreise  M  und  einem 
andern  Kreise  SW,  welcher  von  dem  Kreise  IIP  (MI"*)  mit  dem  be- 
rührten Kreise  M  gleichartig  berührt  wird. 

i 

§.  101. 

Zur  Auflösung  der  in  §.  9*2.  gestellten  Aufgabe  konnte  man 
daher  für  ungleichartige  Berührung  zweier  gegebenen  Kreise  M 
und  m  denjenigen  Kreis  ^  als  Hülfskreis  aufsuchen,  für  welchen 
in  Beziehung  auf  einen  der  zu  berührenden  Kreise  M  der  gege- 
bene und  rechtivinkelig  zu  schneidende  Kreis  a  der  äussere  Aeho- 
lichkeitskreis  ist,  und  dann  diejenigen  Kreise  (1)1^  und  Hl'*)  be- 
stimmen ,  welche  den  einen  der  zu  berührenden  Kreise  M  und 
den  Hülfskreis  gleichartig,  den  andern  der  zu  berührenden 
Kreise  m  aber  ungleichartig  berühren. 

§.  102. 

'*  Fflr  drei  Kreise  M,  m  mi<!  ö,  von  welchen  rwei,  ^  und  tu, 
Von  einem  dritten  Kreise  in^(in*)  ungleichartig  berührt  und  der 
dritte  a  rechtwinkelig  geschnitten  werden,  kann  daher  die  gerade 
Verbindungslinie  a3  des  Mittelpunktes  a  des  rechtwinkelig  ge- 
schnittenen Kreises  und  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes  3  der 
ungleichartig  berührten  Kreise  M  und  m,  in  Uebereinstimroung 
mit  dem  Vorhergehenden,  die  innere  Aebnlichkeitsaxe 
(§.  18. 4.)  genannt  werden. 

Und  ebenso  heisse  die  Linie  differenter  Potenzen  Q,Q,i  des 
rechtwinkelig  geschnittenen  Kreises  a,  in  Bezug  auf  den,  lu  den 
beiden  ungleichartig  berührten  Kreisen  M  und  m  gehörigen,  ione- 
ren  Aehnlicbkeitskreis  3,  die  innere  Aze  (§.18.4.). 
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103. 

Es  folgt  leicht: 

Ist  d«r  UalbflMsser  des  rschtirliikelig  ua  setneidesäsn  Krei- 
set m  mieiidlidi  gross»  soll  also  der  Mütelpiuikt  des  se  beschrei- 
besdeii  Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  «'s"  Üegen» 
(Fig.  5.);  no  ist«  f&r  nngleicbartige  Berabrung,  die  innere  Aebn- 
Ikbiraitnnze  a3  die  ven  dem  inneren  AeiinliebiKeitsputtkt  3  der  sn 
berlhrenden  Kreise  M  und  m  anf  die  gegebene  Gerade  a*a*'  ge- 
flBlte  Senkrechte,  und  die  innere  Axe  Q^Qt,  fölU  mit  der  gegelie- 
neu  Geradeu  a'a"  zusammen. 

Der  Dnrebschnittspnnkt  Q  der  inneren  Aebnlicbkeiteaze  a3 
nüt  der  gegebenen  Geraden  aW  ist  daher  der  Hauptpunkt 
der  inneren  Aebnlichkeitsaxe 

§.  104- 

Aufgabe.  Es  stod  drei  Kreise  Mp  nt,  a  gegeben  (Fig. 2); 
MM  eett  einen  Kreb  Hl  liescfareiben,  der  die  bMden  ersteren 
Kreise,  JH  und  m,  gleichartig  berührt  und  den  letaten  Kreis  a 

rechlv^  üjkelig  schneidet. 

AuflSaung.  Man  bestimme: 

1)  die  äuaaere  Aeholichkeitsaxe  a^.  ({•  95.); 

2)  den  insseren  Aelwliebkeitskr^  9,  wekber  den  gege- 
benen Kreis  a  entweder  schneidet,  (wie  in  Fig.  2.)»  oder 

liicht  schneidet. 

Schneiden  sieh  beide  Kreise  %  und  a,  so  bat  itian 
in  der  geraden  Verbindungslinie  O'Qf'  ihrer  «äehaei- 
dungspunkte  O'  und  bereits  die  äussere  Ase« 
Schneiden  sie  sich  nicht,  so  ergiebt  sich  die  äussere 
Axe  als  Linie  gleicher  Potenzen  (0,0,,)  des  äusseren 
Aebniiebkeitskreiaes  %  und  des  leehtvrinkeBg  su  schnei- 
denden Kreises  a  ($•  96.). 

• 

3)  I»"  ersteren  Falle  siicbe  inan  zu  einem  der  l>nrch«Jchnitts- 
punkte  0'{0")  und  einem  der  zu  berührenden  Kreise 
miM)  die  Linie  gleicher  l^oteosen;  so  erglebt  sich  als 
Durcbscbnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren  Aeim- 
Hchkeitsaae  a%  der  Pol  p(P^  der  ßeribciingspiinkte. 
d.  l&  10.) 
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Im  letzteren  Falle  lege  ro«in  aas  dem  Hauptpunkte 
O  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  a%,  entweder  an  den 
rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreis  a   oder  an  den 
äusseren  Aehnlichkeitskreis  %  eine  Tangente,  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser  aus  dem  Hauptpunkte  0 
einen  Kreis,  den  Hauptkreis  der  äusseren  Axe  (§.  18.  7.), 
und  bestimme  zu  diesem  und  einem  der  zu  beruhrendeo^ 
Kreise  tu {31)  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebtH 
sich  als  Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren^ 
Aehnlichkeitsaxe  a%  der  Po\p(i^  der  Berührungspunkte. 
(§.  18.  10.) 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pole  p(P)  beschreibe  man  mit  einer 
an  den  betreffenden  Kreis  m(M)  gelegten  Tangente  pb' 
(z=ph^)  (PB'  (=  PB^))  als  Halbmesser  den  Bestimmungs- 
kreis der  Berührungspunkte;  so  ergeben  sich  letztere 
als  Durchschnittspunkte  b'  und  {B'  und  B"^)  beider 
Kreise  p  und  m  {P  und  M), 

5)  Durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefundenen  Be- 
rührungspunkte b'  und  6^  {B'  und  B"^)  mit  dem  Mittel* 
punkt  des  zugehörigen  Kreises  m(M),  resp.  deren  Ver- 
längerung, ergeben  sich  als  Durchschnittt^punkte  mit  der 
äusseren  Axe  O'O"  (oder  0,0,,)  zwei  Punkte  Hl'  und 
in^,  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind,  die 
beide  der  Aufgabe  genügen. 


§.  1051 


Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  M,  m,  a  (Fig.  3.)  gegeben; 
man  soll  einen  Kreis  m  beschreiben,  der  die  beiden  ersteren 
Kreise  M  und  771  ungleichartig  berührt  und  den  letzten  Kreis  a 
rechtwinkelig  schneidet. 

Auflösung.    Man  bestimme  : 

•  •  '  1)   die  itinere  Aehnlichkeitsaxe  «3;  (§.102.); 

2)  den  inneren  Aehnlichkeitskreis  3  und  die  Linie  {Q,Q„) 
differenter  Potenzen  des  gegebenen  Kreises  a  in  Bezog 
auf  den  inneren  Aehnlichkeitskreis  3  (§}.  07.  u.  98.);  so- 
dann den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe, 
welcher  den  gegebenen  Kreis  a  rechtwinkelig  schneidet 
und  die  .Peripherie  des  inneren  Aebnlichkeitskreises  3 


balbirt. 
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welcher  drei  gegtkem  kreise  berührt,  3,  ÄäiAtii,  401) 

3)  Zu  diesem  Hanptkreis  Q  der  inneren  AL'hnlichkeitsaxe 
nml  eioeDi  der  zu  beröhrenden  kreise  M(in)  8uche  man 
die  Linie  s\eic\\vT  Potenien;  so  ereiebt  deren  Durch- 
eelinitt  I^Hp')  n>u  (kr  inneren  AebuiicbkeiUiaxe  aß  den 
Pol  der  Berübruogspuokte. 

4)  Am  des  gefiMidMieii  Pol  heMhrelbe  mb  mit 
eiaer  mi  betrefenden  Krete  M(m)  gelegtes  Tangente 
fi'BH^F'B*)(p'b^{=p'b*))  ale  HelbiMeeer  den  Be- 
atifliminigskrei«  der  Berührungspunkte;  so  ergeben  ^eh 

letztere  als  Üurchschnittspunlvtc  und  JB^  (6'  uud  6^) 
beider  Kreise       uud  AI  {jj^  uud  m). 

5)  Die  dercb  die  gerade  Verbiadnngcliele  der  gefaedeneD 
Berflbniogapnokte  ß*(^  und  B^^^)  mit  den  Mittel- 
pynkte  dee  xngebOflge«  Kreieee  M(m),  resp.  deren  Ter^ 
iSegerong,  ergeben  «leb  ata  Dafcbacbnlttepirakte  mit  der 
inneren  Aze  Qfi,,  awel  Punkte  HI*  und  }Sl\  «reiche  die 
MHtelpnnkte  iw^er  Kreise  aind,  die  beide  der  Aufgabe 
genfigen* 

f.  106. 

Aufgabe.  Es  sind  %wet  Kreise  M,  m  und  eine  gerade  Linie 
€^a"  gegeben  (Fig.  4.);  man  soll  einen  Kreis  211  beschreilien,  der 
die  lieiden  gegebenen  Kreiae  gleichartig  berührt  und  deenen  Hit* 
tdpnnkt  in  der  gegebenen  geraden  Linie  liegt 

Aullüsung.   Man  bestimme: 

1)  die  Snaaere  Aeboticbkeltanxe  a9l  ({«96.); 

2)  den  äusseren  Aehnüchkeitskreis  uelcher  die  gegebene 
gerade  Linie  a'a"  entweder  acbneidet  oder  nicht  schneidet« 

3)  liu  eri«teren  Falle  befftimtne  man  ^u  einem  der  Durch- 
schnittspunkte 0'(0")  und  einem  der  zu  berührenden 
Krei?«e  M{m)  die  Lir>?e  'jh'n  l)(?r  Potenzen:  j*"  errriebt 
sich  als  l)urchsclini!(>|Mir^kt  dieser  Linie  mit  der  äusse' 
ren  Aehnlicbkeitsav«'  «lil  der  Pol  i*{p)  der  Beröhruogs- 
punkte  des  Kreises  Mijak)» 

Im  letzteren  Falle  lei^e  man  aus  dem  lluuittpunkte 

O  der  äusseren  Aebnliclikeitsaxe  eine  Tangento  an  <len 
äuäBeren  Aehnliehkeitskreis  Ü,  beschreibe  mit  dersellien 
als  Halbmesser  nus  dem  Hauptpunkte  einen  Kreis,  den 
Hauptkrets  der  äusseren  Aehnlidikeitsaxe,  und  bestiniuie 
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zu  diesem  und  einem  der  zu  berührenden  Kreise  M(m) 
die  Linie  gleicher  Potenzen;  8o  ersieht  sich  als  Durch- 
schnittspunkt dieser  Linie  mit  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
axe  a%  der  Pol  P{p)  der  zu  dem  Kreis  M(m)  gehörigen 
Berührungspunkte. 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pol  P{p)  beschreibe  man  mit  einer 
^r»t^r     an   den   betreffenden  Kreis  M{m)    gelegten  Tangente 

PB'(=PB^)(pb'(=pb^))  als  Halbmesser  den  Beetim- 
mungskreis  der  Berührungspunkte;  so  ergeben  sich  letz- 
tere als  Durchschnittspunkte  ß'  und  (b'  und  6<) 
beider  Kreise  P  und  M  {p  und  m). 

5)  Durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefundenen  Be- 
rührungspunkte ß*  und  B^  ib'  und  6*)  mit  dem  Mittel- 
punkt des  zugehörigen  Kreises  M{m),  resp.  deren  Ver- 
längerung, ergeben  sich  als  Durchschnittspunkte  mit  der 
gegebenen  Geraden  a'a"  zwei  Punkte  IXi'  und  DP,  welche 
die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind,  die  beide  der  Auf- 
gabe genügen. 

§.  107. 

Sind  die  Halbmesser  der  gleichartig  zu  berührenden  Kreise 
M  und  m  (§.  106.)  einander  gleich,  (Fig.  10.);  so  ßillt  der  äussere 
Aehnlichkeitspunkt  %  und  somit  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a% 
unendlich  weit  weg  (§.  34.),  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  % 
wird  eine  gerade  Linie  ^  steht  in  der  Mitte  3  der  Centrale 

Mm  senkrecht  auf  dieser  (§.44.)  und  schneidet  entweder  die  ge- 
gebene gerade  Linie  a'a"  in  dem  Punkte  O'  (der  Schncidungs- 
punkt  O'  fallt  in  a'a"  unendlich  weit  weg),  oder  schneidet  sie  nicht. 

Im  ersteren  Falle  fSIlt  der  Pol  P{p)  der  Berflhrungspnnkte, 
als  Durchschnittspunkt  der  zu  dem  Punkt  O'  und  dem  Kreise 
Mini)  gehörigen  Linie  gleicher  Potenzen  mit  der  äusseren  Aehn- 
lichkeitsaxe a%t  unendlich  weit  weg,  die  Tangenten  PB'i^  PB*) 
(pb'{=pb^))  ergeben  sich  als,  auf  den  Endpunkten  ß'  uud  B* 
(b'  und  b^)  des  in  der  Linie  O'M  (O'm)  liegenden  Durchme^ers 
Rß^ib'b^)  senkrecht  stehende  Linien  PR,  PBHpb\  pb^),  und 
der  in  die  gerade  Linie  P'P'*{p'p**)  ubergehende  Bestimmungs- 
kreis P{p)  fallt  daher  mit  O'M(O'm)  zusammen.  Daher  ergeben  ü 
sich  die  Berührungspunkte  B*,  B^  (b\  b*)  als  Durchschnittspunkte  ^ 
der  Linie  CyMiO'm)  mit  dem  gegebenen  Kreis  M{rn), 


Hieraus  folgt  ferner,  dass  der  Schneidungspunkt  O'  des  Sus-  — 
seren  Aehnlichkeitskreises         und  der  gegebenen  Geraden  a'a"^^ 
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gtekbieitig  tieii  Mittelpunkten  VV  und  Ul^  ({.  10(k)  derjenigen 
'  Kvebe  entvpriclit,  welche  beide  der  Aufgabe  genOgeo. 

steht  dKe  Ceatnle  Mm  iweier  Knbe  toh  gleidicn  Halh- 
meeaeni  eenhrecht  enf  der  gegehenen  L4aie  ufaf»  eo  echoeideo 

flieh  die  gef^ebene  Oerade  tfo"  imd  der  iassere  Aebnlicblceitskreis 

'21  ^^1  (s^.  107.)  nijcbt  (Fi^.  11.).  Ks  läs«t  sieb  dann  leicht  zeigen, 
dasa  die  in  der  gegebenen  Geraden  a'a"  liegenden  Mittelpunkte 
Ttl*  und  Hi^  der  zu  besctireiluenden  Kreide  uiteiidlicb  weit  wegfallen, 
datisi  also  dir;  Kreise  W  und  lU^  in  gerade,  auf  der  gegebenen 
Linie  ua  '  «iei»krecht  stehende,  Linien  WHI*''  und  BPHI*"  über-  , 
geben,  weiche  Tangenten  der  gegebenen  Kreiae  M  und  m  sind. 


§.  109. 

Werden  die  Halhniesser  der  gegebenen  Kreise  M  ,und  m 
(Kig.  10.  und  11.)  unendlich  klein,  gehen  also  die  Kreise  selbst  in 
Punkte  über:  so  fallen  aucb  die  Berührungs))unkte  B'  und  B^, 
sowie  b'  und  6^,  mit  den  respectiven  Punkten  M  und  m  zusam- 
men und  die  Kreise  Hl'  und  IQ*  vereinigen  sich. 


{.  110. 

Aafgabe.  Es  sind  zwei  Kreise,  ihhI  m.  und  eine  gerade 
Linie  a'a"  (Fitr.  5.)  gegeben:  man  roII  einen  Kreis  Jll  beschreiben, 
der  die  beiden  i^ei^n  lienen  Kreii»e  uiigleirhartig  berührt  und  dessen 
Mittelpunkt  iu  der  gegebenen  geraden  Linie  liegt. 

Auflösung.   Man  hestlmme: 

])  die  innere  Aehnlichkeitsaxe  a3  ((«lOS); 

II)  den  inneren  Aebnlichkeitskreis  3> 

Die  Linie  (Q,Q„)  differeeter  Potenxen  der  gegebeoee 
Geraden  eV  ie  fieaseg  auf  dee  itmeren  Aeholichheits- 
Iveb  3  flilit  mit  der  gegebenen  Geraden  oV  zusammen 
<}.  90.  3.) ;  daher  ist  der  Durchschnittspunkt  Q  der  ge* 
gebenen  Geraden  afa"  mit  der  inneren  Aebniichkeitsaze 
o3  der  Hauptpunkt  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe,  und 
der  Halbme»aer  dec>  Hauptkrei^e^  der  iuneren  Aehnliii^ 
jkeitsaxe  ergiebt  sich  als  gerade  Verbinduiigflini 
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(=  Ql$")  des  Hauptpunktes  Q  mit  dem  Endpunkte 
(B")  des  in  dem  Mittelpunkt  3  des  inneren  Aehnlichkeits- 
kreises  auf  die  innere  Aehnlichkeitsaxe  a3  errichteten 
Durchmessers  "^'15". 

Mao  bestimme  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlich- 
keitsaxe und 

3)  zu  diesem  Hauptkreis  Q  und  einem  der  zu  berührenden 
Kreise  M(m)  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  erciebt 
sirh  deren  Durchschnitt  P'(p')  n»t  der  inneren  Aehn- 
lichkeitsaxe a3  als  Pol  der  Berührungspunkte. 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pol  P'(p')  beschreibe  man  mit 
einer  an  den  betreffenden  Kreis  3J(7n)  gelegten  Tangente 
P'B^(=P'B*)(piö^=pfb'^))  als  Halbmesser  den  Be- 
stimniungskreis  der  Berührungspunkte,  so  ergeben  sich 
letztere  als  Durchnittspunkte  und  B^  (6^  und  b*) 
beider  Kreise  P^  und  ÄJ{p'  und  m). 

5)  Durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefundenen  Be- 
rührungspunkte B^undB'^iö^  undÄ*)  mit  dem  Mittelpunkt 
des  zugehörigen  Kreises  M{m),  resp.  deren  Verlängerung, 
ergeben  sich  als  Durchschnittspunkte  mit  der  gegebenen 
Geraden  a'a"  zwei  Punkte  W  und  JH*,  welche  die  Mit- 
telpunktezweier Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  genügen. 

$.  111. 

.1. 

Wird  der  Halbmesser  des  Kreises  m  (Fig.  4.  und  5.)  unend- 
lich klein,  geht  also  der  Kreis  771  in  einen  Punkt  über;  so  fallen 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  %  und  der  innere  3  ^mit  dem 
Punkte  m  zusammen  (§.  32.)  und  ebenso  fallen  der  äussere  Aehn- 
lichkeitskreis  %  und  der  innere  3  mit  dem  Punkte  m  zusammen 
(§.42.).  Da  nun  sowohl  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  wie 
auch  die  innere  a3  auf  a'a"  senkrecht  stehen;  so  fallen  auch  die 
Aehnlichkeitsaxen  und  a3,  sowie  ihre  Hauptpunkte  O  und  Q, 
einander.   (Fig.  6.)  ^ 

Es  tritt  nun  der  Fall  ein,  dass  der  äussere  Aehnlichkeitskreis 
%  die  gegebene  Gerade  a'a"  nicht  schneidet,  daher  ist  zur  ße- 
Stimmung  des  Halbmessers  des  Hauptkreises  O  von  dem  Haupt- 
punkte O  der  Aehnlichkeitsaxe  eine  Tangente  an  den  äusseren 
Aehnlichkeitskreis  zu  legen  (§.  106.  3.);  also  im  vorliegenden  Falle 
.0  mit  21  (d.  h.  dem  Punkte  m)  durch  eine  Gerade  Om  zu  ver- 
binden.   Ferner  fällt  mit  3  (d.  h.  dem  Punkte  m)  zosara- 
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men  uod  man  erfaSlt  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  des  Haupt- 

kreises  Q  die  gerade  Verbiudungslinie  Qm  des  Hauptpunktes  Q 
mit  dem  gegebeiieo  Punkt  m;  so  dass  also  auch  die  Hauptkreise 
O  und  Q  zusammenfallen. 

Es  gebt  bieraiis  hervor,  das«,  wenn  der  Kreis  m  (Fig.  4. 11.6.) 
iB  einea  Punkt  tSbeigeht,  die  Aufgaben  ${.  106»  ond  llOl  aleli 
▼eteinigen. 

§.  J12. 

Aaf^abe.  Es  sind  ei»  Kreis  M ,  ein  Punkt  w  und  eine  ge- 
rade fiiriip  n*a"  j[^e^<»bpn  (Fig.  ü.) ;  man  soll  eititn  Kreis  XXi  be- 
schreiben, rler  drn  uenebenen  Krel«  M  berührt,  durch  den  Punkt 
m  gebt,  und  dessen  Mittelpunkt  in  der  geraden  Linie  a'a"  liegt« 

Auflösung.    Mau  bestimme: 

1)  die  (äoMere  oder  innere)  Aehnlichkeltsaxe  (o^  oder  a3), 
d,  b.  man  Olle  von  dem  gegebenen  Ponkt  m  die  Senk- 
recbte  mO(jmQ)  auf  die  gegeliene  Gerade  a'o^,  und  da 

2)  der  (nussere  oder  innert')  Aehnlichkeitskreis  {%  oder  3) 
mit  dem  gegebenen  Punkt  m  zusaninienfallt  (§.  III.);  so 
beschreibe  man  aus  dem  Hauptpunkt  0(Q)  mitder8enk- 
recbteu  mO{mQ)  als  Halbmesser  den  Hauptkreis  O«^)» 

Z)  Zu  diesem  Hauptkreis  urtd  dem  zu  berührenden  Kreis 
M  suche  man  die  lAw'w  i^leicher  Potenzen;  so  ergiebt 
sich  deren  Durchschnitt  P  mit  der  Aehnliclikeitsaxe  M 
(c5)  (also  mit  der  von  dem  cresebeni»n  Puiikt  7/1  auf  die 
gei^ebene  Gerade  a'a"  gefaiiten  äenkrecbten  mOzz^mQ) 
der  Pol  der  Berührungspunkte. 

Man  verfahre  welter  nach  4)  und  6)  der  {§.  106.  u.  110. 

{.  113. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  Punkte  M  und  m  und  eine  gerade 
liinie  a'a''  gegeben  (Fig.  10.) ;  man  soll  einen  Kreis  llt  beeebreiben, 
der  durch  die  gegebenen  Punkte  gebt  und  desaen  Mittelpunkt  In 
d«r  gegebenen  Geimdea  liegt. 

Auflösung  dieser  Aufgabe  enthält  bereits  $.109.,  daher  die 
einfache  Regel: 

j  Man  balbire  die  gerade  Terbnidnngalinte  Mm  der  gegebenen 
Paukte  M  und  ui  in  3,  eniebte  in  dem  Halbiinngspanict  3  die 
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Senkrechte  9f'3f";  «o  ist  deren  Durchschnittspunkt  MI  mit  der  ge- 
gebenen Geraden  a'a"  der  Mittelpunkt  de»  verlangten  Kreises. 

{.  114.  I 

Aufgabe.  Es  sind  ein  Kreis  m  und  zwei  gerade  Linien 
M'M"  MXiA  a'a"  gegeben  (Fig.  7.);  man  soll  einen  Kreis  DI  be- 
schreiben, dessen  Mittelpunkt  in  einer  der  gegebenen  Geraden 
a'a"  liegt  und  der  die  andere  gegebene  gerade  M'M"  und  den 
gegebenen  Kreis  m  gleichartig  berührt,  d.  h.  beide  ausschliesst. 

Auflösung.    Man  bestimme:  ^ 

})  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a9f;  (der  äussere  Aehn- 
lichkeitspunkt  ^  ergiebt  sich  nach  §.  31.  und  nunmehr 
die  Axe       selbst  nach  §.  0G.)> 

2)  den  äusseren  Aehnlichkeitskreis  ^  (§>39.),  welcher  die 
gegebene  gerade  Linie  a'a"  entweder  schneidet  oder 
nicht  schneidet. 

3)  Im  ersteren  Falle  (wie  Fig.  7.)  bestimme  man  zu  einem 
der  Durchschnittspunkte  0\0")  und  dem  zu  berührenden 
Kreise  m  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt  sich 
als  Durchschnittsptinkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren 
Aehnlichkeitsaxe  a^iC  der  Pol  p  der  ßeriihrungspunkte 
des  Kreises  m.  Im  letzteren  Falle  lege  man  aus  dem 
Hauptpunkte  O  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  eine  Tan- 
gente an  den  äusseren  Aehnlichkeitskreis  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser  aus  dem  Hauptpunkte 
einen  Kreis,  den  Hanptkreis  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
axe, und  bestimme  zu  diesem  und  dem  zu  berührenden 
Kreis  m  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt  sich  als 
Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  äusseren  Aehn- 
lichkeitsaxe a%  der  Pol  p  der  zu  dem  Kreis  m  gehurigen 
Berührungspunkte. 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pol  p  beschreibe  man  mit  einer 
an  den  Kreis  m  gelegten  Tangente  pb'{=zpö*)  als  Halb- 
messer den  Bestimmungskreis  der  Berührungspunkte; 
so  ergeben  sich  diese  als  Durchschnittspnnkte  b'  und  6* 
beider  Kreise  p  und  m. 

5)  Durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefundenen  Bd^ 
rührungspunkte  b'  und  b^  mit  dem  Mittelpunkt  des  ge- 
gebenen Kreises  m,  resp.  deren  Verlängerung,  ergeben 
sich  als  Durchschnittspunkte  mit  der  gegebenen  Gerades 
a*a"  zwei  Punkte  W  und  111^,  welche  die  Mittelpnnkta 
zweier  Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  genügen. 
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1)  Der  zn  der  gegebenen  Linie  AtM"  (§.114»)  gehörige 
Berübningepol  P  (Fig.  7«)  bestimmt  sieb,  weil  (neeli  }. 
63. 3w)  l&r  einen  gegebenen  Pnnkt  (O')  und  eine  Gerade 
(M'an  Utztere  «elbet  die  siigeli5rige  Linie  gleleher 
Potenzen  ie^  die  Berdhrungfipole  Hlr  gleichartige  Berilh* 
ning  aber  In  der  Snseeren  Aehnlichkeiteaxe  alt  liegen» 
ab  Onfehecbnittapnakl  der  m  berObranden  detaden 
M'Jlt*  mit  der  Xneeeren  Aehnliebireitsaie  atf. 

Da  nun  die  Kusscrc  Aebnlichkeifsnxe  eV  die  Linie 
gleicher  Potenzen  der  conjugirten  ßeriibrungalcreiae  91' 
nnd  in^  ist  (§.  54.) ;  so  ergiebt  eich  der  Halbmeneer  O'P 
(s=  0**Pi  den  an  der  gegebenen  Geraden  ÄfM"  gebSrigen 
Beathnninngakreiaea  P,  Hür  den  Fall,  daae  der  Snaaere 
Aebolicblreitskreie  V  die  gegeben«  Gerade  aV  acbneldel; 
alebald  dnreh  die  gerade  Vetbindnag  den  Polen  P  mit 
elneni  der  Dnrehaehnittspnnirte  O'  oder  O^.  Hierdnreh 
beatinimt  eleh  ein  Paar,  und  zwar  das  der  gegebenen 
Geraden  ilfilf"  augeburige  Paar  Berflbruogspunkte 
und  scbnelier,  als  nach  {.114.3.  da«i  dem  Kreise  m 
ungehörige  Paar  Berührungspunkte  b'  und  b^. 

2)  FClr  den  Fall  aber,  daaa  der  fiuaaere  Aebniicbiceitakreia 
It  die  gegebene  Gerade  aV  nicht  achneidet«  und  man 
die  Beitthrnogapnnkte  B  und  unabhängig  von  den 
Bertfhrnngapnnktea  b'  md  6*  dee  Krehiea  m  beatimmen 
wellte«  nehme  man  In  Betrafiht«  daea  die  gegebene  Liaki 
a'a''  die  Linie  gleicher  Potenzen  iat  zu  dem  änaaeie« 
AebnIlchMtakreia  K  und  dem  Beatunmnngakfela  P  der 
Berührnngapoakte  B'  nnd  B^p  und  suche  zu  dem  iusseren 
Aebniicbkeitslnela  tC,  der  gegebenen  Geraden  a'a**  als 
gegebene  Linie  gleicher  Potenzen,  and  dem  Pole  aU 
Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises,  diesei)  zweiten  Kreis 
P  selbst;  so  ergeben  sich  daun  die  Berührungspunkte 

und        als  Durchscbnittspunkte  desselben  mit  der 
gegebenen  Geraden  M*M*\ 


Aufgab^.  Ehi  Krale  et  und  «irift  gerade  Linien  M'M*'  und 

a'a"  sind  ge|?eben  (Fig.  8.);  man  soll  einen  Kreis  UI  hoschreiben, 
deeae»  Mitteipunki  ia  eiaer  der  geg/abetteu  Gefaideu.  a'a"  ^e^^u^ 


416     Ker%:  lieber  die  Aufgabe^  einen  Kreis  %u  beschreiben ^ 


der  die  andere  gegebene  Gerade  M'M"  und  den  gegebenen  Kreis 
m  ungleicbartig  berührt,  d.  b.  den  Kreis  m  einschliesst  und  die 
Gerade  M'M"  ausscbliesst. 

Auflusung.    Man  bestimme: 

1)  die  innere  AebnÜchkeitsaxe  a%  (der  innere  Aehnüchkeits- 
punkt  3  ergiebt  sich  nach  %.  31.  und  nunmehr  die  Axe 
a3  selbst  nach     103.) ; 

2)  den  inneren  Aehnlichkeitskreis  3  (nach  §.40.).  Der  Haupt- 
punkt Q  der  inneren  AebnÜchkeitsaxe  ergiebt  sich  als 
Durchschnittspunkt  dieser  Axe  mit  der  gegebenen  Ge- 
raden a'a"  (§.  110.  2.),  und  nun  bestimme  man  den  Haupt- 
kreis Q  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  (nach  §.  110.2.). 

3)  Zu  diesem  Hauptkreis  Q  und  dem  gegebenen  Kreise  m 
bestimme  man  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt 
sich  deren  Durchschnitt  mit  der  inneren  AebnÜchkeits- 
axe a3  als  Pol  der  Berührungspunkte      und  b\ 

Schüesslich  verfahre  man  ganz  nach  114.  4)  und 5); 
so  erhält  man  in  der  Geraden  u'a"  zwei  Punkte  XÜ^  und 
nt^y  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind,  die 
beide  der  Aufgabe  genügen. 


§.  117. 

I3ro  auch  für  ungleichartige  Berührung  die  der  zu  berühren- 
den Geraden  M'M"  zugehörigen  Berührungspunkte  und  (ana- 
log {.115.  (uT  gleichartige  Berührung),  unabhängig  tod  den  Be- 
rührungspunkten und  6^  des  Kreises  m  zu  bestimmen,  lege 
man  von  dem  Durchscbnittspunkt  der  zu  berührenden  Geraden 
M'M"  (Fig.  8.)  mit  der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  «3  eine  Tangente 
an  den  Hauptkreis  Q  und  beschreibe  mit  derselben  einen  Kreit 
P';  so  schneidet  derselbe  die  zu  berührende  Gerade  M'M"  in 
den  verlangten  zwei  Punkten  B^  und  B^. 


8-  118. 

Wird  der  Halbmesser  des  Kreises  m  (Fig.  7.  und  8.)  unendlich 
klein ,  geht  also  der  Kreis  m  in  einen  Punkt  über  (Fig.  9.) ;  M  • 
fallen  mit  dem  Punkt  m  zusammen :  der  äussere  Aehnlichkeitspunkl';' 
9C  und  der  innere  3»  ebenso  der  äussere  AeboücbkeiUkreis  SC  und 
der  innere  3  (§.  42.). 

Da  nun  sowohl  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  wier^ 

.  I 
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<]ie  lauere  aut  na"  senkrecht  stehen;  so  fallen  auch  diese 
Linien,  so  nie  ihre  Hauptpunkte  O  und  Q  in  einander.  Es 
tritt  uun  der  Fall  ein,  dass  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  9t 
fHe  gegebene  Gerade  a'a"  nicht  schneidet;  daher  ist  zur  Bestim- 
mung des  Haiiptkreises  ()  von  dem  Hauptpunkte  O  eine  Tangente 
an  den  äusseren  Aehnlicfikeitskreis  ?C  zu  legen  (§.114.3.),  also 
in  vQrlier;cndem  Falle  O  mit  %  (d.  h.  dem  gegebenen  Punkte  m) 
durch  eine  Gerade  Om  zu  verbinden.  . 

Femer  fallt  »'(35")  mit  3  (d.  h.  dem  sejzLbener)  Punkte  m) 
r.ii^aniiTicn  und  man  erhält  zur  Bestimmung  des  Halbmessern  des 
Hauptkreises  Q  die  gerade  Verbindungslinie  Qm  des  Hauptpunkte« 
Q  mit  dem  gegebenen  Ponkt  tn,  so  dass  also  auch  die  Hauptkreise 
0  und  Q  zusammenfalieD. 

Ei  geht  bienias  hervor»  dass»  wenn  der  Kreis  m  (Fig.  7.  u.8.) 
in  einen  Pank!  fibergebt,  die  Aofgnben  der  $$.  114  und  116.  «leb 

vereinigen. 

$.  119. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  gerade  Linien  u'a",  M'M"  xmä  ein 
i^uukt  m  gegeben  (Fig.  9.);  man  soll  einen  Kreis  III  beschreiben, 
dessen  Mittelpunkt  in  der  gegebenen  Geraden  a'a*'  liegt,  der  die 
Gerade  M'M"  berührt  aod.sagleicb  durch  den  Punkt  m  gebt 

Aufläsung  dieser  Aufgalie  folgt  nach     118.  leicht  aus  den 
§{.114.  und  116.»  daher  die  einfache  Regel: 

Man  fiUla  dnich  den  gegelienen  Pnnkt  »  auf  die  Gerad»  «'n" 
•ine  Soibrachte^  welehe  diese  €temde  n'o"  in  O  nnd  die  gegeliene 
Gerade  BtMf  in  P  sebn^det.  beschreihe  ans  O  mit  Om  einen 
Kreis»  lege  an  densellien  von  P  ans  eine  Tangente  und  besehreibe 
mit  derselben  ans  P  einen  Kreis»  so  schneidet  dieser  die  gege- 
bene Gerade  in  den  Berflbmngspanicten  B'  und  0*  zweier  Kreise 
%'  und  WP,  welche  beide  der  Aufgabe  genflgen.  Die  Mittelpunkte 
W'  und  IIP  d  ieser  Kreise  erhfilt  n»au  als  Durchschnittspunkte  der 
^vX  M'M'*  in  den  Berührungf?[iLinkten  B'  und  errichteten  Senk- 
rechten {B'V^'  nnd  ß^^)  mit  der  gegebenen  Geraden  a*a*'. 

Es  ist  ans  den  §$.  112.  nnd  119.  leicht  absnleiten»  wie  nun 
verfaliren  müsse,  wenn  die  Aufgabe  gestellt  sei:  Einen  Kreis  Hl 
an  beschreiben,  dessen  Mittelpunkt  in  einer  gegebenen  Geraden 

Thcil  xxvui.  2a  ^ 
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afaf*  zu  liegen  und  der  einen  gegebenen  Krei«  M  (eine  gegebei« 

Gerade  M'M")  in  einem  besiuuiuten  Punkt  m  xu  bertihreii  babtb 

4 

5.  121. 

Bdillt  der  Krele  m  (Fig.  7.  und     in  Miaar  Pariphoifo  iiini 

einen  festen  Punkt,  wird  aber  dabei  sein  Halbmesser  uneodlkft 
grosis  gedacht;  so  i^rht  der  Kreis  m  in  eine  gfrado  Linie  m'm", 
und  zwar  in  die  Tan^jeute  seines  festen  Punktes  lihor  \%\ 
und  die  Auf'yabö  verwandelt  sich  in  lii''  Jiestimmujii;  eines  Kreises 
dessen  Mittelpunkt  lu  einer  Geraden  aV  liege  und  der  zwei 
Gerade»  M'M^'  nnd  m'm'\  xu  berCibren  habe.  Hiarbei  ikllen  ana* 
aare?  and  innerer  Aehnlicbkeitspunkt  9t  und  3  unasdlich  weift  «If 
mid  swar  In  Richtnagant  wdcba  denHalbiningslinian  dar»  vaa  im 
SU  berfihrenden  Linien  JITüf"  nnd  m'm"  gablldaten«  Nabamiinkil 
(n^NJIt  und  wfNM")  entsprechen  (§.  36.). 

Nehmen  wir  an,  dar  inaaara  AahaJicbkaitapankt  K  Calle  in  die 
Richtung  dar  den  Winkel  mfNM'  halbirandan  Linie;  ao  ftllt  dir 
innere  AehnHchiceiti^punkt  3  in  die  den  Nebenwinkel  w^NIf  bal- 
bircnda  Rlchftang  (§.  37.). 

Unter  diaaar  Varauaaatzvng  ßUlt  der  lussera  AehnHchkeHi- 
kreis  W  mit  dar  HalblrungaUnia  dieaaa  Nabanwinkala  mfrar 

und  der  innere  Aehnlichkeltskrela  mit  der  Halblrungsünie  jen«i 
Winkels  m'NM*  zusammen  (§.6(f.).   Da  der  äussere  Aehnllchkeiti- 

punkt  5C  und  der  innere  3  unendlich  weit  wes^fallen,  so  i^t  dieses 
auch  der  Fall  mit  der  äusseren  Aehnlii  it ^av»-  //vC  uuti  iwir  der 
inneren  ff5  und  foli^lich  auch  mit  den  Hau|»f[  imUi  n  O  und  Q 
dieser  Axen  und  n\\i  den  Polen  P,  (P^),  p,  (pO  der  Berühningi' 
punkte  als  Punkte  dieser  Linien  iM  und  a3- 

INun  fecbiit'idet  der  äussere  Achnlirlikriukieis  5C'5r"  die  g^** 
bene  Gerade  n'a"  in  dem  Punkt  W  und  der  innere  AehnüchkeitS' 
krt'is  ^»chneidet  sie  in  dem  Punkt  Q'  und  die  coordinirtto 

Durchschnitt^punkte  O**  und  Q'*  fallen  unendlich  weit  weg. 

Da  aber  der,  der  gegebenen  t^oradcn  M' M" {m'm")  entspre» 
chende  Pol  P(p)  der  Berührungsjiiinkte  in  dor  Linie  M' M"{m'm'*) 
unendlich  weit  wegfällt;  so  ist  lür  gleicfiartiiic  Herührung*)  dcf 
Bestimmungskrels  der,   der  Linie  M'M" {m'm")   entsprechenclti  i 
Berührungspunkte  die  durch  ö*  auf  die  Gerade  M'M'*  {m'm*^  §h 


Lin  eigfiitlirher  Coiiitr«rtion«-Untcrschiod  zwischen  g-lelchartig^cf 
und  ungleichartiger  Uerührung  kaon  hier  (nach     69,)  oidit  ■tatliadi» 
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Wte  Senkrechte  P'P"(py').  aleo  ihr Burchschnitt  ß\b*)  mit  der 
CtamdeB  ätM^mCm*')  ein  BerührungspiiDkt  dieser  Linie.  Es  folgt 
hieraus,  dass  der  Mittelpunkt  Hl'  des  eDtsprechenden  Berühnrng«- 
kieises  mit  dem  Punkt  (y  zusammen,  der  BerfllmiDgspnnkt 
(iß)  aber,  also  aveh  der  Mittelpunkt  DI*  den  entapreehenden  mit 
eonjogiften  Kreiaee,  sowie  dieser  Kiela  m*  aelbst,  nnendlieli 
veit  weg&Uen.  Ebenao  erhllt  man  Ifiriingleicliartige  Berdkning*), 
dase,  wen  der«  der  gegebenen  Geraden  jlff^'(m'm'0  entaprecbende 
Pol  P'(p^)  der  Befübrungspnnkte  In  der  Linie  Jf'ilf'' (m'm'O  w 
eadlicb  weit  wegföllt,  der  Beatlmmnngakteia  der,  der  Linie  ÄtJf 
(wW)  estspreebenden  Berdbraogspnnkle  die  darcb  Q*  auf  die 
Gerade  M*M'*(m'm^  gefölite  Senkrechte  P^'PJ"(p^'p'''),  also  ibr 
Durchschnitt  B^b^)  mit  der  Geraden  MM'im'in")  ein  Be 
punkt  dieser  Lioie  ist.  Und  ferner  folst,  dasi^  der  MitteJpuokt 
W  des  entsprechenden  ßerlihrllr)^8krei$e$  mit  dem  i^inkte 
zusammen,  der  liertihrungHpunict  aber,  also  auch  der  Mittel- 
ponkt  nt^  des  entsprechenden  mit  JXl^  conjugirteo  Kreises,  sowie 
dieser  Kreis  selbst,  uneodiicb  weit  wegtailen. 

j.  122. 

Aufgabe.  Gegeben  sind  drei  gerade  Linien  M'M",  m'm", 
a'a"  (Fig.  ]2.)i  man  «oll  einen  Kreis  beschreiben,  der  die  iwei 
ersteren  Geraden,  M'M"  und  m'm'\  berührt  und  dessen  Mittel- 
pankt  in  der  letzteren,  a'a'*,  liegt. 

Anfl5sang  dieser  Aufgabe  entbSlt  bereits  {.  ISl.  nnd  ans 
Heist  dl«  elnfaebe  Regeh  Man  balbire  den  toh  den  gege* 
litten  md  sn  beHlbrenden  Linien,  M*MS^  «id  m^m'',  gebildeten 
Winkel  9/19 M**,  sowie  seinen  Nebenwinkel  mtIfM\  so  scboeiden 
die  entsprechenden  Halbirungslinien,  nnd  3^'',  die  gegebene 
•erade  a'a"  in  zwei  Punkten  W  und  Hl*,  welche  die  Mittelpunkte 
iweier  Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  genügen. 

Die  entsprecbenden  Berfibrnngspankte  B%  b'  nnd       ^  «r- 
sieb  als  die  Darehacbnlttspunkte  der  von  den  gefnndenen 
MMBlpnakten  91'  und      anf  die  gegebenen  Geraden  dtM^  nnd 
<^  gdkllten  Senkiecbttn. 

«iftrte  Abtfaieiiuog  die«er  Abhasdiuog  folgt  im  eiBCin  der  n&chftes 

Heffle« 


^  *)  9.  ▼orlge  Seite. 
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XXII. 

Ueber  den  Gebrauch  der  Spiegel -Sextanten  bei  geo- 
dätischen Messungen.  .«.mimu 


Von 

dem  Heraasgeber. 


,  Dass  zu  allen  geodätischen  Messangen  der  die  Winkel  80- 
gleich  auf  den  Horizont  projicirende  Theodolit  das  geeignetnte 
und  beste,  die  meiste  Genauigkeit  gewährende  Instrument  i«t, 
kann  keinem  Zweifel  unterw^orfen  sein ;  aber  freilich  unterliegt  sein 
Gebrauch  nicht  unerheblichen  Schwierigkeiten  und  Unbequemlicb* 
keiten,  und  namentlich  ist  der  Transport  auch  des  leichtesten  und 
einfachsten  Instruments  dieser  Art  immer  beschwerlich  und  nicht 
unter  allen  Umständen  leicht  zu  beschaffen,  auch  mit  Kosten 
▼erknQpfl,  weil  er  immer  einen  Hülfs- Arbeiter  voraussetzt.  Wer 
namentlich,  wie  der  Herausgeber  dieser  Zeitschrid,  selbst  einsame 
Spaziergänge,  sei  es  auch  nur  zu  seinem  Vergnügen,  zu  gelegent- 
lichen geodätischen  Aufnahmen  benutzt,  um  sich  nach  und  nach 
ein  Bild  der  Umgegend  seines  Wohnorts  zu  verschaffen,  ist  notb- 
wendig  auf  die  Anwendung  eines  anderen  Instrumentes  hingewie- 
sen.   Kein  besseres  Werkzeug  zu  diesem  Zwecke  besitzt  aber 
jetzt  nach  meiner  Meinung  die  Wissenschaft,  als  den  Spiegel* 
Sextanten,  der  von  mehreren  geschickten  Künstlern  gegenwärtig 
bei  ungemein  kleinen  Dimensionen  mit  sehr  grosser  Vollendung 
und  Genauigkeit  angefertigt  wird.    Aber  freilich  hat  dieses  In- 
strument  für  den  vorliegenden  Zweck  den  Nachtheil,  dass  damit 
nicht  die  auf  den  Horizont  projicirten  Winkel,  sondern  die  mei- 
stens in  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebenen  liegenden  Wiokal 
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selbst  gemessen  »rerdefi,  so  dass  dieselben,   bevor  sie  in  die 
ReehnuDg  eingeführt  werden  krmnen,  immer  erst  noch  auf  den 
Horizont  projicirt  oder  reduciit  werden  müssen,  wozu  die  Messung 
der  iNeigungswtnlcel  ihrer  Schenkel  gegen  den  Horizont  erforder* 
ticii  ist.   Diese  Neigungswinkel  lassen  sich  bekanntlich  allerdiugs 
aach  mit  dem  Sextanten  messen,  woza  aber  erfordert  wird,  dass 
nan  einen  Quecksilber  •  Horizont  bei  sich  führe,  was  zwar  niebt 
Mbr  beschwerlich  i^t,  da  diese  Horiionte  bekanntlich  in,  die  GroMe 
gewöhnlicher  fonder  Tabacksdosen  nicht  übersteigende  Domo 
engescblocaen  werden,  aber  in  der  Tbet  nicht  viel  nflt^t,  well  die 
Beobecbtnng  vom  Qnecksilher-IlorlsoDte  anf  rreiem  Velde«  wo 
iMB  den  Horisont  imnittelhar  auf  den  Erdbeden  anfaestellen  ge- 
■Mbigt  iet»  bfinfig  nor  mit  groeeer  Beecbwerde  aocgefllhrt  werden 
kamiy  viele  Zeit  In  Ansprach  nioiml»  nnd  die  eecUlirenden  Bewe- 
gungen dea  Qneckailbere  nur  aelten  vellatändig  anfhSren,  wem 
dann  aller  bauptsicfaiicb  noch  kommt ,  daaa  die  entfernten  lam- 
atrisehen  Objecto  meiatena  ao  achwach  beleuchtet  und  die  au 
messenden  vertikalen  Neigungswinkel  meistens  so  klein  sind,  dass 
deren  Bestimmung  mit  dem  (^ueck^^ilberhorizont  ganz  unthunlich 
uüd  unausführbar  Ut.    Daher   ibt  nach  meiner  Meinung  dieses 
HülfsniiUel  zur  Messumj;  <ler  vertikalen  Neigungswinkel  bei  geo* 
d&tischen  Messungen  mit  dem  Sextanten  ganz  zu  verwerfen,  und 
man  ist  daher  genuthigt,  noch  ein  besonderes  Instrument  zur  Aus- 
führung dieser  Messungen  bei  sich  zu  fähren,  was  zwar  leicht  in 
hinreichender  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  erdacht  nnd  construirt 
werden  kann,  aber  den  Beobachter  auf  seinen  einsamen  Excur* 
siooen  doch  unter  allen  Umständen  sehr  belästigt  und  beschwert. 
In  einem  ao  gana  ebenen  Lande  wie  daa  Kfistenland,  welches  mir 
die  Vorsehung  zum  Wobaaitze  angewiesen  hat,  lässt  sich  frei* 
lisb  die  Rednctioo  der  gemessenen  Winkel  auf  den  Horizont  mei- 
atena gana  vemachlässigen,  ohne  die  Genauigkeit  der  Resultate 
taeseatlieb  za  beeinträchtigen,  und  der  Sextant  lat  in  der  That 
eAen  biiifig»  namentüch  firtlber»  bei  Landesvennesaqngen  wohl 
In  dieeer  W«ae  mit  Vortheil  angewandt  worden»  worBber  man 
&B.  die  viellefcbt  faat  etwaa  an  warme  und  die  Kraft  dea  Inatni- 
«Mfea  etwaa  flberachXlaeiide  Empfehlung  t.  Zach*a  in  der  Mo» 
iatlichen  Correapondena.  TbLIIL  18DL  S.5iauadS.51L 
amhaehe«  kai^n,  wenn  auch  an  dieaer  Stelle  nicht  geradeau  be* 
markt  wird,  daaa  die  RedacHen  der  gemeaaenen  WlnM  auf  dea 
Horizont  überall  onterJassen  worden  aei,  was  jedoch,  wenn  ich 
nnch  recht  erinnere,  v.  Textor  an  einer  anderen  Stelle  in  Bezug 
auf  &eine  in  dem  theilvveise  gleichfalls  sehr  ebenen  Westphalen 
ausgeführten  Mefisungen  ausdrücklich  bemerkt.    In  Gegenden  aber, 
die  eiaigermassseD  erhebliche  Erhöhungen  des  Bodens  darbieteo» 
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(u>  Jede  I 
doliten  die 


Reductioii  der  mit  dem  Sextanten  in  gegen  den  Ho« 
ten  Ebenen  gemessenen  Winkel  auf  den  Horizoot 
Bedingung  vernachlässigen,  und  da  die  besondeft 
zur  Ausführung  dieser  Reduetion  erforderlicheo  Data, 
mit  hinreichender  Deutlichkeit  glaube  dargelegt  tu 
allen  Umständen  Beschvrerden  mancherlei  Art  her- 
ivill  ich  mir  erlauben,  in  diesem  Aufsatze  ein  beson- 
liie-System  mit  dem  Spiegel-Sextanten  zu  entivickeln, 
omittelbare  Messung  der  Neigungswinkel  der  betreff 
itslinien  gegen  den  Horizont  gar  nicht  erfordert,  und 
^ur  Kenntnis»  der  horizontalen  Projection  der  aufzu- 
Aftfilldj.  MAllßfiLJ^lIjsJL^^ur  Kenntniss  der  Hühenver- 
^  png  gezogenen  Punkte  fuhr 

[  .        L-elcher  mittelst  des  The 

f  aen  Horizoni  pf       ren  Winkel  gemessen  werde 


ist  bekanntiicn  auf  eine  mit  alter  nur  möglichen  Genauigkeit 
messende  horizontale  Grundlinie,  Basis  oder  Standlinie  zu  gründen« 
Bei  jeder  mit  dem  Spiegel-Sextanten  auszuführenden  geodätisches 
Messung,  bei  fi^elcher  nur  die  in  gegen  den  Horizont  geneigteo 
Ebenen  liegenden  Winkel  mit  dem  Sextanten  gemessen  worden,  mu 
man  dagegen  von  einem  Dreiecke  ausgehen,  dessen  auf  den  Uoriz 
projicirte  Seiten  mit  aller  nur  möglichen  Genauigkeit  gemesse 
und  für  dessen  drei  Spitzen  oder  Ecken,  die  Höhen  über  einer 
beliebig  angenommenen  Horizontalebene  oder  auch  nur  die  reia- 
tiven  Höhen  gleichfalls  mit  aller  nur  möglichen  Genauigkeit  be* 
stimmt  worden  sind;  überhaupt  also  kann  man  sagen,  dass  jeder 
mit  dem  Sextanten  auszuführenden  geodätischen  Aufnahme,  bei 
welcher  nur  die  In  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebenen  liegen- 
den Winkel  selbst  gemessen  werden,  drei  Punkte  zu  Grunde  ge* 
legt  werden  müssen,  deren  Lage  im  Räume  man  auf  irgend  eine 
Weise  mit  aller  nur  möglichen  Genauigkeit  bestimmt  bat»  nnd 
diese  drei  Punkte  treten  bei  einer  Messung  von  der  in  Rede 
stehenden  Art  ganz  an  die  Stelle  der  einer  Messung  mit  dem 
die  Winkel  auf  den  Horizont  projicirenden  Theodoliten  zu  Grunde 
so  legenden  Basis  oder  Standlinie.    Dass  man  bei  Messungen 
der  ersteren  Art  nicht  wie  bei  Messungen  der  zweiten  Art  mH 
iwei  Fundamentalpunkten  ausreicht,   sondern  drei,  Fundamental- 
punkte nöthig  hat,  liegt  darin,  weil  man  bei  jenen  Messungen  wie 
bei  letzteren  die  Projection  der  Gegend  auf  den  Horizont  kennei 
ZQ  lernen  wünscht,  aber  nicht  die  aaf  den  Horizont  proji'*' 
Winkel,  sondern  die  wirklichen  Naturwinkel,  oro  so  za  # 
misst,  ond  weil  man  zugleich  aach  znr  Kenntniss  der  HOb 
bältnisse  der  in  den  Kreis  der  Aufnahme  gezogenen  Objeo 
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UngM  iviU,  was  iiiaii  M  Aofpitowi  aiil  6mm  Tho^dollfteo  wdoig- 
■teos  in  den  »«isteo  Fäll«o  nicht  bealMicbtigt  oder  niebt  uiibadlDgl 

2u  beab^ichtis^cn  braucht.  Dies  ist  im  Allgemeinen  der  Grund» 
gedanke,  tleni  (Ja.s  Aulnahnie- System  mit  dem  8juegel-Sextanten, 
da8  ich  in  diesem  Aul^atze  etwas  näher  zu  eotH-it:keln  beabsich- 
tige»  «euie  £Dt«tehung  verdaokL 

Wie  man  steh  die  KenntnlM  der  gcgeaselHiseii  Lage  der  drei 
f  aodaineiitalpeokte  im  Räume  Terwhaffen  kane,  biaaebt  bler  eicht 
wiMttflg  aas  eloanllh  gesetst  ze  werden.  Bemerkt  mag  nnr 
werden,  dass  man  aqf  einem  möglichst  ebenen  ond  'horizentaleii 

Terrain  drei  mugfichst  weit  von  einander  entfernte  Punkte  aus* 
wählen  wird,  deren  horizontale  Entfernungen  von  einander  durch 
die  bekannten  Mittel  zur  Längenmessung  mit  aller  nur  mot^Iicbco 
Genauigkeit  bestimmt  werden  müssen.  Die  Höhenunterschiede 
der  drei  Fundamentalpunkte  wird  man  aber,  wie  es  mir  scheint, 
am  bf>9ten  und  mit  der  grössten  Genauigkeit  durch  ein  genaues 
Kivellenient  ermitteln,  wozu  Ireilich  dem  Beobachter  ein  gutes 
Nlvellirinstrument  zu  Gebote  stehen  muäs.  Dass  man  5$!ch  auch 
anderer  Hiilfsmittel  bedienen  konnte,  versteht  sich  von  selbst* 
aber  da«  vorher  angedeutete  VerfahrcTi  scheint  mir  das  beste  zu 
sein  und  die  gross te  Genauigkeit  zu  gewähren,  voraosgesetal^ 
dass  die  drei  Fundamentaipnnkte  auf  einem  mSgticbst  ebenen  und 
horizontalen  Terrain  angenommen  worden  sind,  was  ja  beInmitMck 
auch  bei  der  Annahme  der  Endponkte  einer  jeden  zu  messenden 
Easb  oder  StamlBnie  besonders  sn  beachten  ist  Bat  man  non 
aber  die  tilge  der  diel  Fnndamentalpvnkte  genau  bestimmt,  so 
kann  die  ganze  flbrige  Messung  bloss  mit  dem  Sextanten  aiisge- 
Mit  wetden»  mid  redeoirt  Mtt  led%lieh  anf  die  Avflilsaftg  der 
Mgendee  Atffgabes 

Wenn  die  Lage  dreier  Punkte  Aq,  Ai,  A2  im  Räume 
gegeben  ist,  und,  wenn  M  einen  vierten  seiner  Lage 
im  Räume  nach  noch  unbekannten  Punkt  bezeichnet, 
in  den  Punkten  A^,,  A^,  A^  die  vier  Winkel  AiÄqJ^, 

A^AqM t  AqAiM,  A^A^M  der  Dreiecke 

messen  worden  sind,  die  Lage  des  Punktes  üf  zu  lie- 

stimmen. 

Man  kann  diese  Aufgabe  auf  verschiedene  Arten  anflSsen, 
iauner  aber  wfard  die  Auflösung  und  die  dnreh  dieselbe  nCthig 
gemachte  numerische  Rechnung  nicht  gans  einfach  ausfallen  kiki- 
neu.  Die  folgende  amlytisehe  AuflQsnng  sch^t  mir  die  grusste 
AUgeroeioheit  daraubieten  und  Insbesondere  dadurch  sich  su 
empfehlen,  dass  sie  ein  ZuHIckgelien  auf  eine  Figur,  sowie  eine 
üaterscheidung  verschiedener  Fälle,  gar  niclrt  erfordert 
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Ein  rechtwinkliges  Ceerdlneteiuiyeteai  m  Gnmik  legeei» 
wolleo  wir  die  gegebenen  Coordineten  der  drei  Pimlrte  Aq,  Ag, 

respective  durch 

*e*  ^Bt  ^9  Oiv^ifCjit  Oet  Ci 

bezeichnen.  Werden  dann  ferner  die  18(F  nicht  fitiereteigendeB 
Winicel»  welche  die  beiden  von  dem  Punlite  eoegelMBd  ge- 
dachten Linien  A^x  nnd  4o4e  den  poeittf  en  Theiien  dir 
drei  Coordinmtenasen  einechiieeeeD,  respe^fe  dordi  ^9  ßi9% 
und  ya  bewictnet;  ee  I^Onnen  dieee  Winkel  und  die  IwideB 

Entfernnngen  AqAi  und  AqA2  aus  den  gegebenen  Coordinateo  dei 
i^uiikU'  Aq,  A^y  J.^  leicht  auf  loluLMnle  Art  berechnet  werden. 
Die  Entfernungen  ^o^i  und  AqA^  üudet  mau  luiiteUii  der  Farmein: 

'Ä^i  -  V  (üjt  -  flo)'  +  (^1  - +  (ci-c^\ 
3o4i=  V  (a,-ao)«  +  (6a-6o)H(Ci-Co)*; 


und  sur  Beredinnng  der  Winkel  Ug,  ßip  fi  und  ket 
den»  die  einlaeken  Auedrflcice: 


und 


AoAi 


•^o^*e  /lo-^s  ^o*^ 


Die  Berechnung  der  Entfernungen  A^^Ax  und  .lo'^2  mittelet  der 
obigen  Formeln  erleichtert  man  sich  dadurch,  dase  man  die  UfiNi* 

winke!  a>|,       und  coj»       uiiUeUt  der  Formeln 

.  bi  60       X        -  <^ 

tang  w.  =  —  - — -  i   tang  Oi  =   =^  cos  a>i 


und 


.  62   A  —  C%^Cq 


berechnet;  denn  dann  ist,  wie  man  leicht  findet: 
Ai^At  :=val.ab6. — ^' — »    ^0'^2=val*ab8. — ^    "*Sr  ^ 

und  auf  \j^.\\\z  ähnliohe  An  kamt  man  auch  noch  die  Entferoonf 
AiA%  mittcUt  der  Formci 
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Dtt  MMw  puft  in  jedem  der  beiden  Dieiecke^^|JV  und  A^AJi 

mat  Seite,  A^Ä^  und  Äi^A^,  und  die  lieidai  dmn  liegenden»  üK 
den  Sextanten  geneseenen  Winkel  kennt»  eo  iaeeen  nick  die  dtol 
Eotfenrangen  AqM\  Aji,  A^M  den  Punktes  JV  Ton  den  drei 
Ptanlcten  Aq,  Ai,  A^  leicht  berecim^n,  und  diese  Entfernungen 

lOnoen  also  im  Folgenden  als  bekannt  angenommen  werden«'  Be* 

zeichnen  wir  der  Kürze  \\eL;cn  die  beiden  mit  dem  Sextanten 
gemessene»  Winkel  AiAqM  und  A^ÄqM  respective  durch  und 
ji^j  "fid  die  180*^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  von 
dem  Punkte  Aq  ausgehend  gedachte  Linie  A^^jU  mit  den  positiven 
Tbcilen  der  drei  CoordinatenaxcT)  einscbliesst,  durch  g?,  ^,  eo 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  drei  Wiokei  die  drei  foigendSn 
Cikickungen: 

cos|ii  scossi  C0S9  -|-  cesA  cos^  -f  cosfi  cosx* 

ces  ^  -h^cqs^  +  coey^a:  L 

Wenn  dle'drsl  Punkte  Au'A^  In  gerader  Linie  11^«  ee 
wlie  offenbnr  mit  Besiehnng  der  eberen  otod  «nteren  Zeleben 
snf  einander!  * 

tomti^^±eoBmg,  CM/^^dieos/}^»  GOS|!|Ss;i:ces|>|^ 

C08^=:£^  cosft| 

und  die  swei  ersten  der  drei  efb^en  Gleiehongen  würden  daher 
bi  eine  svsamnienfalJen»  also  die  Bestlmmnng  der  Wiokei  9»»  ^.  % 
nitlelst  der  obigen  Glelchnngen»  ned  daker  anck  die  BesHmninng 
der  Lage  des  Punktes  M  ans  den  angestellten  Beobacbtnngen» 
Mt  niOglick  sein,  was  anek  okne  diese  analytiscke  Betracbtong 
•ogleicb  in  die  Augen  Clilt.  Man  ,^ekt  daher»  dass  die  Punkte 
A>>  Alt  A2  nie  in  einer  geraden  Linie  liegen  dürfen,  und  Aber- 
lutiipt  auch  von  der  geradlinigen  Lage  möglichst  abweichen  müssen. 

Die  drei  obigen  Gleichungen  werden  nun  mittelst  des  folgen- 
den schon  früher  in  ähnlicher  Weise  bei  anderer  Gelegenheit*) 
▼OD  mir  angewandten  Verfahrens  aufgelöst.   Den  180^  nicht  äber- 
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Man  Cberaieht  leicht,  daM  der  Winkel  A  der  Winkel  Ag^A^ 
im  Dieiodui  A^A^  ielt  ee  daee  dieeer  Winkel,  wenn  nnn  rfck 
der  vfrheiBeiienden  Formeln  nielit  bedienen  wellte^  eidi  andi 
ndHelel  der  befauinten  Formeln  der  ebenen  Trifonomelrle  «ne  den 

drei  nach  dem  Obigon  bereits  liekannten  Seiten  dea  in  Rede 

Ktcheudiin  Dreiecke  bercchttea  lassen  würde.  Uieraui  iiereclioe 
man  die  drei  Gruaaeo  C  miUeiat  der  Formein 

-    (coa<^'^coa<%cQa<^)coefit  -f  (cQac%— coafl^coaift)coaf% 
«  ii^^K  • 

jt    (coaft — coa^coa^)coafit  -f  (cog/^— coa/^tcoa^)coa|ia 
'  eioA»  ' 

/♦    (coe/i — coay^  coa  itl)  coa  ^  -f  (cosya-^coayiCaai^jcoa^ 

einA» 

nod  aetze 

coe9=sJ^.jr,  eoe^=i9-fF»  eo82=C-|-^ 


Dean  flbertoogt  man  eiob  miflirdent  Icicbl  Ten  der  Richtigkeit 
der  Bwel  Glelebnagen 

A coaoi  4- B  coa^i  4*  Ccoayi    coa^it , 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

cosfH  =  coaai  coa^  -|-  eoei^i  co8^-|-eoayi  coej, 

coafi^  =  coaa^coa^  •f' coa^coa^ -f  coay^coax 

ist«  60  Ut  offenbar 

coa«| .    4- coa/^ .  F-f  eoay^ .  ZsO» 

coa4%.      coa/ä^.      co<t/a*  ^=0; 

was  mittelst  der  obigen  Ausdrücke  von  A,  B,  C  ferner  sogleicb 
au  der  Gleichung 

AX+Bri^CZ=zO 
fahrt  Quadrirt  man  dann  die  drei  Gieichnngen 

coBip^A-^X,  coB^f^siB  ^  y,  coax=<^>2 
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F*4.  Z«=  1  -  C«). 
Drfickt  nas  atm  die  GiOaaan      iB^  C  auf  folgeade  Art  aiia: 

■ 

I    caa  «t  €o»|4  +        ^i^a —        (cega^  cog|«a   con%  coafa) 

jj  C08j?|  COSfi]  -f  COS/SgCOSflf — C08iß(C0S/3i  COS^-f  C08^2^<^*^i^l) 

C_   s  5 

■o  Badet  ma«  laillelat  lelotor  Reeknaag  oilt  flOlfe  der  mia  dem 
Obigaa  bekaaateD  Gleicbaagen: 

nad  hat  also  jetat  aar  BeatinmODg  der  GrGaaan  X,  ¥,  -2  4iadMi 
folgeadea  Giaiekaogeo: 

coaoi .    4- coa  ^1 .  r -f  cos .  =0,- 

es»«%.jr-|-eos/3B.  r-f  etay^.ZasO» 

Bekanutiich  ist  eine  Grösse  van  der  Form 

fitets  positiv;  ttnd  «Pell  liao  auch  di»  GrCase  X*-\-Y^^  stets 
positiv  ist«  ao  kann,  weon  die  Aufgabe  fiberbaupt  raOglich  seia 
•oU,  die  vorstehende  GrSaae  oicht  grOaaer  als  dl^. 
•0  daaa  wir  also 

cos@  =  V  (^^^  j  +  -2^.^casÄ, 
f^oigUeh  nach  deai  Obigen 


Digitized 
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runer t:  üeber  den  Gebrauch  de 


zu  setzen  berechtigt  sind. 

Drücken  wir  mittelst  der  Gleiobungen 

cosai        cosßi .  F+cos/i .  Z=0, 
cosa^.  -Y-f  cos/Jj.  F-f-co8y2'  Z  =  0 

die  Glossen  F*,  Z  beide  durch  ^  aus,  so  erhalten  wir: 


y  cosyi  cos  »2  —  cos«!  cosya  ^ 

cos    <^08    — COS    cos /3a  ' 


Z= 


8  ßl  COS  0(2 


I 

IHPIp  y||||||pi^'«>o|'2  2       \*\f8yi  COS 

also«  wie  man  leicht  findet, 

X*-^  Y*-\-Z*  ^  1  —  (cos  g|  cos  ce,  -f  cos    cos  ß^  -f  cos    cos  y»)* 
2i*  (cos    cos  ya  —  cos  yj  cos  ß^)* 

oder  nach  dem  Obigen: 

jr»+F«+Z2  sinÄ« 


Folglich  ist 


(cos    cos  y^  —  cos  yi  cos  /S^)*  * 


(cos    cos  yj — cos  yi  cos  |32)  si  n  ^ 
:  ^inÄ 


und  daher  nach  dem  Vorhergehenden  überhaupt  mit  Beziehung 
der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

(cos  ßi  cosya — cosyi  cos  P2)  sin  S 
Bin  Sl 

•  • 

(cosyi  cosoj  —  cos  Ol  cos  y^)  sin  B 


:  (cos  C|  cos  ß^ — cos  ß^  cos     sin  ^ 

sioA 


Setzt  man  der  Kürze  wegen: 


 cos   cos 


008  or^ 


cosß^ 


_  cosyi 


in 


•  I»» 
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Cs=  Ai (Ai       €09^)4       -  Ai  coaii) ; 
cos  6=  V li^-f  it^—Siia«  CO0  A ; 

db  (^1 A^  ~       sin  A  sin  8, 

Med  hierauf: 

Sollte  oinor  der  Winkel  9,  ^,  %  der  Noll  oelir  nalie  koBiBm» 
•0  «verde  mut  eidi  bei  der  Berec^eaeg  deeeelben  eo  so  ▼erballeB 
btben,  wie  \m  ArcbU»  ThLL  Nr. XL  8*73.  geseilt  wordee  ist. 

fiezeicbsea  9m  jf«  %  die  gessdlteD  Coordinaten  Hes  l^uoktas 
M,  so  bot  ttso  so  deren  fierecbooDg  soo  die  foIgeodeoFornielo: 

f  =  Co  4"  Ä^M .  cos  x; 
ailteist  welcber  diese  Ceerdlesteii  leicht  gefundeo  werde«  ItSoneo: 

üfiserr  Aufgabe  läset  im  AIl[rrmeir\rii  rA\e\  Anllü^uneen  xu; 
welche  der  beiden  Auflösungen  genommen  ueniea  muüs,  hat  man 
10  jedem  einzetneo  Falle  besooders  zu  entscheiden,  worüber  all- 
gemeine  Regeln  natOrlich  nicht  gegeben  worden  liODoen.  Indees 
Mag  hierüber  Folgendes  bemerkt  werden,  wobei  wir  grUsserer 
Deatiichkelt  wegen  annehmen  wollen »  dsss  die  Ebene  der  xjf  die 
Horiaontaleliene  eei  Die  GleMnog  der  dorch  die  drei  Punkte 
A^9  Alt  Ä%  gelegten  £bene  sei,  wenn  wir  die  vefinderiieben 
Cescdbsten  dnreb  r»     I  bsssiehnen, 

ei  Ist 


4M  €rum€ri:  M9t  §tm09tMml^  4m 

ftbo»  irell  nach  dam  Obigen 

Hl — aQ=  ^0^1  •  €0««^,  61 — 6q = .co^^j«  0^— s: A^^^eomfi  \ 

Weil  miD  aber  oncli  den  Ubjiieii 
ist»  eo  iet  offenbar 

und  die  (jleichuns^  der  durch  di«  drei  Punkte  Aq,  Ag»  bt* 
etunmten  £beue  i«t  folglich 

Bezeichnen  wir  nuo  die  Coordinatcn  des  Punktes,  in  welehe« 
dieee  Ebene  das  von  dem  Punkte  ilf  aaf  die  Horizentaiebene  ge* 
Ittite  Perpendiicel  eeboeidet,  durch  ^r»  da  die  beiden  ereCet 
Coordioaten  diesee  Durchschnittepunkfes  offenbar  mit  den  beiden 
ersten  Coerdinaten  des  Panktoa  JU  einetlei  eiad;  ao  ist  wegvi 
Toretehender  Gleichung: 

«0)  +  ^(y— ^0)  +      -  <g  =0, 

alae 

s  — e^Ä—  2 —  f 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

x'  —  «^=—  »Aq/b, 


Digitized  by  Google 


f — Co = AqM.  CO»  j 
MM  Mn  Mbimbirtt 

oder  nach  dem  Obigen: 

s— -Z's  2  «  •AqM» 

alaoy  irail  bekaDDÜtch 

AX-^BY^  CZ  =  0 

Ist. 

oder  Dach  dem  Obigen: 

=  2  ■ 

Hieraas  sieht  man,  da«8  z  —  i!  jederzeit  mit  Z  gleiches  Vor* 
zeichen  hat.  Nehmen  wir  nun  den  positiven  Tbeil  der  dritten 
CooriJinatenaxe  oberhalb  ron  der  Horizontalebene ,  so  fässt  sich 
Folc»endes  «ai^en.  Wenn  för  Zi ,  welches  nach  dem  Obigen  immer 
iwei  absolut  gleiche,  dem  Zeichen  nach  aber  eritt,'L*e;engeset2te 
Werthe  hat,  sein  positiver  Werth  gesetzt  wird,  so  ist  auch  r — 
positiv  oder  z  >  ,  und  der  Punkt  M  liegt  folglieh  oberhalb  Fon 
der  Ebene  AoAgJ^;  wenn  dagegen  Rlr  Z  sein  negativer  Werth 
gentit  wird,  eo  iat  aoeh  s-^s'  negativ-  oder  i  <  ,  und  der 
Pnnht  j|f  liegt  IbIgKcb  nnterMb  vpn  dev  Ebene  A^iA^*  Wefm 
iito»  WM  in  jedem  einielneDL  FnUe  beaonders  n  benitbeiliBo  ial 
ud  nie  ScMerigieeiteB  unterworfen  nein  wird«  der  beiibachtete 
^kt,  dessen  Lage  beatimmt  werden  aoll,  oberbalb  von  der 

Ebene  AqA^A^  I'i«^^*  so  rouaa  man  für  Z  aeioen  positiven  Werth 
Betzen;  wenn  dagegen  der  beobachtete  Punkt  unterhalb  von  der 

Ekene  A^A%,A%  liegt,  so  mnse  man  för  Z  aeioen  negativen  Werth 
tetcen;  welche  Werth«  man  aber  in  jedem  dieaer  beiden  J?iU« 
för  X  und  F  aetzen  mnaa,  kann  nun  nie  aweifelhall  sein,  well 
kl  den  eben  9b  X,Y,  Z  entwickelten  Aoedrücken  die  oherfn  nnd 
Zeiplmn  ridi  bekaulUak  wf  elnnndev  begiclieib 
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Streng  genommen  mnss  man  die  «ämmtllchen  mit  dem 
tanten  gemessenen  Winkel  wegen  der  terrestrischen  Refraction  I 
verbessern,  bevor  man  dieselben  in  Hie  Rechnung  einführt.    Da-  .j 
Bu  bedarf  man  aber  der  Kenntniss  der  horizontalen  Entfemangeo 
der  anvisirten  Punkte  von  den  betreflfenden  Stationspuukten  und 
der  Neigungswiokd  der  Schenkel  der  mit  dem  Sextanten  gemes- 
senen Winkel  gegen  den  Horizont.    Diese  Data  verschafft  man 
•ich  mit  za  diesem  Zwecke  hinreichender  Genauigkeit  dadurch, 
dass  man  die  ganze  obige  Rechnung  zuerst  ohne  Rücksicht  auf 
die  Strahlenbrechung  fuhrt,   hierauf  in  bekannter  Weise  die  Nei- 
gungswinkel der  Schenkel  der  gemessenen  Winkel  gegen  den 
Horizont  wegen  der  Refraction  corrigirt  und  dann  aus  den  beob- 
achteten, d.  b.  mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkeln  die  ent- 
sprechenden wahren  Winkel  etwa  ganz  in  derselben  Weise  all- 
leitet,  wie  der  Schiffer  ans  den  beobachteten  oder  sogenanntiN 
scheinbaren  Monddistanzen  ^ie  eotaprecbenden  wahren  Mondk 
dlstanzen  berechnet»  vras  hier  iha  so  weniger  einer  weiteren 
ISaterung  bedürfen  wird«  weil  es  mir  wohl  erlaubt  ist, 
dieses  Gegenstandes  aof  meinen  denselben  betreffenden  An 
ha  Archiv.  T hl.  XXIV.  Nr.  XXXII.  S.  470.  zu  verweisen.  Dann 
muss  man  aber  naturlich  die  ganze  obige  Rechnung  mit  den  ve^ 
besserten  gemessenen  W^inkeln  noch  einmal  führen.    Zur  ersten 
genäherten  Kenntniss  der  horizontalen  Entfernungen  der  anvisir- 
ten  Punkte  von  den  betreffenden  Stationspunkten  nnd  der  Nei- 
gungswinkel der  Schenkel  der  mit  dem  Sextanten  gemessenen 
Winkel  gegen  den  Horizont  gelangt  man  leicht,  weil  man  ans  der 
ersten  Rechnung  genäherte  Werthe  fiir  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes M  erhält  und  auch  die  Coordinaten  der  Punkte  Aq^  Ai,  Af 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  was  hier  nicht  weiter  erläutert 
so  werden  braucht«  . 

'  Wenn  ich  auch  nicht  glaube,  dass  sich  eine  vollkommenert 
und  genügendere  Auflusung  unserer  Aufgabe  wie  die  vorher- 
gehende geben  lässt,  so  will  ich  doch  noch  zeigen,  wie  dieselbe 
atif  Indirecte  Weise  aufgelöst  werden  kann,  welches  Verfahren 
namentlich  dann  vielleicht  mit  Vortheil  in  Anwendung  gebracht 
iVerden  dürfte,  wenn  die  Schenkel  der  gemessenen  Winkel  sehr 
wenig  von  der  horizontalen  Lage  abweichen.  Wir  bezeichoep 
wieder  die  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte  Aq,  Ai,  A^  dorcll 
Oo»  bo,  Co;  Ol,  hl,  Ci;  a^,  b^,       und  die  Coordinaten  des  i« 

bestimmenden  Punktes  M  durch  x,  y,  z.    Die  Linien  AqM,  A^ff^ 

A^M  wollen  wir  durch  t/Q.  Ui  t  «2  '^^^  horizontalen  Projecti# 
nen  durch  üq,  «i »  r«,  ihre  Neigungsivinkel  gegen  die  dvsl' 
Aq,  Ai,  Ai  gelegten  Horizontalebenen,  welche  als  positif-^dir' 
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Spiefel'SejciiUUeM  äti  {/tüäuUacAeu  Me$su»gen.  433 

•i«eo=i^, 


BaieleboMi  wir  dta  hoiisoDUJeD  Ptojcctionao  d#r  Pnokto  '^i  >  ^« 
und  4f  f»«ipective  durch  4d'»  <^i't  4t'  ^1  so  kann  man  niw 
den  ung^benmi  Coordinaten  der  Punkte  A^,  A^,  A^  Inickt  die 

horizontalen  Projectioncn  A^'J^,  A,'  aJ,  Ä^A^'  der  Linien  A^yAi, 
AiA^,  Ag^A^i  und  auch  die  hurizonlaie  Projection  A^A^'A^  den 
Winkeln  AiA^A^  in  dem  Dreiecke  AoAiJ^,  natOrlick  auch  die 
Linien  A^Ai,  AiA^,  A^Aq  nelbat  berecboen*  De  man  nnn  In 
jedem  der  Dreiecke  A^^A^^J  \\m\  A^^A.^^I  zwei  Winlcel  geuiesseii 
bat^  und  die  Seiten  A^i,  J^J^  dieser  Dreiecke  kennt,  so  kann 
Jüan  io  denselben  leicbt  die  Seiten  A^^M ,  ^ijä,  Ä^,  d.  h.  nach 
dem  Obigen  dieOrfinaen  Mq,  Ui,  beiecbueo,  weiche  daher  ain 
bekannt  aogenoromen  werden  dfirfen,  Zur  Berechnnog  der  lieiden 
Winkel  Ä'Ao'M'  nnd  A^AJM'  kat  man  die  beiden  feigenden 


4(711  •  A^  A^ 

^«»•4o'4a 

in  denen  aber     ,  r| ,       neck  unbekannt  sind.    Den  Winkel 

A^' Aq  A^'  kennt  man  aus  dem  Vorherii^'lH'iiden,  und  ist  dann, 
welchen  Fall  ivir  hier  zu  lirunde  Icgrn  vMiiicn  *),  dieser  W  inkel 

dl9  Summe  der  beiden  Winkel  J^J^M'  und  A^'A^M*.  so  kat 
«na  die  lledingnngagleichung : 


A^A^'M'  +  ^  A^A^'M*  =  Z  A^'AJAJ, 

und  v*ird  »ich  nun  der  vorher^fht^ndeii  I  oniiel»  aiil  lolgt-mli':  VS  ti«e 
jtur  Uidim  ti  li  Aiin<»>ni)<|  iinsrft-r  Aufgab«»  zu  bedienen  haben. 
Aui«  uillkulirlii  Ii  aiigenouiuieneti  Werthcn  vun  i  berecboet  uidu 
mitleUl  der  Foriuein 


Wie  lOHn  «fcb  hi  jeifem  Amierrn  Falle  cu  t nrbaltev  haben  wMe, 
fcwiarf  keiner  weiteren  E«l&ii|emeg. 

Thell  XXVm.  » 


«  • 

die  WiakelHo»  ^»  ^»  ond  bieraof  dl«  GrSMeii  «ö»  *k» 

telst  der  fprin^,     ^.^  , ...  ^^v»  ««•,..»  i     '  •' ' 

•     -  • 

'^ratlf  l^^dle^  WiirfM^^  mitMlIiät  JS^ 

«bg^gf^iefveh^-Foi^liMoi  ßod^it  «B^        'untersucht,  in'iHe^Wel 
Küeselbeii  der  BedingUügsgleichung  ^|        ib nn  V-t^* 

.'»'1.  .  .y  ^  ■  .  » ;i  yj  ytrrt  Ji.M^it.  i-lüJni// 
 !t.     4Ü  JST^:  tK^  ,4«;A'f^V.,» .  n-i-U 

genügen,  überhaupt  aber  die  angenoniinenen  Werthe  vo^^^nH^ 
verbessert,  bis  diese  Gleichung  vollständig  erfOllt  wird,  wodurcb 
ipan  dann  zugleich  auch  ©o>  ®i>  ^«  ""d  Vq,  r ^ ,  r^,  so  wie  auch 
die  Winkel  AiAqM'  und  A^' Aq  M'  gefunden,  überhaupt  also  die 
relative  Lage  des  Punktes  M  gegen  die  Punkte  Aq^  Ai,  A2  be- 
stimmt bat,  und  nun  auch  dessen  zwei  andere  Coordinaten  j-,  y 
immer  leicht  wird  flnden  können,  wie  Jeder  sogleich  übersehen 
wird.  Vorstehepde  Andeutungen  über  diese  iodirecte  Auflusuog 
unsere^ '  Aufgabe  ^  wetdeb  hier  vollständig  penügeii.  >    1  • . , 

In  Bezug  auf  den  Fall,  wenn  man  bei  einer  mit  dem  Sextan- 
ten ausgeführten  Aufnahme  die  Neigungswinkel  der  Schenkel  der 
mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkel  gegen  den  Horizont  wirk- 
lich misst,  will  ich  dem  Obigen  noch  die  einfache  Bemerkung 
hinzufugen,  dass  es  in  diesem  Falle  keineswegs  nuthig  ist,  die 
mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkel  wirklich  aüf  den  Dorizoot 
zu  reduciren,  bevor  man  sie  in  die  Rechnung  einfuhrt,  wie  auf 
folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Wir  wollen  uns  ein  b^ 
liebig  im  Räume  liegendes  Dreieck  A^AiA^  denken ,  dessen  Wifl- 
kel  Aq  und  Ai  mit  dem  Sextanten,  und  die  Neigungswinkel  {,  1^,^ 

der  Seiten  A^^Ai^  A^A^,  AiA^  gegen  den  Horizont  durch  irgend 
ein  zweckmässiges  Hülfsmittel  gemessen  worden  sind.  Bezeich- 
nen wir  dann  die  horizontalen  Projectionen  der  Linien 
A^yA^,  A1A2  respective  durch  Aq'A^',  Aq'A^*,  A^' A^,  so  kommt  esM 
einer  Triangulirung  bekanntlich  immer  auf  diebestimmung  von  J^j^ 
und  Ay  A^  aus  der  als  gegeben  anzusehenden  horizontalen  Bafii 
oder  Standlinie  Aq  Ai  und  den  gemessenen  Winkeln  fo«  Fltf 
bat  man  aber  in  dem  Dreiecke  AqAjA^  die  Proportionen^'  .  t.'M\ 

■  • 

I 
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:  40^9  =  «in      4- ^i) :  sin  2l| , 


AqAi  :     ^ = «in  (4»  -f-  ^4) ;  sin  4«  » 

uod  aitöserdem  bat  mao  die  Koruielo: 


4^ '  =  «io^A  -cos t »  4^'  =  AqA^.  cos  ,  ^^'^^^  =  ^^^^i >  cos  ; 
also  kl: 


cost  eo8t| 


woraus  mau  £ur  Berechuuug  \uii  Aq'A^'  und  Ai'A^'  ao^^leicii  «iia 
Formelo 


sin  .4, 


cos  / 


«MI,  traUe  die  KmdIdIss  dar  RedMÜooeB  d»  WiaM 
^1  gtr  akbt  trfiwdm,  mdm  die  emaHitifcafe  EiaAlbieeg 
w  geneeMueo  Wieke!  eellMl  ie  die  Reehneeg  geetellai. 

Man  vergleiche  Aber  das  erweiterte  Potheiioi  sehe  Problem, 
das  hei  Messungen  mit  dem  Sextanten  auch  Anwendung  fiodeD 
keoD,  den  Aul«at2  Arcbiv.  Tbl  1.  Nr.  XXXW  S.  238. 


1»* 


436    (iruuert:   Leber  die  Enlwicheiung  der  Lruiulfonueln  der 


XXIII. 


Ueber  die  Entwickelung  der  Grundformcln  der  Drehuag 
eines  Systeo  le  um  einen  Testen  Punkt,  I 

als  weitere  Ausiumung  unu  Fortsetzung  der  Abhand- 
lung in  Tbl.  XXIV.  Nr.  VI.     er  die  Hauptaxen  eines 

Systems  materieller  Punkte. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Entwickclung  der  Grundformcln  der  Drehung  eines  Systems 
materieller  Punkte  um  einen  festen  Punkt,  so  wie  dieselbe  in  den 
gangbaren  Lehrbüchern  der  Mechanik  meistens  gegeben  wird ,  lässt 
nach  meiner  Meinung  in  Rücksicht  auf  analytische  Eleganz  Einiges 
zu  wünschen  übrig,  weshalb  ich  diese  merkwürdigen  und  wichtigen 
Formeln  im  Folgenden  nach  einer  von  der  gewöhnlichen  zwar  nicht 
wesentlich,  aber  doch  einigermassen  verschiedenen  Methode  enif 
wickeln  und  mit  einigen  mir  nöthig  scheinenden  Bemerkungen  biel* 
gleiten  werde. 

Durch  den  Punkt,  um  welchen  die  Drehung  des  Systems  der 
Massen  m,  m^t  ftLj,,  /iis,....  vor  sich  geht,  als  Anfang,  legen  wir 
ein  festes  rechtwinkliges  (Koordinatensystem  der  x^z  im  Räume, 
und  ausserdem  ein  in  dem  Systeme  der  Massen  festes  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  der  xt)}t  welches  sich  mit  dem  Systeme 
der  Massen  zugleich  dreht,  ohne  in  demselben,  nämlich  gegen 
dessen  einzelne  Punkte,  seine  Lage  zu  ändern.  Setzen  wir  daiui 
der  Kürze  wegen: 


cos  (Jt)  =  Ol ,  cos  (xt))  =  bi ,  cos  (jrj)  =  Cj ; 
cos(yjr)=fl2,  cos(yi))  =  6a,  cos(yj)  =  Cj; 
G08  (ijr)  =    ,   cos  (xtji)  =  0^ ,   cos  (2  j)  =  ; 


•Iii 
Hl 


X 
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Ürek.  rinfs  Sgtiems  maierieü.  FurnäU  um  einen  fetten  huUu,  etc.  437 
so  b(  nach  der  Lebre  voo  der  Verwandluu|[  der  Coordioateo: 

od  Bwbehcn  den  nmn  GroMea 

«i>^»«i;  %»  ^>  <^»S»Cs 
Mm  belnumtiick  dm  fdgendeo  Gtelelivogeii  Statt:  ^ 

2)  i  6i*  +  6,*  + V=J. 

* 

3)  i«t*+V^V=l» 

*  \  *ie,+&A+*|C|s50, 

5)  {  aaaj4V-'i^^3+tiCj=0, 

Wenn  man  die  drei  Gleicbiuigeii  1)  oacli  der  JUibe  uterat  mit 
«it 
«■flieh  aH 

multiplicirt ,  imd  {iierauf  in  jedem  Falle  zu  eiuaodcr  addirt.  ao 
erbftlt  mao,  wenn  der  Kürze  wegen 
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43S   Gruner::  Ceüer  die  üiUwickelung  der  Grmdfirrmeln  dtt 
g«seta(t  wird: 

— *      — — y  +  — ^  »» 

7)  •    <9  =  -      Sf  +  jU  «» 

I  —  ^  j  «  ^  u 

Nan  ist  aber  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlang  der  Cooi- 
dinateo  bekanntiicli  in  ?dUig«f  Allgemeinheit : 

=  bix  +  ^aif  +  6js, 

also»  Hreno  mao  diese  Gieicbangen  mit  den  vorbergebendeo  vergleicbt: 

atSS-   f  ll^=  ;  f  «3=—-—  » 

a^b^—h^ift         Ojhi^lf^ai  ff|^a~^i"a 
Aus  den  drei  ersten  dieser  Formeln  ersieht  sich  unmittelbar: 

welchen  Ausdruck  man  mittelst  leichter  Rechnung  sogleich  aof 
die  folgende  Form  bringt: 

«1  +fl«*T«3  =  ;3  ^ 

r* 

woraus  sich  mittelst  der  Gleichungen  2)  und  4)  auf  der  stelle  ik 
Gleichung 

10)  ii-^l 

ergiebt. 
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Weil  m\i  dei:  Zeit  i «ich  umbl  x,^^t  iind  a^^  ^  >    ;  .4^»  e«; 
>^><^t     9.  }  Indem;  so  Ut  iiacb  1): 

/  8.T  ^   öoi       0A|  fJr, 

II)   ....  ^^'*'^  +  '»-5f*»#^  ^. 


Von  den  drei  GrdMen 

3jr      &r      dx       d*       dz      By  ' 

^a<""y^'  'aF^'^äi'  ^Bi"^^' 

die  bei  <ler  vorliegenden  Untersuchung  hauptsächlich  in  Betracht 
kommen,  wird  es  genügen,  etwa  bloss  die  erste  einer  besonde- 
ren Betrachtung  zu  unterwerfen ,  weil  diesf^be  dann  für  4ie  Jbei- 
den  anderen  der  drei  obi^^en  Grössen  leieht  gani  in  derselben 
Weise  angestellt  werden  kaoo. 


Nach  1)  and  11)  ist 


dy  dx 


und  folgiicb,  wie  man  hieraus  mittelst  ieichtidr  Recboung  sogleich 

findet;  '  ' 


8« 


i  I 


30,       3c,^^^   Bc,  3<j,,, 
Naeh  9)  iai  aber  mfOrderst: 


Digitized  by  Gov.*v.i^ 


fbifit— cjtt  8«%    6»ci  —  c,6,  80, \ 
=  V  8t^~      li  "5r;** 

•    \      |i        3t         (•  öl/' 

»  » * 

+« 7:    8«"  +  *"ä<  +  *^  w'-  M    w + + *  y<  >»*^ 

* 

folglidi»  weil  ans  4)  sogleich 

«1  ?r + ^s  ar + ^»  ?r  =^  ^''^  äf  "^^  äi  +  ^  "Si  ^  • 

eich  ergiebt: 

flu  ^  öAi       8^  .     8&3  ^  «  . 

Ferner  ist 
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Drek.  eines  SpsleuiM  meUerUU,  Punkie  um  einen  festen  Punkt,  eic,  441 

=  IST": — — ist 

c,     8Äi       86g       86,     C3     cfli  .  ^öo, 


(61  ^-ca  a^) + (''i  at 

I».     *8<     .    1^     Mi-  \ 

+ — — ~?  ?r 

^  ^  8?    8«  +  8r^  ~     8r  "«ST + 8r^' 


0^6, — 6ti;(,  8flj    6aCi — c^bi  Bci 

-  — ^  "ä<  

+  n      'ST  W 

6j,   8a|  ,  ,    c^aj     63    8c|  8c, 

. .  +^  (*»  + 5t .+ ö<  ^  -  iT^*«  + t  *»ät> 


Well  nun  aber  aus  den  Gleichungen  2)  auf  der  SteUeix  Jt» 


44S  0rmmßri:  Mir 


folgt,  Bo  ist: 


an,     ar,      ac<i     ar/,  i 
(^i  äi;  -  ai ^ + a<  ""^^»17^ 

aUu : 


aci      ac^  V, 
+  i      -     ) + (''i  ar     aT^  ^ 


Folglicii  i^t  nach  dem  Übigeo: 
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Dnk,  einet  SpUems  materietl.  Punkte  um  einen  festen  Punkt ,  etc.  443 

.  a^i .      .  aftsv .   ./  ^^i.h  ^"2_LA  ^^'Yixr 

Zct       8c«     9c3.  .  -  g  9fts  86j 

und  •etzen' wir  m»: 

•0  ist  nach  dem  Olugen : 

oder  *  * 

und  folglich: 

Sil      St   '  '    ••  "  '     '  ' ' 


Digitized 


4ü  «f  ra«r/.*  Mir  m  aumMUitmff  Oer  emmtfbmeia  der 
Setzen  wir 

(  M^£m(f^+f).  »«Äi(|«+jf«).  ^^£m(jfi+if)i 
(  S>=£mnf^         M^^m^,  ßssXwmi 

so  erbalteo  uir  aub  dorn  Vorbergekenden  uomiUelbar  die  Gleictiaog: 

oder,  wem  wir  4er  Kflne  iregeo 

setzen : 

V 

und  folgiieh»  weil  offienbar  • 

 a«  ^'^  Ft  ^       di' "  y  dc'  ^ 

ist: 

pZm(3:g^-yj^-)-   

Ffir  dio  Be^veguiig  eines  um  pitipti  f^^steii  Funkt  drehbaren 
Systems  materieller  Punkte  hat  mau  aber  nach  den  von  mir  in 
Thl.  XXV.  S.  453.  gegebenen  Entwickelangen  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

uo  fior  loMte  Drehpunkt  wie  vorher  als  Anlani;  der  Coorilinateu 
angenommen  worden  ist  und  die  Bedeutung  der  Symbole  Z 
a.  a.  O.  nachgesehen  werden  mose. 


Digitized  by  Google 


Also  ist  mcb  dem  Obigen:  j 

und  setzen  wir  nun  der  Kurze  wegen : 

so  erhalten  wir  auf  ganz  abuUcbe  Art  nie  vorher  fiberbaupt  die 
drei  fotgeudeu  GleicbuogeR:  i         .  , 


 Ii  


Führt  mau  aber  lUe  Differentiationen  aus,  8u  uir^ : 

»»*• = "4  ö<  +  8<  +  07 + '^'gr  *     + ' 

uiul  folglich,  wio  uiun  mittelst  der  ans  (N  in  Obigen  bekannten 
Keiationen  /.wischen  den  neuit  lirö^j^icn  </j ,  bi,  C|  ;  a^»  6^»  c^; 
^*  «»ogieicb  übersiebt:  .  | 

dp 

(ß,  (fli  Ml  +  otifi + flf  ^a>  =  gl  -     +  , 

Wenn  dle'Axen  der  9>  |  die  dnreb  den  Drejipunkt  geleg- 
ten Hauptaxen  (Tbl.  XXV^  Nr.  VI.)  des  Syetenw  M  Massen  sind, 

so  iäi  bekanotlicb  '*  ^ 

also 
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41t  BrmmMris  Mtr  ä§§ 
ttod  folgUcb  nach:  4m  OW^Mit 


oP    ^dp     »Q    „öo     8R  -dr 

•  S'=-*'S''  ■5'=*».'  a=*»' 

■     '  I 

talgiicb  uach  14)  ia  diesem  Falle:  * 

Wirkt  io  dem  Syileiiie  Uom  die  auf  die  Einheil  der  Maeen 
beiogeoe  Schwefe  ee  aebma  mao  .den  poelttveo  ^htSl  der 
Aze  der  f*  Tertlkal  abwarte«  Dann  iat*  webei  üan  VUl  XZT. 

S.  449.  ^M.  vergleichen  bat: 

also: 

jr=:0,   i=Ü,  iS=(;; 

folglich : 

uud  daher : 

also  nach  15): 

* 
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Ihftk,  etmn  Spsiem»  mfUirUU.  Puuku  um  cintu  festen  PuMiu,  eu  .  447 


»1.  *!  -  I 


17)  . 


\ 


1)  tot 

r 

6|y — 6,0:  =  (6i    —  Cj^,) }  —  («i    —    a, )  y , 
folglich  nach  9):  I 

AIm  ist  nacli  15),  we'ii  nach  iÜ)  Uckunntlich  ^^  =  1  int 
I  C?2:m(Csl|~6,|)  =  A|^-(»-tf)^. 
1»)   .   .    ^  6f2?m(ag>~v)=^fJ-(tf-^il)iy, 


.»  > 


«Hier; 


448  ^rwrnM:  mmr  m  ämmM§imm^ämr 


Sind  X»  y,  8  die  Cootdhiaten  des  8chw«qiiiBkte  der 
»»  W|»  Ml*  im  Systeme  der  rtf},  90  iel  liekaaolüdis 


also: 


Zmfz=M£m,  JSm^^pJSm,  A^ssffAis 


•Fällt  der  Schwerpunkt  der  MasniTi  wi,  //ij ,  m^,  7/1^,  .  ...  luit 
deiu  Drelt|>unkte  zu^mmeu,  &o  'tat  X=.0,     =      3  =  ü»  aJ«o: 

Dieselben  Gleichungen  erhält  man  aus  2Ü)  für  Cr=0. 

Diu  Grössen  7,  r  sind  für  die  Un  Vorherjjeliciiilt  n  ent- 
wickelten alli;eiiH  iiiLJi  Befliiimin£rsi2:leichun*»eJ)  der  Dreliuiiir  eines 
Systems  um  einen  testen  i^unkt  oÜenbar  von  liesonderer  Beiieu- 
tiing»  und  es  ist  daher  uichtis;,  dass  wir  von  der  ei|(entlicbeii 
Natur  oder  dem  eigentlichen  Wesen  dieser  (irüssen  eine  niögiiebst 
deutlich«  Vorsteilunp:  zu  ge%vinnen  suchen.  Zu  dem  Ende  woÜeo 
wir  uns  xuerst  die  Frage  vorlegen ,  oh  nicht  vielleicht  zur  Zeit  t 
gewisse  Punkte  des  Systems  in  augenblicklicher  Ruhe  bleiben, 
wo  wir  jetzt  unter  Punkten  des  Systems  keineswe<rs  bloss  die 
den  Massen  m,  r/ii,  tn^,  //I3,....  entsprechenden  Punkte  vcrstthen. 

Ist  daher  Cxui)  ein  beliebiger  Punkt  des  Systems,  so  sind  ^; ,  /  ,^ 

^  vi     et  üt 

die  Composanten  seifier  Geschw  in(ii|>;keit  nacji  den  Axeu  der 
X,  fff  z\  und  soU  also  dieser  Punkt  in  augenblicklicher  Ruhe 
bleiben»  so  muss 

^-^-0 


sein.   iNach  11)  ist  aber 
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Drik.  mu  Sfiitm  matmkil  FmM»  mmmmfltum  riuM,  He,  449 

wu,  ia  VerModmg  mit  dem  VorhergehMiteii,  m  im  GMchnngen 

ftbrt  MaUiplIcirt  .man  diese  GleichungeD  nach  der  Reibe  suerst 
■H  cg,  e^,  e^;  dann  mit  61»  6«,  6,;  endlich  mit  a«,  og; 
ud  addirt  «I«  in  jedem  Falle  sn  einander«  so  erbSlt  man^  mit 
Rikkaicbt  daranf,  dass  nach  3) 

Soi       80,  ,     803  « 
iat«  die  drei  folgeoden  Glelebnngen : 

^ + ^     + ai^ + ^- "ST  + ^* 

.  5c,  .  ,  8c-  .  ,  8C3,    .      doi  ,  .  8a,    ,  ^<'«\«^A 

(61 8<  +  ^ + 4,  ^)  j + (*»  ä<  +  **    + w 

8^1       8Ä«       86«,    .  -    8c,  .     8c,  .     8c«.  ^ 

■ 

n\m,  wenn  niriTi  die  ans  dem  Obigen  bekannteo  AusdrOdce  ven 
p,  ^,  r  einführt: 

oder 

Tk«il  XX\1U.  SO 
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4t(rt    Srunert:   Veher  die  Entwicheimg  der  Grund formrin  der 


welches  die  Gleichungen  einer  durch  den  Anfang  der  Coord 
ten,  also  durch  den  festen  Drehpunkt,  gehenden  Geraden  sind. 
Diese  Gerade,  deren  Punkte  zur  Zeit  t  bei  der  Drehung  des 
Systems  sämnitÜch  in  augenblicklicher  Hube  bleiben,  so  dass  sich  | 
also  das  System  augenblicklich  um  diese  Gerade  wie  um  eine 
feste  Axe  dreht,  hat  man  die  freiivillige  oder  augenblick* 
liehe  Drehungsaxe  (axe  instantane  de  rotation)  genannt; 
und  aus  der  vorhergehenden  Betrachtung  ergiebt  sich  von  selbst, 
dass  die  Lage  dieser  Axe  im  Systeme  der  gegebenen  Punkte 
selbst  eine  vüllig  bestimmte  ist. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  ubersteigenden  Winkel,  welche 
der  eine  der  beiden  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  oder  dem 
festen  Drehpunkte  ausgehenden  Theile  der  augenblicklichen  oder 
freiwilligen  Drehungsaxe  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
f,t)t}  einschliesst,  durch  (p,  %;  so  ist,  wenn  F  einen  ^ 
wissen  Factor  bezeichnet,  nach  deb  vorhergehenden  Gleichungen 
der  in  Rede  stehenden  Xxe: 

also,  wenn  man  quadrirt  and  addirt,  nach  einer  bekannten  Relation 


folglich : 


Ii 


co8i//  =  J: 


C08X  =  ± 


» 

wo  die  oberen  und  unteren 


.     t  *:  • 

r 


r 


deichen  sich  auf  einander  bezieheo. 

Eh  »ei  i\un  (xyz)  oder  (xt)})  ein  beneDiget  Punkt  des  Sj-stem« 
and  «  bezeichne  dessen  wirkliche  Geschwindigkeit,  so  ist  bekanntlich 


<ii:rri  ÜOS^ 


Nun  wi  aber  nach  dem  Obigen: 


Drik»  äHiiSifHms  maleriell.  htnkte  um  einen  festen  Punkt,  ^/c.451 


0 


- 1  i  •• 


'»•^iör  "ö7  +  T<  •  a<  +  8<  •  8<  1^ 

j  8ci  8ai    8c,  8a,    8C3  803  j 

Bezeichnet  P  die  Entfernnni!^  des  Puuktea  (xyi)  oder  {xvf}) 
von  der  freiwilligen  Drehungsaxe,  deren  Gleichiinpeu  wir  im  Obi- 
gen gefunden  haben,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytiscbep 
Geometri«  beksDotiich; 


Also  ist  die  als  ein  oiit  der  Längeneinheit  aU  Halbmesser  be- 
schriebener Kreisiiegen  betrachtete  Winl^elgeschwindigiioit  de» 
Pnoktes  (xyx)  oder  (rvf)  bei  der  Drehung  des  Systems  nm  die 
freiwillige  Drebimgeaze,  also  DatSrlicb  die  Whikelgescbwiodigkeit 
des  Systems  tiberbanpt»  bei  dieser  Dreboog  offoDbar: 

Noo  ist  aber 

=  (9^ +r*)r»+ (r^ + +  ( +  7*)!«— 2p0ri>-2fl(iiil-2rpfjf . 
wo  wir  jetzt  die  T heile  dieses  Aasdrucks  einzeln  betrachten  wollen. 
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468   Gruner i:  ü€ber  die  EntmfcMmig  4&r  enmdßrmtl»  der 
Nach  dem  Ob^s«! 


ftUo,  weil 


ist: 


< 


folglich  offenbar: 

aleo,  weil  ana  der  Gleiehoag 


Digitized  by  Gov. 


P9 


Drtk,  emtt  SyiUm  nmleritU,  Punkte  um  einen  festen  FunM4,  HC  453 
folgt: 

Attf  d'wM  Art  findet  man  flberbanpt: 

Ferner  i«t  nach  dem  Obigen: 

dot       9a-      Oa«, ,   ^  ,     öftj .  96, 
-  (ci  3/  +     ^  +  C3  ^)  (c.  ^ + 1%  -  Jf + Iii ) 

"5?  af""^  w*w     8t  ^ 

(9flj  96a 

(da^  963    9ö3  c^aX 
9ir  "  öt      dt  '  BtJ 

(9a,  96i  .  a«!  a4i\ 

also,  wieder  weil 
und 

aj|a,  +  6f6a+CtC3  =0, 
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48ft   Brunen:  O^äer  die  MitfeMunf  4er  BnmdflMrmäm  4tf 
Nach  dem  Oblgeo  Ist 

« 


also,  wall 


and 


«i»-|-V+e,«=rl, 


iat: 


foJglicli  offeabar: 

alaa,  w«il  ava  dar  Glaiehang 
miaiUaibar 


Digitized  by  G».j^.'v.i^ 


Dreh,  einet  System  mäiert§ii.  PtaUUe  um  «Am  Af /«h  l^nki,  t H».  4B8 

folgt: 

« 

Auf  dlM«  Art  findet  man  dberhaiipt: 

Ferner  Ut  nach  dem  Obigen: 

w = - («I  w + ^  # + i?>  # + w + ^  öl  ^ 

C)ai  a^a  ,  aoa  Bbi\ 
ar  ä<  +  a< '  a/y 

"^^yjt  W^  dt '  BiJ 

(aaa  dbi  ,  aoj  a^jN 

•Ito»  wieder  well 

«»flj  +  ^2^3  +  =0,. 

«ti«! +6**1 +«$«1=0 


Oid 
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4M  tru»0r$:  M»r  MiSiUmMMm$  der  «rMNtArawfo  Ar 

„  3<»i  3*1    3oa         Soj  86, 

folglidi»  wie  am  kicM  findet; 


Wdl  nan  aber 


i«t,  ist 


atoo  natb  dem  VorhergdModeii : 

V'St  "Sr  +  e<  ^<  +  dt  dt) 

lad  Mif  dWne  Wete  «rhiit  man  «beilMnipts 
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ßui  dhi    Bat  96«  .dog  db^\ 

(dhi    Or,     dh^   Bc^     db^  dc^\ 
dt '  dt^  dt  'dt  ^  dt'  dtj' 

(dCi  doi     dci  da^     dc^  da^\ 
'dt^^bt'li'^li'dij' 

Folglich  Ist  nach  dorn  Ohigeo: 

jaai  döi     da*  db^    da^  ^^8  /  ^ 

"♦■^  1  "£7  •  5^  ^  dt  ii^ltTtl"^ 

md  daher  ofSenbar: 
Oda? 

AUo  ist  pach  dem  obeo  Bewiesenen  offenbar  die  GrOaaa  p^-f  9«+!^ 
die  Winkclgeachwindigkeit  der  Drehong  des  Syatema  am  die  frei* 
wHlige  «Mler  avgeabliekliehe  Orahnogiaxa 

Aus  (Ion  oben  dir  /^^-f-r*,  r*-f;>*,  p^-{-q^  gefundenen  Aus- 
^äckeu  folgt  durch  eieren  Addition  die  bemerkensvFertbe  Rclatioo: 

( *  Ca)'*  m<^y 
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und  überhaupt  kunote  man  aus  den  vorher  von  mir  gegebenen 
Entwickelungen  noch  manche  andere  merkwürdige  Relationen  ab- 
leiten, was  ich  aber  jetzt  der  Kürze  wegen  nicht  weiter  ausfuh- 
ren will. 


Ueber  die  Bewegung  eines  magnetischen  Pendels. 

Von 

Herrn  H,  Kinkelinj 

Lehrer  der  Mathematik  zu  Aarburg. 


•  t  . 

t 

•  Es  sei  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  MCO'  ein  im  Schwerpunkt  C  aufge- 
hängtes Pendel,  das  sich  um  C  frei  bewegen  kann,  in  O'  ein 
Elektroroagnetstab ,  ebenso  in  O  ein  fester,  so  ist,  wenn  durch /2 

ihre  Entfernung  angedeutet  wird,  ihre  Anziehung  =  —  Bis 

auf  eine  gewisse  Genauigkeitsgrenze  wird  die  Bewegung  des 
Pendels  dieselbe  sein,  wie  die  eines,  an  einer  steifen  Linie, 
die  an  einem  Ende  fest  ist,  magnetischen  Punktes,  der  von 
einem  andern  festen ,  senkrecht  unter  dem  Auf hängepunkt  gele- 
genen magnetischen  Punkt  O  angezogen  wird. 


{.  2. 


Es  sei  (Taf.  VI.  Fig. ö.)  der  Aulhangepunkt  in  A,  der  magne- 
tische bewegliche  Punkt  ß,  der  in  seiner  Stellung  B'  über  dem 


telM  flHgotftiwlMii  Fuilit  O  von  diensellMii  ttm  •  •Dtferot  Ut» 
ilBailL  Die  HorlioBtalproJektioii  der  Belm  sei  MNPQ%  OX. 
O  F»  02  eelen  reepekHre  die  drd  Coordfaiaieneiee.  Men  beielehiie 

^BAB'mxia,  ^BOX=^,  ^BOC='i>,  ^COX=m,  Die  Be- 
wef^ngsgleichußgen  eines  Punktes,  der  sich  auf  einer  Oberfläche 
ip{u:,     z)  =  0  heyregt,  mud 

tPx  dü 

wQ  Ü^fiXdx*^  Ydyi-Zdt)  das  AnsieliaDgepoteiiiial  ist»  das  in 

h 

oDserem  Fall  Gieiciiaog  derBewegungefliche  de«  Funk- 

te« B  iet 

^  2) = o:»  +  ^*  + 1*  -  2z  ( a + /)  -  fl  (a  +  20 = ü , 
ee  daee  oen  eneete  BeweguugsgleicIraDgen  eiiid; 

tt^x_^  gx 

wo  i  ela  osbeetliDiiiter  Faktor. 

Man  erbäit  hieraue  auf  die  bekannte  Weise: 

xdy  —  ydx  =  adi^ 

d.(zdx  —  xd%)  ,  . 

 -==2^(1+0),.  ,  .   .  . 
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^fnhelin:  ÜeÖer  dte  Seite ffun ff 


a  und  ß  bedeuten  hier  zwei  willkürliobe  Konstanten,  v  ist  die 
Gescbwindtc;keit  des  Punktes  B  in  seiner  Babn.  Die  erste  Giei- 
cbuug  gibt  den  Fiiicb^in^atx  in  der  JICF- Ebene. 

Um  R  auszudrucken,  so  ist  aus  der  Flächengleicbung :  's 

Was  das  doppelte  Vorzeicben  betrifft,  so  ist  zu  beiDerkeo,  das« 
:  nie  grusser  als  AO  oder  /-f  a  irerden  kann;  also  ist 

und  somit,  da  Ä*  =  j:*-fy*+2*  :  ■ 
und  es  ist:    .  V 

{.  4.  1 

Führt  man  nun  die  Coordioateo  a  und  r  ein ,  wo  r  =  CO  ist, 
so  wird: 


also: 


x  =  rcoso)>  y=:r6iUfo; 
rdf  1  I 


(4) 


Dies  in  die  erste  und  letzte  der  Gleichungen  (5)  elngefOtirt,  glhf: 


woraus  durch  Elimination  Ton  dt: 


■l  ••  Ii 


•I. 


la 


dt 


•  1 


und  hieraus: 


,  n  dt 


.  (5) 


9  bt  efaM  wHMiliche  WfnkolktflsUoto.   Dleve  endliche  UauDg 

des  Problems  hängt  yqq  49r  Entwickelung  eines  elJlptieclien  Inte- 
grals ab. 

9 

Bever  vir  all^eineii)  (5)  vreiter  belmdelp^  ODt^mnisliee  wir 
einige  epesielle  PSIie. 

Es  sei  l~cr.,  aUdaim  wird  i  =  a,  U*  b.  der  Punkt  ist  t^emi- 
tlilgt,  sich  auf  einer  Ebene  zu  bewegen,  die  von  O  um  die  Grösse 
«  entfernt  ist.  Dies  wSre  der  Fall  mit  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer a,  die  sich  auf  der  Ebene  von  O  bevregt  Mit  einem 
starken  ElelLtromagneteo  könnte  dieser  Versuch  ausc:efiihrt  we^ 
den  nnd  so  wäre  die  Pianetenjbewegang  direkt  dargestellt  In  diesem 
Fall  wird  AsVf^-f  a*,  nnd  die  Gleichung  der  Bahn  Ist: 


(6) 


Pir  a=sO»  welches  leicht  herzosteiien  wäre,  wird 

du  ^ 


wo  tf=-;  and  darch  Integration: 

M*srV  Jl^-f-/}c^(eoevco«ai-fenivsino)-f-e^» 
oder«  wenn  die  nrsprünglichen  Coordinaten  eingefiihrt  werden: 

Verfügt  man  Ober  v  so,  dass  vs:»»  so  wird 

Es  sei  Tq  die  aotängürhe  Entfern uni^  der  Kugel  />  von  O,  die 
Gesciwvindigkeit  des  Anfaogsstosses  =Vq,  so  ist  diese  Linie  eine 
Elli^»  Hyperbel  oder  Parabel,  jeoachdem  respektive 

Da  fsruer 
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r  = 


h  —  V  A*  +  /5a*  cos  (v —  a) 
•o  folgt,  dass  für  die  Winkel 

der  Dämliche  Werth  wiederkehrt.  Geht  der  Anfangsstoss  durch 
den  Punkt  O  selbst,  d.  h.  ist  das  Minimum  von  r=0,  also  a=0, 
so  ist 

xdy — ydx  =  0,  woraus  y  =  mar; 

d.  h.  die  Bahn  ist  eine  geradlinige  durch  den  Punkt  O  Allge- 
mein ist  das  Minimum  von  r  für  o)  =  0: 


r  = 


$.  6. 

Wenden  wir  uns  wieder  der  Gleichung  (5)  zu  und  entwickeln 
:  nach  Potenzen  von  a*,  so  kommt 


also: 


1  1     lg«    3tf*     Ö  . 

VPqri*  "  r    2  r»  +  8  r*     16  r''  +  ' 


1 


3/rö*^  /p— 2a*\  l 


wenn  man  bei  der  sechsten  Potenz  von  -  stehen  bleibt.    Sonach  ist 

T  »\ 


Ar-««     .   ha*    1     3  Aa«(i5— 2a«)  1 

V — 0)  =  arcco»  — ^  —  —  -f-  - — ü  —  ro  7=  ■«+••- 

rVA»  +  /3a»    8V^/33r*    48      y^/S*  ^* 

■<  '  ^ 

Setzt  man,  da  diese  Curve  eine  hyperbelartitre  ist,  den  Win- 
kel für  ein  bestimmtes  r  bei  der  Hyperbel  gleich  v — cd',  wenn 
vorausgesetzt  wird,  dass  man  denselben  vom  nämlichen  Punkt 
aus  zählt,  so  hat  man  die  Bahngleichung  in  der  A^F- Ebene: 


1 


•Uil 


welche  einer  Hyperbel  uro  so  näher  kommt,  je  grumer  r 
über  a  ibL 


Ut  negativ  y  h.  die  Conre  «ine  geeehlonoM»  to  iet  vor* 
etebeode  Eatwickelong  nnstattbaft.  Setzt  man  abdann  efaiftdi 
— ^  anatatt  /l»  aa  erhiit  maa  daaa: 

]  1  lAfl«      3  a»  I 


da  g-^-2<l. 

Dieser  Ausdruck  kommt  einer  EUipM  uro  so  näher,  je  griN«- 
9t  r  gegen  a  ist. 

f.  8. 

Relnnileb)  wir  naa  die  Gleiekoagaii  (2)  and  (3)  antar  der 
Voraussetzung,  dass  die  Schwingungen  aebr  Uala  aalaa»  aa  kaaa 

man  (s — a)*  vernachlässigen,  und  es  wird  dann 

9 

■ad  dia  Batragangagteicbaagaa  ntt  Polareoordlaataa  aiad; 
eder,  da  nan  Ä*=r*-ip  +  a»,  a©  ist : 
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Kinkelin:   (Jeder  die  Bewegung 


Machen  wir  die  Annahme  a  =  0,  d.  b.  dass  die  magnetischen 
Schwerpunkte  O  und  O'  im  Zustand  der  Ruhe  auf  einander  fal- 
len, so  wird  aus  (7)  durch  Elimination  von  dii 


(8) 


welche  ebenfalli«  ein  elliptisches  Integral  gibt.  Dieses  ist  trans- 
formirt : 

 ardr  htdr  ^ 

Bestimmen  wir  nun  o)  durch  Approximation.  In  der  Voraussetznog, 
^  sei  kleiner  als  1,  ist 


i  — 1+2  /2  +  •••• 


Setzt  man  noch  voraus,  dass  das  Pendel  kleine  ßlongationen 
mache,  so  kann  man  auch  ^  vernachlässigen, und  es  wird  alsdann: 


dr 


rdr 


Stellt  man  für  r  den  elliptischen  Winkel  durch  o>'  —  v  vor,  so 
kommt  hieraus: 

I 


'  '  '       ,        lÄ   /*  rdr 
.....      ...•r-v=ö>-v+2^J  V^^^P^? 


woraus  ersichtlich,  dass  die  Projektion  der  Pendelbahn  der  elHp* 
tischen  Form  sehr  nahe  kommt  and  für  sehr  grosse  /  in  sie  übergeht. 

Ist  ß  negativ,  also  die  Curve  eine  ellipsenfurmige,  worauf  es 
hier  ankommt,  so  kommt  hieraus  durch  Integration,  wenn  —ß 
für  p  gesetzt  wird : 

V|SV-«>+2^— /3r2  '         ^«  Ä  ^       ^  f 

Suchen  wir  hier  die  Punkte,  wo  r  ein  Maximum  oder  Minimom 

dr 

wird,  80  mu8s   j    =0,  also  aus  (8): 

dto 


und  also 


463 


Min. 


Man  bemerkt  leicht«  dass  dies  die  oSmlicheii  Werthe 
sind,  WAlcbe  bei  der  rein  elliptischen  Bahn  erhalten 
würden.  Was  dagegen  die  Werthe  won^  betrifft «  welche  ihnijn 
entsprechen«  so  wird  dann: 

Die  grosseuod  kleine  Ax6  der  Bahn  sind  also  nm  einen 

konstanten  Winkel  ^^^ßi  y         elliptischen  Winkeln 

voran.  Die  betrachtete  Bewt^iinij:  stimmt  also  insofern  mit 
der  elliptischen  überein,  als  die  l^ojekfionen  der  grossen  und 
kleinen  Axe  Hie  nämliche  Grosse  babeiu  dagegen  um  einen  kon- 
stanten W  inkel  «eiter  nach  vorn  i;ortickt  sind.  Diesf  r  Winkel 
wird  um  so  kleiner,  je  grosser  /  unii  ß  und  je  kleiner  a  und  h 
sind,  d.  h.  je  Innrer  das  Pendel,  je  mehr  sich  die  Bewesjunc:  der 
Kreisbe\\ f'criin^  nähert,  je  kleiner  die  masjrM'ti.sch*^  Intt^nsitat  und 
je  langsamer  die  Bel  egung  ist«  d.  h.  je  kleiner  der  äitoss  ist«  der 
dem  Pendel  mitgetheiit  wird« 


j.  10. 

Es  sei  a  nicht  gleich  Noll,  dagegen  die  Schwingungen  so 
klein«  dass  ^  als  verschwindend  betrachtet  werden  Icann«  so 
kommt  ans  (7): 

wenn  wir  von  nun  an  ß  negativ  auuehmeu  und  der  Kürze  wegen 
h^"  T    geiefal  wurde.  Elimioirt  man  di,  .so  vfhd 

woraus 

/dr 
— ^  ^  -^=v  i  afUdr, 
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KtnkeHn:  üeber  die  Bevegung 

welche  mit  (6)  insofern  übereinstimmt,   dass,  wenn  man  6  = 
setzt,  (6)  herauskommt. 

Nimmt  man  nun  a  so  klein  an,  dass  a^....  zu  vernachlässi- 
gende Grossen  sind,  so  ist 

ö« 

LSsst  man  w  verschwinden,  so  wird  also: 


so  da^s 


üdr= 


dr 


Vi»    hat  ha^ 
Ihr—ßr^—tfl  ^  j;- 


dr 


(?+7)* 


und  somit: 

,  ha   P  rdr 

^  r  *  

wo  (»'  —  V  den  Werth  des  Winkels  bedeutet,  wenn  die  Curve  eine 
Ellipse  wäre. 

Die  Integrale  rechterhand  sind  wieder  periodische  Funktionen 
von  r,  mehr  einem  Glied  von  der  Form 


Um  in  diesem  Falle  die  Maxima-  und  Minimawerthe  von  r  zu 

finden,  so  muss  wieder  t~  =0,  also 

am 


2hr 


oder 


^  =-/Sr«-o«  =  0 


sem. 


'DiofcpCMchong  gibtsecbs  Werlbe  Rlr  r,  wovon  ober  nof  slpoi 
reell  sind ,  wie  nan  sich  le&ebt  fibersesgon  kann.  FSr  diese  Wevthe 
wird  dann  wieder 

Die  ProjelLtioD  der  Bewe^ng  ist  also  keine  Ellipse,  dagegen 
bat  sie  eine  grosse  nnd  eine  Ueine  Axe,  die  aber« de»  elli|iliscbeii 
niebt  gleich  sind.  Dieselben  stehen  jedoch  senkrecht  auf  einen- 
der  Qod  sind  gegen  die  elliptischen  um  den  konstanten  Winkel 
B  geneigt 

.     }.  H. 

^Bei  den  ▼orhin  betrachteten  Fflllen  wurde  als  Bahnprojektion 
eine  Corvo  sweiten  Grades »  resp.  eine  Ellipse  annähernd  gefun« 
den,  deren  Brennpunkt  in  O  liegt,  liQr  welche  der  Fllchensats 
gilt  nnd  die  somit  die  planetarischen  Geselle  ziemlich  anschau* 
lieh  darstellen.  Lamont,  von  dem  diese  Idee  herrührt,  machte 
davon  im  Winter  1853/54  Gebraoch  in  seiner  Torlesung  Ober 
popuUrer  Astronomie.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieser  ersten 
Abtheilung  noch  den  Fall  betrachten,  wenn  ff=G»,  d.h.  wenn  die 
magnetische  Kraft  senkrecht  auf  die  Ebene  XY  wirkt.  Es  ist 
dies  der  Fall  eines  in  Folge  der  Schwerkraft  freischwingenden 
Pendels.  Die  beschleunigende  Kralt  in  der  RicliUing  der  Anzieh- 
ung sei  — so  werden  die  Bewe^unc^sgleichuogen,  wenn  der 
Coordinatenaufang  in  B'  angenommen  wird: 

i2S* 

woraus  man  erhftlt: 

ans  denen  z  und  i  zu  eliminiren  sind.   Die  erste  Gleichung  steiU 

rieii  Fiachensatz  dar,  die  dritte  G;iht  die  (leschwindigkeit  von  B 
in  seiner  Bahn.  Man  erhält  auö  der  zweiten  Gleichung,  weiiq 
J^»'^ yi^^T^  gesetzt  wird:  ■  ' 

i  »  .  •  •  .    '  '  ' 

•Tb«il  XXYIU.  31 
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aubstttuirt  man  dies  in  die  dritte  Gleichung  und  bemerkt,  diM 
rdri^xdx  ^  ydy ,  so  geht  dieselbe  äber  in: 

Ans  diefter  und  tier  ersten  Gleichung  dt  elimintrt,  gibt 

Man  führe  Polarcoordioaten  ein : 

x^rcoso),  y=:rain«); 
80  geht  obige  CUeichung  über  in: 

woravs  man  a  allgemein  darstellen  kann.  Wir  betrachten  aber 
blos  den  speziellen  Fall,  wo  die  Schwingungen  sehr  kleio  siod» 
so  dass  man      gegenüber      vernachlässigen  darf;  dann  nird 


oder 


^*+?'      .  xdx-^ydy 


r*  rdr 

2=2^.  dz^-j-. 


so  dass 


r'^dr*  or* 
Mü}=:adt,    <fr«  +  r»i/a)»+-^=x(--^  +  /3)rf<*, 

und  wenn  noch  neben  vernachlässigt  wird,  durch  Elimination 
▼OD  dl: 

dr^rrz'^C— ^+/J>*— a*)<£a)«,^'-*      •  v> 

oder,  wenn  die  Grosse  in  der  Klammer  in  twei  Fakf^tto  tett^t^Hil 

.  Ii- 

aVl  dr 


da 


Setzt  man  der  KOrze  wegen  ^ 


M  wird  durch  MuUiplication  dieier  beiden  Aiuid^dl^e^Viif  eiof odcf,; 
M  diM  dud:  ■    .  *  .  i 

Das  Maxlnium  von  r  int  offenbar  r=:a.  Für  diesen  Wer  Iii  «ei 
CD=0(  al8o  v  =  0,  6o  \si  hieraus: 

wmne  eelilieseKA,  wenn  die  reehtlrinkligem  CoordiMle«  friedet 


<lie  Gleicliung  einer  mi|p«e,  deren  Mittelpiinlil  in  ^»  eeokreekt 
ntor  dem  Attf^j|ng^|innlLt  iat.  .wi«^  bej^aoni 


1*1 .     I  • 


t 


}.I2. 


Im  R?t»herigen  wurde  nur  je  Ein  Pol  cl^^r  Ijoldon  Mai^nefen 
benicksicbti.üt  Ks  soll  nun  poch  kurz  die  Berechniifig  aufcest«*!!! 
^Verden  für  d^n  f'afi,  das«  beide  Pole,  je<ler  als  Punkt  betracb» 
ttt,  in  Betracbt  Icommen.  Alsdßnn  haben  wir  zwei  Abetoi— ngen 
iid  swel  Anueliangen,  nimlich  (Taf.  V  i.Fig.7.): 


foi  j^^mdk  i>,  AntieiMBg       ^ ; 


*  » 


ven  B  nach     Alwtoenong  =  -|-  * 


weiche  wir  niber  beetimmeii  wellen«  filr  den  Fall,  dann  in  der 

*  • 

St* 


Ue  D  ainf»4fllllli'*  vv  <  -  .  ? 
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Abstossung  von  A  nach  C.    Die  Reduktion  senkrecht  auf 


die  Linie  DO  gibt 


cos  a. 


Dies  auf  den  Punkt  D  reduzirt,  gibt: 


AC^ 


Cosa 


Es  ist  nun : 


AC^  =  /«  +  (/— a)«— 2/(/— a)co8y 


und 


cosy  =  1  — i 


cos« 


2/*'    cos/3  \^/»+(/-a)a-2/(/-fl)co8y* 


1 


und  somit  also  die  Abstossung  von  A  nach  D  gleich 

,  l-a   

aH-\r  K^(l-  a) '  V^?/ qrK?(7i:  a)  * 

Anziehung  von  B  nach  C.  Wird  dieselbe  auf  die  Rieh* 
tung  von  A  nach  D  reduzirt,  so  erhfilt  man  auf  ähnliche  Weise: 

Die  Abstossnn^  von  1?  nhch'  2>  wieder  ebenso  auf  A  ' 
nach  D  reduzirt,  gleich 


Die  Gesammtanziehung  von  A  nach  Z>  ist'iöh^cli  t'^  ^ 


AMMgiig  4tf  Erde  bcrffdcsiebtigt: 


Ab  S^naUUI,  ikr  w«hl  io  dw  Ptaxii  dw  bnocbtosto 
mI  d.  h.  d«r  b«wc||liclM  M^piet  btt  t«iiiMi  oiiMB  Fdl  te 

AifiMBgepaskt;  dwA  wird  blot  oocb 


GM  BM  doi  P«aM  «iu  Knhkewagmg ,      «rar  aaeht  M* 

•0  Terschwindet  auch  ria«  z>vf>it(*  (^lied  in  7\  und  tritt  der 
tnteressiote  ¥m\\  ein»  d*M  dano  blos  noch»  wi«  beim  eiofMhen 
MgsetifchOT  Punkt, 


%m  AbUmpg  wwde  A  ftr  fi^'  gtMlgt 
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II 


Nimmt 
nachlässigen 


maiiv  «li^  Schwingungen  «6  ki^ii^  an,  Avlbs  z*' zu  ver- 


ist,  «o  kann  it^dn,  da  alsdann 


\ 


( 


R^  :^r^=i2zl,   also  2  = 


2/ 


obigen  Ausdruck  für ,  T  nach  absteigeiiflen  Potenzen  von  /  ora- 

nen,  wobei  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  von  j  wesi^elassen 
werden  künnen,  und  luao  liiHlet  dann  ii,' ti'>|.»M;f;i.;.|-,^/i^  uiU  . 


Rh 


und  fiir  die  spezielle  Annahme  6  =  jc^,  :d*  h/^  dass  die  beiden  Mag- 
netstäbe  die  gleiche  Länge  haben:' 


T=:  — — 


a 

T 


R 


JBie(^?qn..^  d^  .^otfiftfi^f  , 

>ilf>il*»*N»nl  loh 


il.*>»a  »«dü  hii"  iiaßh  ;  VX\\t\*\ 

+ 


80  dass  man  encflibli  für  den  Fall  5=a  unter  Act  Annahme  sehr 
kleiner  Schwingungen  und  unter  Nichtberücksichtigung  der  Schwer- 

.^r^^^  prh^lt,  wenn  map  ^  veriMichlässigt:    .4  „..^h  m.oi 

«» - v) = ^  ^^j^,;^,^  , . 

'   wo  (»'  'Frieder  den  elliptischen  Bähnwinkdl  TörstelltJxn  wd-)»^ 

<!'>d'ji*l>ii'»  lUritt  ,t)'i'*ii  ^«lUi  nnuit  iutj;l>    ,010  .  •hiui" 


—  \ 


Zur  sphäriscbeo  Trigonometrie» 

Von 

Herrn  Gm^Iiiv  Skrivan^ 

Ltbrtr  der  MathetuAUl^  an  P.  üilka't  £rziehiiogf-IniitUiUe  an  Wien» 


I 

Wenn  di«  drei  Huhenperpendikei  einetf  ebenen  Orfiiackes  \^ 
UiiDt  nhid,  80  kimn  das  Dreieck  aufgelM  werdei^  leb  wI|L4Im9< 
Aafgtbe  flir  ein  spbfirinches  Dreieck  lueen,  wenii  %  daeeelbe 
drei,  vee  den  Scbeitelpankten  der  Winkel  anf  die  ihnen  gegen* 
OberHegendeo  Seften  gesogenen  NonnaMgen  (HOlienperpettdlkel) 
bekannt  aind. 

Zuerst  werde  ich  einige  Formeln  aufstellen,  welche  die  Rela- 
tionen zwischen  den  Seiten.  Winireln  und  Hfiheoperpendikein  de« 
epbiriscben  Dreiecken  bilden. 

m 

Es  sei  (Taf.  VI.  Fii?.  8.)  ABC  ein  sphlfrisches  Dreieck,  des- 
sen Seiten  BC=^a,  AC^b,  AB=zc,  und  die  Winkel  A,  B,  C 
aiod. 

Fetner  aei*der  Bogen  AEss^ki  (Hobenperpend.)  cenicreclitanfa» 

ff       a*     BF=h^  »»   .         ,      m         m  ^9. 

99     ff    CGssh^  **    •  M 

3etit  man  noch  der  Kürze  wegen: 
il£se,;  CE^a-^^t  und  ^BAE^At,  ^CAE^ä^^Ag^ 

CFz^b^,  AF^b'-bi        ^CBF=lBi,  ^ABFs:^B—Bi9 
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80  ist: 


Shrivan:  Zur  sphärischen  Trfgonomelrie. 

sin  c  sin  B  =  sin  6  sin  C  =  sin  , 
sincsin/l  =sinasinC  =8inAf, 
sin^sin  ^  =  sinasin  ^  =810^3. 


(I) 


Multiplizirt  man  die  zwei  ersten  Gleichungen  und  dividirt  das 
Produkt  durch  die  dritte  Gleichung,  so  ergicht  sich: 


sin  6  sin  Csin  c  sin  Ä--     sinA|  sin/<2 

sin^s 


sin  b  sin  A 


oder 


ebenso 


sin  csin  C= 


sin  6  sin  ^  = 


sinasin^^  = 


sin  hl  sin 
sin  A3 

sin    sin  A3 
sin  A2 

sin  A^  sin  A3 
sin  Ai 


(2^ 


Sind  daher  die  drei  Höhenperpendikel  nebst  einer  Seite  oder  einem 
Winkel  eines  sphärischen  Dreieckes  bekannt,  so  kann  man  bezieh- 
ungsweise entweder  einen  Winkel  oder  eine  Seite  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (2)  finden. 

,,  Dividirt  man  io  (2)  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so 
ergiebt  sich: 


,1 . sine     sin  C 

sin  A.^  \ 

1  • 

,..  sin6  sin^ 

~^  sinAj'  i 

1    •   •  ■• 

1          "i-f •  »• 

wie  auch 

• 

•  ...  .  i  .* 

sin  c     sin  C 
\  .  .    sina     sin  A 

sin  A|  ( 
smAs 

f  .!  »  ,  ' 
^         •     •      •  • 

•  • 

sin  6  sin^ 

sinAg .  ' 

sina  sin^ 

sinA<2  ' 

•  ••  IM 


I  I .«  t 


d.  h.  die  Sinasse  zweier  Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes 
stehen  in  umgekehrtem  Verhältnisse  mit  den  Sinussen  der  ihnen 
zugehörigen  Hühenperpendikcl. 

Ferner  ist : 

cos.'i  rrcosA^sinCJ^  —  ^1)  :=cosAgsin(C — 
cos i?  =  cos A|  sin/^i  =cosA98inC^,  \ 

co8C=:co8A]isin(J  — =  cosAssin.^!;^  •  .* 


Digiti 


ogle 


et 


1^ 


(4) 


tT.«il        sin  ( '  -  C\) 


Da 


 Ria ßi  gjii^i  ^gj^Ca — ^i)  _  wn6*i»^ 

ist,  itod  Mtet  mo'  ia  "ditM  Fornd  ««•  (SQ  Air         4«i  Wctii 

and  eodUcb  d'iMS  RMuÜttt  bi  ile  «ist*  GMcbung  in  (4)  i^eaeUt. 

ccksAi     sinA,       .sin  6, 


tnh^  »in  6,  , 

i_  ^'"^'t  V  /lt\ 

«bei)«»  ijj^^  ^ÄTi;-  ■  * 


Die  Gleicbuiigeu  (4)  und  (5)  enthalten  die  Relationiu  <&nii(rh<'n 
den  Hohenperpendikeln,  den  von  ihnen  gehildeten  4Vinkelu  uuü 
S^meDten  der  leiten  eines  sphärischen  Dreieckes. 

Sehr  einlach  ergeheo  ilch  necb  die  Gieichangeo: 

i5i(6— A|)  "~  sin(Ä— J*|)' 

.  .    „   '  .  s  )  . 

8in6|  sin  Ol 
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Aus  der  bekannten  Formel 

cos  J      coa  ß  ctts  C 

COM  a  35'  — ; — ^  -r--A-TT  i 

\  Bin  B  sin  C 

folgt:  ^  I  ,A»»«vi 

cos  a  sin  B  sin  C  —  cos  A  =  cos  i?  cos  C , 

und  wenn  man  diese  Gleicbung  qoadrirt,  so  ist: 

cos*asin*^sin^C— 2cosaco8/lsinßsin  C-f  cos^J  =  co8*Äco8*C, 

welche  Gl^ichupg  siqli^ leicht  auf  folgende  reducirt:  jj^ 

^^»iBsin«C8in»a+;^cosaco8 ^sin  Äsin  C+sinM  =  sin'iS +8Id«C^  ^ 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  jenen,  die  in  (1)  und  (^) 
vorkommen,  so  ergiebt  sich:  < 


smVia  .  «,  .n  .  smÄjSinÄa  sin^AaSin^Äj  sm^Ä^+sm^A, 
-r— sin  COSA  cos/i.     -.—5  r-'i—öT — ; —  » 


sin^a 


t>  «1  ii 


und  daraus  ist: 

.     sin  Hl  (sin  »A^  -f  si  n  V^a) —sin     sin  V13  ( I  -f  sin^Ä,). 
cos  a  cos  J  =  —   2  sin  ^A,ldSÄi^{iiÄ7  ' 

ferner  folgt  aus  (2) :  >  (7) 


1 


.  sinA^smA, 
sinasin^  =   


^  sinAi  r  , 

Wit'd  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  subtrahirt,  M 
erhält  man: 

cos  a  cos  A  —  sin  ßfj'^n  A  =3  cifs  {a-{-A) 
j^in^/i^(8loY/a-t-sin^^3)~  (1  -f  sin^^i  )sin^A28'"V*3-^2sinAjSin^Agsin*A| , 

""""""       .-..i.  :«.  V.i  .i.-»:-. ....  ........*..«;  J 


Substitairt  man  diesen  Werth  von  cos(ai-A)  In  die  Formel 


Ii 


cos 


. (  .  .     .IM'      I  1 


,a-\-  A  1  -f  cos  (g -f 


»'  •    i.H  i 


00  tst  nach  einer  leichten  Redactiqu: 

fl  +  i4  _  sin  «A|  (sin«Aa  +  sin^y^a)«-  sin'A^sin«^  (J  -j-  sinAi)* 
008^^—  4sin«Aisin^8iDA,  ^ 


)ogle 


cos 


Addirt  man  die  beideo  Gleichongen  (7),  so  kaon  nach  demselboa 

VerfalireD«  wie  cos— —  g^efunden  wurde»  die  Gleicbmig  ffir 

CM ~~q—  getuodea  werden ;  dieselbe  ist  iolgond^ : 


coc 


l    4/  [«iiiAft(8ioAs4'eiDiU]M^inM«Assiii>(45<>-  ( 

  • 

Auf  diMalb«  Weis«  entfpkkelt  man  «vek  die  CMehnngen  ittr 

b±B     ^  c±C 
—  und  cos— . 


Somit  ergebeo  sieb  folgende  Forn^elos 


ces 


h       \  (^) 

I     4/  l*ioAi(«inÄ,+sittÄ,)]^-[2siuV»nAB»iü2(4oOi:^)]«  t 
^SIslnAj  *  sioAsslnÄ^  — — — , 


^    W  [siDA|(slnik4^«inl^f -[2ftiii^siDMD>(4^db^]>  j 

2  sin  A«  ttio  ht  sio  A« 


(10) 


.1    \i  [•>nAt(«DA|-f«iDA^J*-[2iiiiA|WoV>i>Wi;^)l*  [ 
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Um  noch  dieoe  drol  Fofmoln  far  die  logaiUhiuMdie  toedi- 
naog  einsorichton,  so  setie  man  etwa  in  (9): 

sin    (sin    +  •inüs)  s 2sinili . oin^^^  coo  a sin  | 


und 


daraos  bestimmt  man  |  nnd  9»  tro  dann  (9)  Ar  das  obsis  SEsiekm  b 


3 


_     1     4  /  aip«|— s8nS^_     1  4rsRHiy)sin({--i[) 


fibergeht»  vrelcbe  Formel  einer  fogarith mischen  Behandlung  ftblf 

ist.  Auf  dieselbe  Weise  vcrfälirt  maa  luit  (10)  um!  (11).  Mitliiu 
kann  man  niit  UuUc  der  l^oriiiela  (Ü),  (10)  und  (11)  die  drei  Sei- 
ten und  \Vin!<ol  eines  sphärischen  Dreieckes  aus  den  gegebenen 
Uöhenperpendikela  ündeu.  , 

Offenbar  künnen  in  speziellen  Fällen  die  Höüenperpendikel 
sowohl  mit  den  Seiten,  aU  auch  uriter  einander  verschiedene  Ke- 
lationeo  bilden«  wobei  ich  au^ii^^ einige  anführe. 

1)   Es  sei  h^^h^,  so  iiUergeht  (9)  in: 
n  I  A         1     A  ^' 


eos 


2 =  ^Ä,  \  -8ii.V,»sii.-*(45»J:  2';,  (12) 

und  aas  (10)  und  (U)  erhSlt  man: 


co,_2 — ,Y  M,VArsi„/.*  •  ^*^> 

i  C  .  4 /~(_^"' +  sin^A.>)''^  --  i<i n  Vi |  (1  J_mu Z/^)''' 


c 

cos- 


«  4 

In  der  Formel  (12)  bleibt  der  Werth  lur  cos— nur  dann  reell. 


uenn 


sinAi  >   .    oder  sinA2  <  i— . — -  ,  - 

ist. 

2)    Für  As  =  Ä3  =  ,y  ergiebt  sich  aus  (12),  (13)  und  (U) 
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♦ 

2  w  ,  sin  /i| 

-*V  —  ^unr^'^^^- — 


1  • 


Weil  die  zwei  Pormeln  (13)  and  (14)  ideDtisch  siod,  «o  argiebt 

Mlekbl  diraus,  da» 

'•II  I      '  .  .  ,.  .  . 

6  =  c  uod  -ß  =  C 

ift  MHbSn  ist  das  apbiriacbe  Droicck  i^eicbsehenklig  uod  die 
▼on  den  an  der  Baaia  llapanden  Wiaf^eln  auf^die  gleichen  Schen- 
kel gCEogenen  Höhenperpendikel  haben  eine  gleiche  LKn^e,  waa 
auch  in  einem  ebenen  gleicböcbeniiligeu  Üreiecke  cstattlioilet. 

3)  WXre  Afiss^ssAk,  ao  ist  offenW  aas  (2): 

* 

a  =  6  =  c  und  /I  =.    =  C» 

dsher  sind  die  drei  HoBenperpendikel  eines  gleichseitigen  sphä- 
rischen Dreieckes  gleichlaug,  was  ebenfalls  eine  Analogie  zwiäühcii 
dem  ebenen  und  sphärischen  gleich^tiitit^eii  Dreieck  bildet. 

Ffr  il^^il,:ssüg=W>  ist  '     '  '  ^ 

.  CSS         =  V" l-^in*(45«db4Ö*') » 
also  '  *  . 

a-f-J:=1W»  and  a^A^O, 

*  '  .  .«»^esOQo  ond  ebense  ^ass  Bes^esirCsi«^.    t  ., 

Weno  man  io  der  Gleichang 

sinAi=sincsin^ 

iiliredar  sinrtf  doreb  die  Arei  Wfakel  oder  siaB  da^b  die  dM 
SoHeo  des  spblriscben  IMeekse  aasdrfldLt,  so  ergeimi  sich  die 

Gleichungen :  «  • 


^"  U« +* +«)«»i»«ft-fi«^«)«lii  4t«+c-4)do  «»+«-«). 
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Ist  du  I>rai€i?k  glelclackeDUig,     dips  s.  B.  <  ^r^c» 


od«r 


I  >  .      *  »  •  •  «  >■ 


•InÄjÄ— y-coa(Ä+f)€ii(Äll|)  '  (16) 
••  ••w- ...  ?•  .--J-  Y«,(6+8)*(»^&'"    • 

|«M»*r.     •  '         J'-  ••    .i.!«f  .....       r,.  •»  ,         i  If 

in  diesem  Falle  'i&tji^  =  ä^x  und  dsAiet  a.ui,  4ie«^ibe  Arts* 

,  ■inAs=;8.i^A,    .  (17) 

Sei  noch  »  alsdann  ist  auch  A  ts  Bs  Ci  mitliin  ergiebt 
«ich : 

8l0A|=:8inAs=:SIDA3=  —€08-«-=  «III0.  (18) 

Setzt  man  il  =  90^,  so  übergeht  /i^  in  b  und  in  c;  dann  ist 
die  xur  Hypotensse  gehörige  U^be  ibi  noch  sa  bestimnien,  woßir 
man  erhält: 

(19) 


-c«(464^)J»s(45+^)4?os(45^^)^^^ 


=:=  i  V  — sin  ( J5  +  O  sin  {ß  —  C) 
=  i     sin  (6  +  c)  sin  (6  —  c). 


'    Was  nun  die  Entfernung  des  PnnVies  'O  Ton  den  drei 

anbelangt,  so  setze  ich  0£=|u, ,  OFsz^^^  0€r=: ft, ;  alsdann  «lifd: 
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Da  aber 


bl,  M  folgt 


mad  ebeo  so: 


r  ■  ■        «  I 

SctBt  nu  Id  diese  Glddumgen  aaatett  der  Ceelaeeee  der  Sei» 
te»  die  ihnen  — |ebCrigce  WiniwUbBCtieiMm»  eo  iel  Mch  der  ge* 

bOrigeD  Redvcdon:  »  ' 

tg^tCotfi^  =  — oder  tgAjCotg^-lar 
und  dareoe: 

~  elnfii      ~  cee    coA  C ' 

■ 

sin  (Äf  —  jttt)   CO»  |?cos 


(23) 


sin  (A,  —  pa)  _  cos  r  eo« 


ewfii 

1       .     » »i  • 


r 


I  » 


♦ 


Helbirt  man  die  Seiten  n,b,  c  deN  sphfirtAcheo  Dreiecke  ABC 
(Tef.  VI.  Fl£r.  9.)  und  errichtet  in  den  HalbimogfiiaelLteo  D,  E,  F 
äle  Norroalbogen  ODszpi,  OE^n^^^  ÖF=zp^\  eo  i«t  der 
Onrchschnittftpunkt  dieser  NormalbOi^en .  O',  der  Mittelpunkt  de« 
wn  das  Drcieek  AßCi  ImcMl«^»  hstluw»  webei  Q^B^O^C 
m^A^p  iet. 


Setzt  inaji 

■nd 

äLBWimA^,  ^AQfB^'^^  ^AhfCv^tx 
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80  ist  leicht  zu  erweisen,  dass 


und 


(26) 


2 


ist.    Wenn  man  aus  dieser  Gleichunt;  in  die  bekannte  Formel 

sin^  tgi?,  =ispi 


deiL  Werth  für  Bi  substituirt  und  dann  sin  5-  mittelst  der  drei 
W'inkel  des  Dreieckes  ausdrückt,  so  folgt: 


sin    sin  C 


.C/7) 


Nach  demselben  Verfahren  gelangt  man  zu  den  Gleichungen:  \ 


•SP»=*SlM+t'-Ä)\     


siiMoin  C 


.(28) 


tgpt^t^\(A+B 


—  cosU^  +  ^  +  C)cosi(.4  +  B—C) 


'.(24) 


^4  /    sin^öipß  J 

j  .«.wf-.  •  t%  ««i'>      AjH    «in  «irr-.    .  ■%  t^if  f 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  aus  den  drei  Winkeln  des  sphäri- 
schen Dreieckes  die  Abstände  des  IV1ittel()i|inktes  des  unigescbrie- 

bepen  Kreises  berechoet  werden  können« 

.'«Ii-  •  '  • 

Es  lassen  sich  folgende  Gleichungen  ganz  einfach  ableiten: 
cos^  =  co8^sinBj,   cos|^  =  cos^sih(ß— Ä,),  co8|=cos^sin/li; 

t)^\^d^^  iKa'n^  diese  Form^jn  n^it  jenen  in  ('26)  und  sulMi^tai'rt  ^  , 
die  Cosinuss^' (fef  i$let¥eD'die%  Winkel -Ausdrücke,  m 

^feiebt  sich  v\ach  gel^uriger  JRcductiötiV  .    1     1    j«  . 

co82=:8ini(ß+C-J)\   ^hTßiinC  

^     •  i/j.i?   ^xi/" cos4(i<-^C-^)cos4(ig-t-0■^j  ' 
co^^=su»l(J+^-p)\(^^      ,      ^^^^.^^  ^1^^ 


cos 


1  -  «in  UA^.r-K\  kT <^os',(A-^B-C)eosi(B+C-A)  "J^' 


4 


Skrita»:  /.ur  ipkärUcAen  TngummttrU»  4S i 

Wie  man  nun  aus  den  gegebenen  Winkeln  des  Dreieckes  die 
Entfernungen  des  T unkten  O'  von  den  Seiten  bestimmt  bat,  so 
lassen  sich  auch  die  drei  gleichen  Entfernungen  des  Punktes  O' 
von  den  Ecken  Ay  ßy  C  dee»  Dreieckes  sowohl  durch  die  Win- 
kol,  als  auch  durch  die  Seiten  ausdrücken,  penn  es  ist: 

■ 

♦ 

md  wenn  man  aus  den  früheren  irleicbungen  liir  p^^  und  ^  die 

Wertiie  sabstüuirt»  so  «igiebt  steh  Dach  einer  leiehteo  Re^fiktioD 
die  Formel:  , 

(34) 

V— cos4U+Ä+C)co8i(X+Ä-C)cos;(il+C— Ä)cos4(Ä+C-ii) 

Siod  die  Seitee  des spblrisebee  Dreieekee  gegeben»  ee  Üsel  sieh 
diite  Formel  mit  Hülfe  bekannter  Gleichnngen  der  sphfalechen 
Trigonometrie  leicht  nef  folgende- bringen : 

(35) 

Ssln^'Sin^.sin^ 

l«f— 


Vsio  i(«  +  6  +  c)  sin  i(a  -f  6  —  c)  «in  i(a  +  c — ^jsio(6  +  c—  a) 

Wenn  die  drei  Abstände  pi,  p^,      nebst  einem  Winkel  des 

Dreieckes  bekannt  sind,  so  lässt  sich  das  Dreieck  aufldseo.  Denn 
es  ist: 

siD|i^=sin9sjn(^— ^i)» 
sinp^  =  sin^siniii ; 


woraus  folgt: 


od« 


sin(il— ^g)  sipj% 
•in  ili  «Ini^ 


ein  il  cos  Ai  —  sin     comA  ^  sin/ig 
BinAi  ""sin|%* 

so  auch 

.   A     «in|i!iC00-4+ sinp,, 

cotg  -4.  =  — ^-    ,  .  -r^; 

°  '  sinjD^smii 

weg  gber  cotg4i=«li>j^tgA  tot»  so  mims  nneh 
TktUXXvm. 
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CotgpjSin^rs 


6    sin/^acos /I -f  sin^fy 


IMin,  oder 


sxnp^  9\n  A 


6in  ^  = 


sin^ 


Qnadrirt  mttD  diese  Gleichung,  so  folgt 


gin^t=l  --co8*^=  ^ — - —  •  — 


cos*;? 


sin 


I 


II  II 


8 


i. 


2.1  » 

5*1  5' 


03 


5 
+ 


1 


.  •  I 

O 
-I- 


I 


5 

o 
o 


I 


Cd 


OD 

5' 
I 

•TS 

I 

? 

o 
o 

cn 

Co 

1 


o 

OD 

K  *< 

/-^ 

I 


^5 

im.  CR 


cn 


5 

o 

OD 


2^ 


O 

00 

I 


0} 


ST 


OB 


OB 


OD 


CT) 


o 
Ml  a 


II 


n 
o 

OD 

n 
o 


II 


o 
o 

OD 
w 

o 

cn 


4- 

3 
t»  — 

i 

n 
o 
on 


<» 

S 

a 

SS 


(0 


S 


II 


-  8 

im  M 


s 

Ol 


S3 


(9 


8 


9 

*  • 


i 

8 


i  ...  ^ 


fr 

Ol 
& 

I 


e 

OB 

8 


4L  «li*?  J     ,  . 


A 

e 

I 

I 


o 

I 


.1)1  / 


loogle 
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Pitser  Gieichungeo  bedient  man  sich  hauptsachlich  dann,  wenn 
eine  dem  ge<rebenen  Winkel  sre^enCiberliegende  Seite  geeacbt 
«rird.  Sollte  blpss  eine  Seite  uo^iuc-ht  werden,  welche  dem  gege- 
benen  Winkel  im  Dreiecke  nicht  gegenüber  liegt,  so  läest  sich 
dafür  noch  aus  [a]  eine  etwa«  einfachere  Formel  hereteUeii.  Denn 
die  Formel  [o]  laatet: 

,  b      eionfCoSi^ -f  sinps 
am  z\  —  ■   — r  -  j — —  f 

■ad  wenn  beideraeits  die  Einheit  addirC  wird»  an  folgt: 

/  coai»«6iQii 


oder 


aoia«  Hleraaa  ist  sngieich  ersichtlich,  dass  zur  Bestimnoog  der 
Solte  6  anaser  dem  Winkel  A  nnr  zwei  Abstände  ^  und  er- 
lordeHieb  sind. 

Oafch  VereiDigong  der  Forneln  (3Q  mit  (96)  ergiebteick  leieht: 

m 

coa^  (4C^ 


In  einem  gleichacbesldigen  Dreiecke  ated  ofenbar  die  an  des 
glelcben  Sebenkelo  gebSrigea  Abatlnde  dea  P«nktea  O'  einander 
gleich;  ebeoeo  ahid  In  eloeoi  gleichaeltigen  Dreiecke  alle  drei 
Abat&nde  de«  Panktea  O'  Ton  den  Seiten  nnter  einander  gleich. 

Ist  das  apbimcbe  Dreieek  reekt^vinklig,  ao  Terwandelt  tkik 
FofMl  (87)  i*  Adfemle,  wobb  il»flO»  geeetit  wird: 


->  ■  (Ii  I) 
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oder; 


— COS  (450  + 


).co8(460-- 


tgP.  =  .g(^-45o)V 


—  C08(i?-hC) 

2  sin  ß  sin  C 


(41) 


Ferner  folgt  aus  (28)  und  (29) 


fi  — C 


V 


(42) 
—  cos  (450+ 


)  cos  (450  — 


sin 


tgf's  =  tg(45o  +  — 2 


—  cos  (450  + 


)8in(460  — 


sin 


Die  Gleichungen  (34)  und  [a]  gestalten  sich  zu  nachfolge 


2.  cos  (450  + 


B^^C 


) 


tangpzn 


V  —  cos  (B  +  C)  cos  {B  -  C) 


sm 


6  siny?3 

cos;;2 


Endlich  folgt  aus  der  Gleichung  (37)  die  Gleichung  filr  die  Hypo- 
tenuse ,  nämlich : 


.  •  1. 


cos?  =  ..^  .  V  sin  (90"  +  f>a  +  pj) sin (90^  -f-p^  — p^) 


2  cospi 
1 


cospi 


V  cos(pa  +  ps)cos(/>j— ps). 


Da  im  gleichseitigen  sphärischen  Dreiecke  Pi=P2=^Pt  ist,  M 
folgt  aus  der  Formel  (27)  wegen  A=iß  =  C:  ^,  ,^ 


i  =  tg^Y 


3/f  i4 
—  cos     •  cos  2 


2  ^  ,  sin^A 
Aus  (30)  erhält  man: 


2co8*2 


cos ^. cos (45) 


1. 


cos  2 


d-^tt  ^kivJM^ihR 


daher 


3  5  sinM 
9  =  1200. 


ÜlLl 


^  Mi  tie,  M%f«  mm 


m  «M  (Jff): 




(49); 


{.  3. 

Wenn  man  die  Winkel  A,B,CAm  tMMim  ABC  (I  nf.  VI. 
Fig  10  )  balbirl,  imd  die  halbirendtn  Trtiitv«rialen  .iO\  HO", 
COT  mit  ti.  r,.  r,  bezeichnet,  so  Ut  bekanntlich  i)^  d«r  Mit» 
telpsttkt  dM  In  das  Dreieck  cinKeschriebenen  KrtlMN.  Daher  aind 
mmk  di#  AbMad«  O^D,  ifW,  O^E  de«  gM«lm«bftmiobMi 
DvrebachoKtspanktafl  O*  dar  Tranareraalea  tos  dt»  Mto«  «nltf 


Digitized  by  Google 


486 


Skrivan:  Zur  sphärischen  Trigonometrie, 


(y'D=^  0''F=zO"Ez=:r,   AFz=mi,   BDx=im^,  CE^m^ 
80  siod  auch  folgende  Gleichungen  bekannt: 

JF=^E=mi  =  Uft  +  c— a), 
Ä/>=^F=ma  =  i(a+c— 6),  \  (51) 
e£:=  CD  =  ms  =  4(a +  6  -  c). 

Wenn  man  in  die  Gleichung  cotgt?x=cotgmi  .cos  ^      "»i  au«(51) 

A 

?tzt,  nebst  dem  auch  cost^  mittelst  den  drei  Seiten 


den  Werth  setzt 
des  Dreieckes  ausdrückt,  so  folgt : 


2 


cotgr^  =  cotgi(6+c-a) \   ^i6^  ' 

ebenso  ergiebt  sich: 

cotgr2  =  cotgUa+c-6)\  ^^^^^^^^  .  (W) 


cotgt>8  =  cotgl(a+6-c) 


V 


sin  i(a  4-  A  +  c) sin \(a-\-b  —  c) 


sioasin  b 


■  m 


Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst ,  aus  den  drei  Seiten  des  sphSri* 
sehen  Dreieckes  die  winkelhalbirenden  Transversalen  zu  ünden. 

V  ^  /         cotg^  ^ 

Wird  in  der  Gleichung  cotffr=-;; — rrr-,  • — r  die  cotgx^  durch 

^      "      sin  4(6  +  c  —  fl)  2 

die  drei  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  ausgedrückt,  so  gelangt 

man  nach  einer  leichten  Reduktion  zu  der  Formel: .       ^,  i^.^  ^ 


cotgr= 


sin  4(o  +  6  +  c) 


:;(55) 


sinJ(a-f6+c)sinJ(a+6— c)sina(a+c-6)sinj(6+c— <i) 
nun  ist  aber  auch  t    •  .  -  f. .-  h.,  fjyr 


sini(6 +  c—a) 

_v  -cos4(^^-/^-^c)cos4(/l^^^--C)cos}(/i-^c-g)cosA(g^-c-i). 

2siu  ö  cos-r  cos  , 


mithin  kann  man  aus  der  obigen  Formel  ebenso  erhalten: 


V~ -coHi(A-\Bi-C)cosl(A^ß^C)coHl(A-VC—B)cotii(B-^C^)' 


Mär4wsm:  Zur  m^Mukm  WgmmMe.  4Bf 

Wiftkdii  und  dem  Abstände  dee  MiCtelponktes  eine«  In  d«e 
•pUrisebe  Dreieck  elnf^esebrlebenen  Kreises.'  '  '  '  ' 

ßezeicboetmaQ  die  W  iokel  ^  0 'i^«  0"BD,  CÜ  'E  mit  o^,  («t, 
mo  ist; 

I>a  Dun 

-        ,      .      ^      cos  a  —  cos  r«  cos  v% 

Uii«^  etienralls  aber 

eoa  Oi|  s cos  [180^  —  ({o^  ^       «  —  cos  (cot  -f  tt«)» 
•o  maea  auch 

cos  r«  cos  t»,  —  cos« 
eotgettgrss  .  ?  • 

•eiD.  Daraoa  erbfllt  man  naeh  einer  leichten  Redoktioo  die  Gleichung : 

Cosa  =1  sin sin  V|CotgO|  [tgP|  cotg^^cotgi^  ^  ^$rl* 

iieiii  man  hier  tg  1^  cotg  cotg  r=  tg  ,  so  übergeht  die  For* 
mel  in: 

ceaas  ^.^.sin(§,  — r).  (58) 

I 

Nach  demselben  Verfahren  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

Sinei  aine^cotgeg 

wobei  tg  ^  =  tg    cotg  Vi  cotg     ist ;  endlich 

sine,  sing,  cotge^  . 

utkä  Uer  tat  tg^stgeycotgticetg«^. 

Mit  diesen  Formeln  lassen  sich  die  drei  Seiten  des  sphäri- 
Bchen  Dreieckes  Ijeicchtien,  wenn  ausser  den  drei  winkelliailiiren- 
den  Transversalen  noch  der  Abstand  des  Mitlel^»unktes  des  in 
das  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  gegeben  ist. 

Ist  das  Dreieck  gleichschenklig»  wobei  as6  wif«»  ao  moaa 
ssi%  aein;  dann  erh&lt  man  aoa  (57): 


(00)  folgt: 
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Skr  Ivan:  Zur  sphärischen  Trigonometrie, 
p       cos  c  =  cotg  üj  [tg  ra  —  Cl  +  tg  r)  sin  •r,  ] ; 


e(>en8o  erhSit  man  aus  (52),  (54)  und  (55)  die  Gleichungen: 


COtgPi  = 


cotgpj  —  cotg(a  — 2) 


CJ  c 

cos  ,2  sin  (a  +  ^) 
t2sin  a 


(63) 


8in(a  +  2)8in(a— 2) 


sin  a  sin  c 


cotgr  = 


8tn(ö  +  2^ 


sin    \l  sin  (a  +  ^) sin  (a— ^) 


(6i) 


In  einem  gleichseitigen  Dreiecke,  uo  a  =  Ä  =  c  ist,  inuss  auch 
t>j  =  Ts  sein ,  wofür  sich  die  zuletzt  entwickelten  Formeln 
(61),  (63)  und  (64)  in  nachfolgende  umwandeln: 


cos  P, 

co8a=  — — .cos(Pi  —  r)» 
.    cotgüj  =  -\  8in,^sin  ; 


(66) 


(66) 


2 

2     .  « 


woraus  noch  folgt:  sin P|  =       sin somit  sin  P| :  8in2=  2: 


cotgr= 


(67)  ^   

"'"2        I  4  /  ""2    I  4r-«T3; 

(  sin  0  «in  TT    ''"'i  f  2    ..  ... 


ü;>  »'Ii' 
n 


 V  

elclil  man  diese  Formel  mit  der  (G6),  so  ist: 


tgrrtgüi  =  1:2. 
Ebenso  Gndet  man  leicht  s5nr  =  ~ß.tg^  oder 


also 


•.  »:••.!•  •  f  nah 

il      a*.  I  IaI 

.  r;.  (68) 


sinr:  tg^  =  1 :  V3.         i  '  :  {  *  %  ^ 


Skrivmn:  Zur  9^Mrt9cken  Trigommelrit, 

Die  Winkel  o>i,  eos»  ca,  sind  in  einem  gleichseitigen  Dreiecfet 
^nander  gleich,  daher  betrSgt  jeder  60^. 

Wenn  das  spbfirlsche  Dreieclc  rechtwinklig  ist,  wabei  J=90^ 
yetit,  «iMlaDB  «rhält  mo  um  dm  Mhem  Fonndo  folgwide: 

cotg  ti  SS  eos  ^ .  colg  ffii  =     .  cotg  1(6 + e— a) 
oder  tgi^  =  V2.tg4(6  +  c— a),  (70) 

■ 

weiches  die  Formel  für  die  den  rechten  Winkel  halbirende  Transver» 
eile  ist  Ebeneo  erbllt  mo  aoe  derGleiehiiDg  tgr=:tg^.8inl(H-c— a): 

tgr=:sini(Ä  +  c-o),  (71) 
und  aee  (52)  ergiebt  eich  gans  einfaefe: 

c  c  B  C 
2V2.COS-2  cos  j 


j.  4. 

Vergleicht  man  nun  alle  in  §.  2.  und  §.  3.  entwickelten  Glei- 
cbnikgeiit  so  ergeben  sich  noch  einige  Relationen  swbchen  den 
Beetimmongagrllaaeo  dta  Mlttelptinktea  eowobl  einen  elngeechrle- 
benen,  wie  aneb  des  mgesebii^enen  Kreises,  fUr  dasselbe  sphi> 
fische  Dreieck. 

Betrachtet  man  zuerst  die  Seiteiiabstaode,  sowohl  des  Punk- 
tes O'  wie  auch  O" ,  fiir  welche  die  Formeln  (27)  bis  (29)  und 
(56),  (56)  aufgestellt  wurden ,  so  erhSIt  man  ans  (27)  und  (56) 
Dach  eiaer  leichten  Reduktion: 

ABC 
2  cos  2  cos  2^  cos    .  tg  i(B  +  C — A) 

tgyj  cotgr  «        jjr^.^         »(^  +      C) cos + C— ^ 


Ist  das  Dreieck  rechtwinklig  und  ÄzsW^  «o  bt: 


2cos^coa5tg(   


y^ainBsliiC.elD(40»  4-  ^^) 
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und  für  eio  gleicbfieitigcd  Dreieck,  wo  also  Az^B^C  iM: 


^%Pi  cotgr== 


=1 


8in  ^.cos-t 


folglich 


tg;;i  =  tgr. 


(74) 


oder  pic=r,  w&s  für  das  gleichseitige  Dreieck  vorauszusehen  war. 
Da  nun  in  (68)  tgO|  =2tgr  ist,  somit  moss  auch  ^tg^t^i  =  tgvi  sein. 

Bezüglich  der  Abstände  der  Punkte  O'  und  O"  von  den 
Ecken  des  Dreieckes  erhält  man  aus  (35)  und  (52)  nach  einer 
laichten  Reduktion: 

2sin,^sin^sin,^cotgi(6  +  c  —  a) 
tgpcotgCi  =  —7=  "  — _^  ^-^^ 

V  sin  b  sine  sin      +  c  —  b)  sin  4(a  -|-  6  —  c) 


In  einem  gleichseitigen  Dreiecke,  wo  a  =  b  =  c  ist,  ergiehtsich: 

tg^cotgCi  =  l,  (76) 

also  p  =  r|,  was  (ur  das  gleichseitige  Dreieck  evident  ist. 

bildet  man  das  Produkt  aus  den  Gleichungen  (34)  und  (56), 
so  eelangt  man  zu  der  Gleichung:  ^  . 

*gptgr  = 

.4,.  -'f 

Fe 


•1»  Ii  »•  (I 
.  t'iy  .  «•  Mi;(77) 


ABC 
:fcos^  cos -Q  cos  j| 

^erner  folgt  aus  der  Formel  (55)  und  (35)  :    !*     '        '  . 


'2     2  2 


•  ■  * 

I. 


Ist  a  =  6:7=c,  «0  folgt :^ 


>  «• 


isin^  sm  j\sin 

(78) 


2sin5^ 

sin-ij 


(79) 


Endlich  «ei  noch  <i=:6  =  c  =  90<»,  so  ist:  -'.»V'-i 


tgpcotgr  = 


Verbindet  man  die  Mittelpunkte  der  Seiten  a,  6,  c  des  sphfi- 
ikcbcD  Dreieckes  ABC  (Taf.  VL  Fig.  11)  mit  deo  gegenüberlie- 
gesdan  Ecken  dieses  Dreieckes,  so  schneiden  sich  belreeiüdi 
diese  Treoeverseieo  gemeinscbafUicli  in  ebem  Punkte  O* 

Setzt  man  nun  :  ' 

so  auch:*  ' '  '* 

'  ^CFB^y>t,   AADC^^,  ^AEB^^Hi 

^CAB^Ax.  ACBM^B^,  ^^ßCk^C^i 
aUdaou  ist  im  ^  CFB :  * 


coea— cos<3Cos2 
«ö89i  =  75  » 


__2 

sin  ^  sin  ^ 
ond  im  ^^AfC» 

c 

cos  b  —  COS    cos  ^ 

coe(180ö— cosg>4  ==  ^  

sin  ^  sin  ^ 

Durch  üieiciisetzuQg  dieser  Formeln  erhält' man: 

r  e  , 

cos  a  —  cos  t%  cos  2  =  cos  ^  cos^—  cos  6 


oder 


mithin : 


^ootf^cos^aseosa  i-coe&, 

oe»fl'feos6     cos  Ua^b)  cöe4(«i-^) . 

cosij^  ;^ — =  »  (öl) 

folgt: 

cosa  +  cosc     cos  i(a+c)  cos  Ka—c)  ' 

«00^1=  — i — ^»  w 

Seeoj  eofl^ 


cos  fr -t- cot«  c  co8^6-fc)co8i(i^— c) 
^     a  o 
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MIttebt  ditflM  Gldcbottgio  Imm«  sieh  aw  tai  M  Mtoa 
a,  69  e  die  diese  Seiten  balblreoden  TraosTefeeleo  berediBee* 

Ferner  erglebt  eieb  ans  deo  bekaanten  Ga«ee'eeben  Glei- 

! 

C 

CO«  iia  -  b)  cos     -f  6)  „        ' •'''^^  ^ 
€  siikC  *' 

und  eabetitairt  man  diese  Formel  in  ißl)^  wobei  nodi  anstatt 
CO«  j  deaaen  bekannter  Wlokeiausdrack  gesetit  wird,  so  foigt: 

~« ^  =    ainC  V   ili^JiSTB  • 

ebenfaUs : 


coa 


aiüB    1  siu^sinC  * 

Nun  ergeben  aicb  folgende  Gleicbungen: 

aln^ainC  ain^sbi^ 

woraus  foigt: 

ain^li  :ainM  -  4)  ^ ein C:ain ff ;  (87) 
auf  ibnlicbe  Art  findet  man: 

sin  Bi :  sin  (ff  -  ss  sin  C:  sin  /I ,  (88) 
sinQ  :ain(C— €^)  »ainff  :ainil.  (89) 

Es  wird  daher  jeder  Dreiecks«  inkel  mittebt  der  seitenbalbiren 
den  Transversale  in  zwei  solche  Winkel  gelheilt,  deren  Sinwssf^ 
sich  za  einander  so  verhalten,  wie  die  Sinusse  der  auf  derselben 
Dreieckaaeite  mit  ihnen  anliegenden  anderen  Dreieckswinkel. 

Hnitipllairt  man  (87)  mit  (89)  und  Tergleicbt  die  ae  enfalaii* 
dcBe  Preporüen  mit  (88),  ao  gelangt  man  in  der  CSIeidmng: 

ein  Ai  ein    sin  (ff-ff  1)  -  sin  ff  1  sin  (C-  C:^)  •iniA-J^)  =  0,  (iNO 
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welche  bl^M  iß»  ReUtionen  swisehen  den  Wiakelo  enttiXU»  die 
van  deu  Transver&alea  woa  den  Dreiecks«!  iukeiii  gebild^l  »uitieu. 


oder 


smAi         »in  C 
«»tg/li  (91) 


eotgCi=col«C+ji^.  (93) 

Sind  daher  die  drei  Winkel  des  Dreieckes  bekannt,  so  kann  mau 
mit  diei»en  Formeln  auch  die  Winkel  Ay  .      ,  Ci  finden. 

Es  lisst  sich  MS  d«i  DreiMk««  BOD  unA  OA£  Mkr  ^ 
tutk  di«  GieichoDg 

wiieiten;  da  jeoocb  sin =  g —  tot»  so  wird  äuco: 

sin^ 


«10  m  I 


•iniVg  -icosy. 

Aiu  lUefteo  Gleich oogeo  erhält  mao  leicht  folgende: 

a 

cos  ti  +  ^co«2 
 Sni^  • 

coBi^  -i-  2coa^ 
cetgus  .  <W 
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C0S<3  -f-  2  COS  £7 


Endlich  ergiebt  sieb  noch 


sin  rii  sin        sin  t/i  sin  ti      sin  sin 

sin?^2     sin/^'    sin  1/3     sin  <8  *    s\\\t]^  sin/g' 


m 


Ist  das  Dreieck  gleichschenklig,  so  venvandeln  sich  ganz  ein- 
fach die  hier  entwickelten  Formeln  in  nachstehende,  wenn  ass6 
gesetzt  wird: 


Cosa         ^  cosa-f  cosc 

cos    =  — ,   cos   =  cos  ii  = 


c 

COSg 


zcos^ 


(99) 


ebenfalls 
daher 


sin  Ci :  sin  (C —  Ci)  =  sin  A :  sin  A , 


mithin  föllt  die  basishalbirende  Transversale  mit  dem  zur  Basif" 
gehurigen  Perpendikel  zusammen.   Weiter  ist  auch  aus  (93): 

.  n     1  .     .  ^     V2.ein(450  4-  C) 
cotgCi  =  l  +  co^=  ^  ^  ^ 

»   Wenn  aber  az=Lb  =  c  ist,  «o  folgt  aus  den  obigen  Formeln  gani 
einfach :  Q 


cos  ti  =  cos  ^  =  cos  = 


cosa 


2co«^ 


cos  i4 
sin  2 


(100) 


Endlich  ergiebt  sich  für  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  wenn  etwa 
(l^k:  90^  gesetzt  wird,  da  008a=  cos^cosc  ist: 


c  o 
costj  =  2cos6co8  2>   cos  ^9  =  2  cos c  cos 2 > 


(101) 


welches  die  Gleichungen  sind  dar  die  Transversalen  den  Katbeteo 
angehurig.   Ebenso  ist  «».  >      '  »  -    i  is'  »  u         m  ««v  ^^vu* 


^    .     »in  C 


«WM 

Ist  noch  a=6  =  c  =  90^,  Ho  ist  offenbar  aach  f^=<^r=t|=90^ 

und  cotgT/i  =  V2. 


ogle 


MiteeUen. 


«I 


«     Mise«!  Leu. 


JKacluiebeinio  Kotis  ul  mir  «ur  VeröffcatlicliaDg  lOgetiuiiU  worden,  ^ 

^  \  Tbe  undersigned  tv'ould  re^QctfulIy.  iovite  tbe  attention  of 
^jq^tHmeotors  to  tbe  following 

 Intereetin^  electrica!  experlment. 

From  the  conductur  of  an  electrical  mac  hine  suspend  by  a 
wire,  or  cbaiii»  a  i^muii  metullic  baii  (Que  ul  uood  cuvered  witb 

tin-foil),  and  uoder  tiMi.hill  pluoe  a-ratto  «UlQ.,roetaUic  bam 
centeiMlng  e(»ai»  oil  «f  t«riM»ntioei  al  tbe  «Uitonon  eC'Hbqiit  {  ineb» 
If  tbe  handle  of  tbe  macfaltie  be  now  torned  aloivly^  tbe  liquid  'm 
tbe  basin  will  begin  to  movc  In  different  directions,  and  form 
ivhiripoofs.  As  the  cff^ctriritv  on  the  coiiductor  accumnlatea,  tbe 
troubled  liquid  \vill  el^vate  it>eU  in  tbe  centre .  ar»d,  at  last,  be* 
come  attacbed  to  iUe  ball.  i>raw  off  the  electricity  from  tbe  con- 
ductor  to  iet  tbe  liquid  rcaome  its  positioo:  a  portWn  gC  the  tnr- 
pentine  remalns  attacbed  to  the  ball.  Turn  the  bändle  affain  Tory 
elowly ,  and  observe  now  tbe  few  drops  adbering  to  the  ball  aasuroe 
m  eonical  shape  with  the  apex  donnUards,  whUe  tbe  liquid  ander 
it  asaumes  n\^o  a  eonical  shnpe,  tbe  apeal  upwards,  until  hoth 
meet.  A<«  tiie  liquid  does  not  accumtilate  on  tbe  ball,  there  must 
neces^^arily  be  as  ^reat  a  current  downwards  as  upward^^  giving 
tbe  column  of  liquid  a  rapid  circular  motion,  vibich  continues  untii 
tbe  eleciricity  from  tbe  conductorla  nearly  all  diacbarged,  sHently» 
or  mitil  it  ie  disehargodl  by  a.  Apark  dei$cendtfeK  ieto»  tbe  liqsidb 
The  same  phenomena  take  place  witb  oil  or  «vater.  Uslog  tbe 
latter  liquid,  the  halt  mn^t  be  brougbt  much  nearer,  or  a  mitcb 
greater  qiiantity  of  electricity  is  neceaaary  to  raise  it 

Tbose  wbo  had  nccaslon  to  obaerve  the  sublime  pbenomenon 
of  a  water- spout ,  will  at  once  perceive  in  tbis  experimeiit  a  faitb- 
ful  mtnatnre  repre.sentation  of  the  gradual  foriui^n,  progresa« 

and  breakinj?  up  ot  that  2;raiid  phenomenon. 

If,  in  thi««  experiniont,  \\  e  fet  the  l»all  swlngtoand  fro,  fhe  lifti© 
water- spout  will  traM^  l  <>ver  Ht$  minature  sea,  carryinc  its  u  birlpoc^ls 
along  uith  it.  ^ben  it  breaks  up,  a  portion  of  theliqmd,  and  vntb Ii 
anytbing  it  may  contain,  remaioa  attached  io  tbe  ball.  Tbe  iab.  aeeda» 
leatea»  etc.  etc. ,  tbat  ba?e  fallen  to  tlieeartb  in  rata  squalla,  may  bave 
ovi  ed  tbeir  elevation  to  tbe  clouds  to  tbe  same  cause  that  attaches  a 
few  drepB  of  tbe  liquid,  wMb  ita  parüclea  ef  inipnritlea«  to  tbe  ball. 

ft  br  well  boeWit-  that  watar-apoota  generaily  form  on  bot 
anmmer  daya  In  aoatbem  dimataa»  and  In  ao-calted,  dead  calNM; 

they  never  form  rni  rainy  days,  nor  \u  windy  ncather.  If,  in  pnf 
experiment,  we  hla^v  upoo  tbe  surface  of  the  liquid,  the  dischar^© 
ef  .tbe  elactricity  from  the  bali  is  tbereby  so  mach  fiicilitated«  as 
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to  prevent  the  elevation  of  the  liquid  entirely,  or,  at  least,  to 
retard  it  very  much.  By  holding  a  pointed  conductor  near  tbe 
liquid,  the  elevation  of  it  is  eotirely  prevented.  It  seems  not  a 
forced  deduction  tbat  ligbtning-rods,  and  not  tbe  firing  of  cannon 
are  tbe  proper  safeguards  against  the  formation  and  the  disastroos 
effects  of  water-spouts.  When  we  conteniplate  tbe  effects  of 
electrical  attraction  on  liquids,  our  attention  is  naturally  drawn  to 
its  effects  with  regard  to  gases,  and  enpecially  atmospberic  air. 
Tbe  nonconducting  air  will,  like  otherfluids,  beattracted,  electri* 
fied,  and'  repellea,  to  seek  its  dissimilar  electricity,  giving  rise 
to  currents  and  counter- currents,  and  at  tbe  electrical  niachine, 
to  tbe  pbenonienon  known  as  the  electrical  wind,  whilst  by  tbe  opera* 
tion  of  tbe  grand  electrical  niachine  oftbe  clouds,  it  produces  those 
fearful  and  destructive  currents  known  as  wbirlwinds  and  tornados. 

The  table  lands  of  Mexico  are  never  wetted  by  rain,  and  but 
very  sparingly  by  dew.  It  is  in  tbese  elevated  and  dry  regions 
tbat  wbirlwinds  are  most  frequent.  Water-spouts  and  wbirlwinds 
seem  to  be  the  lightning-rods  tbat  nature  constructs  to  afford  to 
the  electricity  of  the  clouds  a  passage  to  tbe  eartb. 

Dr.  M.  F.  Bonzano. 


Beweise  für  den  Pythagoräischen  Lehrsatz. 

Voo  Hrrrn  Hofrath  Hnrx  io  Braanach  weig. 

1.  Das  lüABC  (Taf.  IV.  Fig.  8.)  sei  an  B  rechtwinklig.  Man^ 
lege  an  A  ein  Lotb  AD  zu  AC  und  verlängere  dasselbe  bis  es 
die  verlängerte  BC  in  D  trifft.  Dann  ist  DC:AC=AC:BC, 
und  also 


7!" 


AC*=^  DCxBC=:BC^^DBxBa 


1 


Setzt  man  hier  AB^  für  DBxBC  an  den  PlaU,  so  ist  '-r  vr* 

llni,:i  •    i.  AC*z=BC^^AB\  '   .<».M,Hi  v,rk»i4 

2.  Das  ^DAC  sei  an  A  rechtwinklig  and  AB  ein  Loth  toq 
a  luf  DC.   Dann  ist 


•.'.Iii 


AC^  =  DCxBC=BC^-i-DBxBC,  •^•»' 
    ...ii'.i 

AD^=zDCxDB=  DB*  ^  DBxBC,  . 


folgWc t '  A CHADk=iDBH 2DBxB C^BC*=:(DB^B C)«=J5??. 


tu 


•l 


•  ••• 


•I»' ;i. 


Berichcignng.  «Ii      ...  yc;  »flT 

t    '  Tbl.  XIVIII.  S.  117.  mos«  die  rechte  Seite  der  Gleichang  (15)  au 
—  0,  sondern  — a{i  —  cos 9)  heiisen. 

Tbl.  WVIII.  S.  341.  niu«t  der  Aufsatz  ,,IJebangsaafgBben*'  mit 
Will.  a.  bezeichnet  werden ,  da  der  Torbergehende  Aufsatz  aus  Versehea 
aqch  Nr.  XVIII.  erhalten  bat. 

'M'i. 
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Erwiederung  ao  Herrn  Dr.  Carl  Pfaff 

Ton 

W.  Sartorios  v.  Waitersbausen. 

Herr  Dr.  Cart  Pfaff,  der  Herausgeber  des  Briefwechsels  tos 
J;'<*\  Pfaff  und  dem  Hersoge  C.  von  Würtemberg,  beklagt  sieb 
üf  dfts  Bitterste  in  daeMT  Zeitschrift  (27.  Tbeil»  Heft) ,  dass  m 
nekier  ScbHft  »»Ganss  san  Gedächtniss"  das  Verhiltois« 
•eines  Valers  zu  dem  grossen  Mathematiker  falacli  und  unwfirdig 
a«%efaaat  sei.  £r  beacboldigt  mich»  data  leb  aoa  abelwollendar 
Uebartreibaagy  ana  Eitelkeit  and  AmaaaaaaDg  daa  Verbültnlaa 
beider  Mlaaer  entstellt  habe  and  zweifelt  aoi^ar  an  der  wahrbelta- 
geniaaen  Beachaflenheit  meiner  Mittheilangen* 

Es  ist  unter  meiner  Würde  die  persunlicben  Angriffe  su  er* 
wiedem,  um  so  mehr,  da  sich  jeder  Rilligdenkende  sogleich  Aber- 
lengen  wird,  dass  ich  als  Biograph  nur  die  Aufgabe  habe  in  die- 
ser Angelegenheit  den  wahren  Sachgehalt  darsulegen  und  daaa 
ich  ganz  nnbetbeiligt  ausserhalb  der  8ebranken  ateba«  bi  deaan 
dbae  MeinnagaTeraebiedenbeilmi  eiaaadar  eatgafentreten. 

Wenn  ich  in  meloer  Schrift  klar  uAd  bestimmt  hervorgehoben 
habe,  das  in  jenem  Briefwechsei  das  Verhältniss  von  Pfaff  eu 
Gauss  9  als  das  eines  Lehrers  zu  seinem  8chGler  durchaus  on> 
liebtig  hingestellt  aei*  so  geschieht  diaaea  oiclit  in  meinem 
Namen»  aeadara  un  aoadraeklicbea  Anftrafce  nnaerea  naatafblicbea 
heoudea* 

Um  den  Leser  dieaer  Zeilen  von  der  Kicbtigkeit  meiner  Aul* 
Tkl«XXYUI.BII.L  1 
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fuü^Aungs weise  zu  überzeugen,  werde  ich  nicht  wie  Herr  Pfaff 
durch  Hörensagen  vererbte  Nachrichten  vorbringen,  sondern  mich 
auf  untrügliche  Quellen,  auf  schriftliche  Aussagen  von  Gauss 
stützen,  so  wie  auf  Aeusserungen,  welche  Gauss  nicht  nur  gegen 
mich,  sondern  auch  gegen  mehrere  hier  anwesende  Freunde  ge- 
macht hat 

Glücklicher  Weise  be6nde  ich  mich  seit  einigen  Monaten  im 
Besitze  des  Briefwechsels  zwischen  Gaussund  dem  am  20.  Nov. 
▼erflossenen  Jahres  verstorbenen  Wolfgang  von  Bolyai,  welcher 
▼iel  Interessantes  enthält  und  uns  namentlich  Über  das  Verhält- 
niss  von  Gauss  zu  Pfaff  belehrt. 

Indem  ich  aus  diesen  Briefen,  welche  ich  den  Herren  Professoren 
Lejeune-Dirichlet  und  Wilhelm  Weber  zur  Einsicht  mitge- 
theitt  habe,  die  wichtigsten  Stellen  im  Bezug  auf  die  vorliegende 
Frage  hervorhebe,  hoffe  ich  von  der  einen  Seite  die  Richtigkeit 
meiner  Ansicht  darzulegen,  von  der  andern  aber  die  Anschuldi- 
gun«:  von  mir  abzuwenden,  als  wolle  ich,  um  Gauss  Verdienste 
zu  heben,  die  Leistungen  und  Tugenden  von  Pfaff  in  den  Schat» 
ten  stellen.  Gauss  Leben  bedarf  keiner  Folie,  nur  der  Spiegel 
der  Wahrheit  soll  es  beleuchten,  ich  werde  daher  die  Aussprüche 
TOD  Herrn  Carl  Pfaff  auf  das  Entschiedenste  zurückweisen,  nad 
das  wahre  Verhältniss  von  J.  F.  Pfaff  zu  Gauss,  nicht]  wie 
das  eines  Lehrers  zum  Schüler,  sondern  wie  das  zweier  geistes- 
verwandter Naturen  hervorheben,  die  in  einem  Freundschaft«* 
aber  keinem  Scbulmeister-Verhältniss  zu  einander  gestanden  haben. 

Ich  überlasse  es  nun  dem  einsichtsvollen  L66ef,  zü  beuHbdi- 
len,  wer  von  uns,  Herr  Dr.  C.  Pfaff  oder  Ich,  das  VerhäKnlfll 
dieser  Männer  zu  einander  würdiger  und  luf  beide  Theile  ehren- 
voller aufgefasst  bat. 

Die  Stellen  aus  Gauss  Briefen  an  Bolyai,  die  fyt  bflMM 
Frage  von  Wichtigkeit  sind,  lasse  ich  zunächst  folgen: 


.« 


1)    Braunschweig  30.  Sept  1798.  . 

(Gleich.  Mich  der  Aakonfl  von  Göttingta.) 

lo  etwa  acht  Tagen,  ,wenn  meine  Reithose  fertig  sein  wird, 
denke  ich  nach  Helmstedt  zu  reisen,  alsdann  hoffe  ich  auch  von 
meinen  übrigen  Verhältnissen  mehreres  schreiben  zu  können.'* 

2)    Braunschweig  d.  29.  NoV.  1798. 

„In  Helmstedt  bin  ich  gewesen  und  habe  da  sowol||| 
Pfnff,   als  bei  dem  Aufseher  der  Bibliothek  eine  sehr  gute 
iNrhme  geAintfen.    Pfeff  hat  meinen  Erwartungen  •ntspfo^beik 
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fir  aeifft  das  pntraglkb«  tUomieheo  4k«  GaMM,  «m  MatoH« 

nicht  eher  lu  yerUsaeo,  als  bis  er  sie  womdsrÜch  er|(rdbelc  hat 

Esf  bat  iiiif  mit  grosser  Gefälligkeit  cien  (ji'brauch  >ieiner  Bibliotb«Ji 
angeboten  und  ich  werde  in  eitiigeu  Tageu  an  thn  «clveihca  um 
mir  verschiedenes  au«»9|ibitteo." 

a)  iiim;  ao.  im 

,,Kr  (der  üeraag)  wünscht  femer,  da«»  ich  Ür.  der  Pblloao* 

phiu  ui^rdt),  ich  werde  e&  eben  i<o  lange  aufncbieben,  bis  mein 
Werk  fertig  i«t,  wo  ich  es  haientliob  ohne  Kosten  und  dfe  ge- 
wuhnlicbe  Harlequinerie  werde  werden  kßnnen.  Mit  dem  Abdruck 
meines  Buche»  gebt  et»  noch  immer  langsam,  in  einigen  Tage« 
entarte  ich  die  ^onec^of  des  lltpn  ßo^eiis*'* 

4>  -Bftttiiaellwelg  d.  tt.  Apr.  1790.' 

„Vielleicht  werde  ich  indess  im  Kurzen  eine  andere  Piece 
von  einigen  Bogen  abdrucken  lassen,  die  ich  oacfi  Helmstedt 
schicken  werde  um  mir  die  Or. -Würde  zu  erwerben.  Der  Her- 
zog hat  es  so  gewünscht,  sonst  wurde  ich  vielleicht  schweriiph 
es  tbun/' 

5)  Helmstedt  16.  Dec.  1709. 

,fJLw  mich  oicl^  n#ie  Zeil  verderben  w  die  <jrsacb|»i  mfflr 
Mm  i^iiteo  Antwortens  au  erklären.  Die  vornehmste  is(  die,  dapi 
Idi  erst  im  Oetoher  bestiinmt  wusste,  dm  ich  «Belm  ^ipelg 
ioteadirte  Reise  nach  Gotha  noch  nieht  «nmWireii  werde;  M# 
4m#  jch  |>lr  erst  l^estlmiiit  acbreiben  z«  können  ii0eschte,  wig 
Qlr  «liM  ßn4m  Ort  Mi  nee  eipetveUee  damit  ?ertevifsht  Mmi 
4«!  Ipiü  Icli  Jetol;  er  Iii  |lelm«Mt»  we  i4>  w  weiiigeii  Tffgfil 
jn^Bliiegt  hßB.^ 

,,Dn  erinnerst  Dich,  dass  Ich  schon  damals,  als  wir  uns  in 
Clausthal  zum  letzten  Male  sahen ,  einen  Aufsatz  an  die  philoso- 
phische Facultät  In  Helmstedt  eingesandt  hatte,  um  damit  den 
fiaroen  eines  Doctors  zu  erwerben.  Dieses  Geschäft  bat  sei^deni 
seinen  Fortgang  gehabt  and  die  Facultät  hat  mir  diesen  Namsil 
Jim  16.  Jnlia«  ertheilt  ebne  micli  mit  dee  meletea  sonst  QhUchen 
J^f^kfrkeileo  ip  JbeW^HgeoJ' 

,,l)as8  meine  Ret^e  nach  Gotha  rückgängig  geworden  ist; 
daran  ist  vnrnphmlich  eine  schnere  Krankheit  des  von  Zach 
sehoid,  an  deren  Folgen  er  noch  jetzt  leidet.  Ge^^enwärtig  ist  es 
mir  sehr  lieb,  weil  Ich  nun  erst  mit  £ifer  meine  disqoisltieiiei 
arMmietleae  an  vollenden  wfiasche.'* 

„Üa.  ich  \Q!  ti^i  M4iid  nul  uoch  nicht  hM  U}  fli^  k^UPß 
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•ittM  AntM  trolm  werde  und  in  Bnnaeehirelf  wm  mttmm  Af* 

beiteo  KU  wenig  Hfllfsmittei  hatte,  so  fasste  ich  den  EntscbluM, 
mich  hierher  nach  Ueimstedt  zu  begeben «  wo  ieb  wol  hm  üftter« 
bieib«a  werde.^ 

■ 

„Ich  wehne  hier  bei  dem  Pk-ofeeeor  Pf  äff,  den  ieli  ebene» 

•ebr  Ü.U  einen  vortrefflichen  Geometer,  wie  als  eineu  guteo  Men- 
schen und  meinen  warmen  Freund  verehre;  eio  Mann  von  einem 
arglos  kindlichen  Karakter,  ohne  alle  die  Leidenscbaßen,  die  deo 
Menecben  eo  sehr  entebreo  aod  bei  tieiebrteo  «o  gewAbnlidi  sind.'' 

Bramieeliweig  a.Uec.  laO^ 

,Jch  lebe,  seitdem  ich  IbOÜ  Ostern  Uelniätedt  verlaii.<sen  habe, 
bishf>r  beständig  in  Braunschweig,  hauptsächtlich  (ür  meine  Gut- 
tiooeo,  die  WiMeiwcbaften.  ßis  in  den  Sommer  ld(U  bal  flücfc 
die  Arbeit  an  mefaiem  groeeen  Werke  beecbii%f 

Aoe  deo  hier  mltgetbeilten  Stellee  dieeer  Briefe  eigibt  eieb 
fugendes: 

Gauss  war  in  jenen  Jabren  zweimal  in  Helmstedt ;  zuerst  In 
October  17d8^  nach  dem  loterrall  der  beiden  ersten  Briefe  so  ■^ 
tiieilen,  oor  iBr  einige  Wochen.  Er  dachte  also  nicht  dniaii,  dort 
an  Studiren  oder  Torlesnngen  an  hOren»  da  er,  wie  ans  einer  an- 
dern Stelle  jenes  Briefes  hervorgeht»  in  ßraooschweig  anf  der 
Wendenstrasse  eine  feste  Wohnung  gemietbet  hatte.  Gausf 
hat  sich  gegen  mich  in  voller  Ueliercinstininiiing  mit  diesen 
Briefen  über  diese  Heise  nach  Helmstedt  so  ansgesproehen. 
„Ich  ritt  im  Herbst  1798  nach  Helni>tr(lt.  um  die  dortiL''*  Biblio- 
tbeky  welche  namentlich  die  verschiedenen  5ocietätsschriUen  voll- 
ständig  enthielt,  zu  benutz«>n  Hei  dem  Bibliothekar  Brun s  faod 
ich  eine  sehr  freundliche  Aufnahme,  auch  machte  ich  Pfaff« 
Bekaontscbafl«  in  deiitsen  Hause  ich  wohnte.  Ich  war  indess  da- 
mals so  mit  der  Herausgabe  der  Disquisitiooes  bsschäftigt,  dsM 
Ich  Pfaff  oft  den  ganzen  Tag  Ober  nicht  so  sehen  bekam.'* 

Zum  zweiten  Male  kam  Gauss  etwa  ein  halbes  Jahr  nach 
eeiner  Promotion  nach  Helmstedt  in  der  nSmlicben  Absicht  wie 
das  erste  Mal,  als  fertiger  grosser  Mathematiker,  als  der  ScbOpfer 

der  DisquisitiüiiCis,  die  wenige  INIonate  daiaui  erscbier»en  sind- 
Er  war  der  itijrcndlicbe  Herausgeber  des  Werkes,  weichen  er  aU 
eine  seiner  gruj-sicf»  LeistuuL'en  öfter  bezeichrrete,  von  dem  er 
sagte,  dass  es  der  Geschichte  angehöre:  er  war  schon  damaU 
der  l£rfinder  vieler  neuer  Theoreme;  die  Methode  der  kleinstaS 
Qnadrats  war  schon  5  Jahre  früher  in  seinem  Besitz. 
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G»«»«  w«i#e  fHAmd  «KeMs  sweften,  3  bis  4  Monate  hng 

dauernden  Aufenthaltes  in  rHelrostedt  mit  Pf  äff  erst  nSher  bekannt. 

Er  sa^te  mir  im  Bezug  auf  diesem  Verhältnis»,  was  ich  aufs 
rseue  hervorheben  niuss,  das8   er  mit  Pfaff  auf  abendlichen 
Spatziergängen  sieb  mit  ihm  über  mathematische  Gegenstände 
unterhalten,  daas  er  aber  dabei  glaube  mehr  gegeben  aU  empfao-  * 
gen  zu  babeu. 

Uator  aoleben  Yeriilltiilaaen  betiacliteta  steh  der  erste  Bla* 
tbenatfter  zweier  Jabrlraoderte  mit  Tollem  Recht  nicbt  als  einen 
Schüler,  sondern  als  einen  Freund  Pfaffs  und  beanspruchte  nur 
eioe  Parität»  deren  sich  dieser  letztere  nicht  zu  öchämeu  brauchte. 

■ 

Aoaaei  Jenen  brieflieben  MittlieilaDgen  baben  wir  nnn  aneb 
troa'Ganas»  bnrs  vor  dem  Sefalneae  aeinee  Lebene  eine  Reilie 

▼OD  Mittbeiinngen,  wolebe  geradezu  in  Abrede  stellen,  daaa  er 
ein  Schüler  Pfaffs  geivesen  sei. 

Nachdem  der  Brielweebsel  ron  J.  F.  Pfaff  mit  dem  Hetiog 
Carl  von  Wfirtemlierg  eischienen  war,  besachten  Wilhelm 
Weber  vnd  Ich»  wie  wir  es  Öfter  zu  tbnn  ptegten,  Gauss  in 
der  Abendzeit.  £r  war  heiter  und  sprach  Ober  rielerlei  Gegen- 
^tinde,  namentlich  Ober  die  bislorische  Gtaubwürdigkeit,  nnd  hob 
daranf  die  Unrichtigkeiten  ans  Pfaffs  Briefweebsel  berror,  gaus 
so  wie  es  ron  mir  daigestellt  werden  ist. 

In  Ibnlieher  Weise  hat  sich  Gauss  gegen  meinen  Coilegen 
Herrn  Professor  Stern  ausgesprochen,  der  mir  darOber  fönende 
Mitlheilnng  gemacht  hat,  welche  ich  hier  einschalte: 

mMleM  lange  nach  dem  Erscheinen  der  Schrift,  MSsttsdong 
vsn  Briefen  gewechselt  swbchen  J.  F.  Pfaff  n.  s.  w«<*  sagte  mir 
Ganss,  wenn  Ich  Welleicht  die  Ahsmht  hBtte,  diese  Schrift  In 
den  G9ttinger  gel.  Ans.  an  besprechen,  so  mücbte  ich  nicht  Aber* 
sehen,  dass  der  Heransgeher  sein  Veridtttniss  an  J.  F.  Pfaff 
dnrehavs  nnrichtlg  dargestellt  habe,  er  sei  nie  eb  Schtler  Pfaffs 
gewesen,  habe  auch  fceloe  Toriesungen  In  Helmstedt  gehurt.  Es 
ist  dieö,  setzte  er  lächelnd  hinzu»  niclit  die  einzige  Uurichtiglteit, 
welche  in  dieser  Schrift  vorkommt,  denn  8.  228.  in  einer  Note 
trlrd  Kirsten  als  Mathematiker^  ordentlicher  Professor  in  Gottin- 
gen, Kästners  Schwiegersohn  bezeichnet,  während  er  weder 
das  eine  noch  das  andere  war.'* 

Endlich  habe  ich  hervorzuheben,  dass  sich  in  dcmselhen 
Sinne  Gauss  gegen  seinen  Arzt,  unsern  Freund  und  Coilegen 
Prof.  Baum,  und  gegen  seinen  Assistenten,  Observator  Dr.  KHu- 
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kerfu««^  ausgesprochen  hat,  welcher  letztere  in  den  a^trononib 
sehen  Nachrichten  nachdteus  über  diesen  Gegenstand  «eine  Cr* 
kläruog  abgehep  lyird. 

Dieses  sind  die  Thatsachen,  welche  unabänderlich  vorliegeu. 
Das  ivissenschaftliche  Publicum  wird  nach  Veröffentlichung  der- 
selben am  Besten  beurtheilen  können,  auf  welcher  Seite  Anmaa«' 
suDg  und  Eitelkeit  zu  suchen  sind. 

GDttingen,  d.  26.  Januar  1867. 

W.  &  V,  W. 


Ich  danke  Herrn  Sartoriu»  von  Walte rsbau^^D  ffir  die 
obigen  Mittheilungen,  und  habe  dieselben  so  bald  als  müglich  iu 
das  Archiv  aufgenommen,  indem  ich  glaube,  dass  sie  auch  Herro 
Dr.  C.  Pfaff  und  der  Wittwe  des  seeligen  J.  F.  Pf  äff,  die  aU 
eine  überaus  würdige  Matrone  mit     ;ro  einzigen  Sohne,  welcbeo 
das  Schicksal  ihr  noch  gelassen,  <  i  letzten  Tage  des  Abend« 
ihres  Lebens  in  dem  kleinen  Heldrungen  in  Thüringen  in  stillster 
Zurückgezogenheit  verlebt,  nicht  unangenehm  sein  werden,  da  sie 
den  trefflichen  J.  F.  Pfaff,  der  eine  durchaus  edle  Natur  war, 
von  Neuem  nur  iu  vortheilhaftem  Lichte  erscheinen  lassen.  Dar^ 
ich  selbst  noch  ein  Wort  in  dieser  Sache  sprechen,  so  erlaube 
ich  mir  zu  bemerken,  dass  Herr  S.  v.  W.  seinem  hübschen  Buche 
gewiss  nicht  geschadet,  sondern  nur  wesentlich  genützt  haben 
würde,  wenn  er  die  vonGauss  gesprochenen  Worte;  „er^Jaubeio 
Helmstedt  bei  seinem  Umgange  mit  Pfaff  mehr  gegeben 
als  empfangen  zu  haben"  lieber  ganz  unterdrückt  hätte.  Denn 
das«  diese  Worte  durchaus  nur  eine  ganz  vertrauliche  Aeusseniog 
gegen  einen  jüngeren  Freund  waren,  sieht  jeder  Uobefangenf  auf 
den  ersten  Blick ;  and  dergleichen  ganz  vertrauliche  Aeusserungei 
grosser  Männer  scheinen  in  der  That  sich  nicht  für  die  Oeffeot- 
lichkeit  zu  eignen.   Der,  gegen   welchen  sie  gemacht  frurdeo, 
n\tA  hnmer  am  besten  thun,  sie  in  seinem  eigenen  Herzen  la 
verscbliessen,  oder  zu  vertraulichen  Mittheilungen  für  ganz  nabt 
Freunde  aufzubewahren.    Gauss  selbst,  in  dessen  Charaktef 
gleichfalls  Edelmuth  der  vorherrschende  Grundsug  f^ar,  würden 
wenn  er  noch  lebte,  gewiss  selbst  Herrn  S.  v.  W.  iveiiig  Dank 
wissen,  dass  er  jene  ganz  vertrauliche  Aeusserung  vor  ^ 
Oeffentlichkeit  brachte.   Wir  aber  danken  Herrn  S.  v.  W.  ood^ 
mals  für  die  obigen  Mittheilungen  und  überhaupt  fiir  sein  hübschei 
Buch,  wie  wir  schon  früher  in  wärmster  Weise  gethan.  Jj* 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik» 

Das  «tftndiseh  •  polyUclmUch»  iMtilot  i«  Prag- 
Pragianm  cur  fiiofslfjibrigeii  Briiiaaitiiig««Feler  an 
die  Erd/fnvDg  des  Inatitnta  la  Noveiabar  lasa^  Im 
Aoftraga  des  Lehrkörper*  redigiil  vee  Dr.  CarlJelineli« 
Sff.  ord.  Profeesor  der  Elementar*  und  bSheres  Mathe* 
matik  am  polytechnischen  Institute.   Prag.  1866.  8* 

liehMSstalten,  welche  wie  das  stftndldch-polytechoifidie  lesff- 
titt  n  ftag  venegswelse  dnen  lUalhMatlscheii  Charakter  haben, 
liideA  sie  mit  Bechf  die  Mathetriatik  nebst  den  IfVaterwissenschaf^ 
lee  als  die  wichtigsten  Grendlagen  der  gesammten  httheren  Technik 
hetmehtcb»  terdlenen  wehl  In  einer  hauptsächlich  der  FOrdemitg 
des  mhthematlschen  Ünterrlehts  gewidmeten  Zeitschrifl  versag«" 
#«ls»  ttertfcksichtigang,  besondei«  wenn  die  Cleschlehte  Ihrer 
CntrtehQtig  und  Fortbildung,  und  die  Darstellung  ihrer  gegenwSr« 
tigen  Einrichtung  in  »o  lehrreicher  und  interessanter  Weise  ge- 
geben wird,  w  ie  in  dem  vorliegendeo  3Ö6  Seiten  starken  Programm. 
Das  polytechuische  Institut  zu  Prag  feierte  am  10.  November  1850 
das  Jubelfest  seines  fünfzigjährigen  Bestehens.  In  Prag  bestand 
früher  eine  auf  Veranlassung  und  durch  die  Bemühungen  des  da- 
malij^en  landsrhafltlicben  Ingenieurs  Christian  Joseph  Willen- 
berg von  den  böhmischen  Ständen  gestiftete  Ingenieur  -  Schule, 
deren  Eröffnung  am  7.  Januar  1718  durch  öffentlichen  Anschlag 
nicht  nur  in  Prag,  sondern  auch  in  allen  Kreisen  Böhmens  kund 
gemacht  wurde.  Bei  der  allmSligen  Cntwickelung  dieser  Ingenieur« 
{Schute  trat  ihre  fortwährende  Annäherung  an  den  Zweck  einer 
lilgentlichen  technischen  Bildungsanstalt,  an  welcher  es  damals  in 
Oesterreich  dnrchans  fehlte,  deutlich  hervor,  so  dass  es  natffrllch 
war«  dass  bei  einem  so  thathrlfllgen  und  Air  sein  Vatbriand  so 
begeisterten  Manne»  wie  dem  nachher  auch  in  wissenschaftlicher 
Bettehang  so  berühmt  gewordenen  Frans  Joseph  Ritter  von 
Oerstnert  der  Gedanke  xur  Reife  kommen  musste»  In  Prag 
ein  eigentliches  polytechnischsa  lastitut,  —  wob!  das  erste  m 
Dentschland  neben  der  älteren  so  berühmten  dcole  polytecbnique 
in  Paris,  -~  in's  Leben  zu  rufen.  Und  In  der  Tbat  ist  auch  die- 
ser in  80  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  Mann  als  der  eigent- 
liche Gründer  jener  trefflichen  Lehranstalt  zu  betrachten,  wobei 
es  sich  übrigens  von  selbst  versteht,  dass  eine  so  grossartige 
Anstalt  in's  Leben  zu  rufen  obuc  die  krättinre  Beihnife  der  buh- 
mischen Stände  einem  einzelnen  Ddanne  nicht  möglich  gewesen 
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sein  würde.  Eröffnet  wurde  die  Anstalt  mit  einer  entsprecfienden 
Feierlichkeit  am  10.  November  1806,  and  hat  seitdem  kräftigst 
gewirkt  für  die  Forderung  der  gesanimten  Technik  und  ihrer 
säninitlichen  Grund-  und  Hülfswissenschaften.  Eine  ausführliche 
Darstellung  der  früheren  und  gegenwärtigen  Einrichtung  der  treff- 
lichen Anstalt  liefert  die  vorliegende  sehr  interessante  Schrift 
Lebensbeschreihungen  und  Verzeichnisse  der  sämmtÜchen  Schrif- 
ten aller  früheren  und  jetzigen  Lehrer  verleihen  derselben  auch 
in  literar-historischer  Rücksicht  eine  Bedeutung,  da  sich  darunter 
Männer  wie  Franz  Joseph  Ritter  von  Gerstner,  dessen 
schon  ausgeführtes  Bildniss  der  Schrift  beigegeben  ist,  der  be- 
kannte Astronom  Bittner,  der  jetzige  Director  der  Anstalt  Dr. 
Lunibe,  Doppler, Matzka,  Koristka,  Jelinek,  Schuhersky, 
Balling,  Zippe  und  andere,  die,  wenn  auch  keineswegs  von 
geringerem  Verdienst,  uns  doch  weniger  als  Schriftsteller  bekannt 
geworden  sind,  befinden.  Wir  empfehlen  die  interessante  Schrift 
allen,  die  sich  für  polytechnische  Lehranstalten  interessiren,  auff 
Angelegentlichste,  und  wünschen  dem  trefflichen  polytechnischen 
Institute  in  Prag  bei  dem  Antritt  des  neuen  halben  Jahrhundert« 
seines  Bestehens  ferneres  segensreiches  Wirken  und  immer  gros- 
sere Hlüthe. 


Druckfehler. 

;••  ... 

In  diesem  tieH^e  erfordert  Taf.  I.  folgende  Berichtigungen: 

Taf.  I.  Fig.  1.  ist  xx'  und  aa'  noch  zu  ziehen. 

<  jp     Fig.  3.  und  Fig.  4.  fehlt  der  Buchstabe  f,  und  die  Punkte, 
wo  derselbe  hingehört,  sind  leicht  von  selbst  ersichtlich. 
•!         ^'S*  ^*  statt  m'  muss  m  gesetzt  werden. 

Flg. 5.  muss  das  oberste  f  bloss  t  heissen. 
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Literarischer  Bericht 

CX- 


ArithiueUlu 

Georg*«  Freiherrn  ¥oo  Vega  Logftrittiinlsch'trigo* 
aonetrUehea  HaDdbiicb.  Vierzigste  Auflage.  Nene 
▼ollstSndig  durchgesehene  und  revidirte  Stereotyp- 
Ausgabe.  Bearbeitet  von  Dr.  C.  Breiuiker.  Berlin.  Weid- 
maoo.   1856.  8.    1  Tblr.  7Vi  Sgr. 

Ale  wir  in  Liter»?.  Ber.  I>ir.  L  die  fen  flemHflleee 
MgleBeee  Anegalie  der  „Semteloegmatbeiiialieeher  Tafel« 
iFee  Vegaii*  aaieigtea»  benerkten  wir  aef  S*4:  „Wir  be- 
daeern  eehr,  daee  der  Heraaegeber  Blebt  dareh  dea 
gaasea  Qaadraaten  die  Wlaicel  vea  10  an  10  Seevaden» 
wie  1.  B.  la  dea  Callet'aehea  Tafele,  bat  fertaebreitea 
laeeea.  Wire  diee  der  Fall,  ee  wfirdea  wir  eelae  Ta* 
fela  allen  gbrlgea  vorBiebea**;  aad  wir  beben  bei  allea 
aeaen  Aaegabeo  eamentlicb  aucb  des  ,»Vega'eebea  Haad* 
bocbe"  wiederbolt  lebhaft  bedauert,  dass  diese  von  uns  schon 
im  Jahre  1840  gemachte  Bemerkung  bisher  gana  unbcrücktütchtigt 
geblieben,  und  bei  den  Tafeln  von  V'e£^a  bisher  immer  ihre 
alte  und  veraltete  Einrichtung  beibehalten  worden  ist.  Wer  wirk- 
lieh  trigunomctrrsche  Rechnungen  mi(  Eleganz,  äcliKrfe  und  Ge- 
nauigkeit zu  führen  versteht,  eine  Fertigkeit,  die  keincjswe«^««  «o 
hAuüg  gefunden  Hiril,  ^vie  Mancher  nohl  i^laubt;  wem  hri  «iicseo 
Reehnuni^on  immer  die  Regel  vorschwebt,  die  Gauss  sich  zur 
Hiclitischrmr  uemarht  hatte,  jede  Rechnung,  so  klein  oder  so  i;r()s5 
ein  aucb  «cia  mocbte»  eo  ecbarf  aafiibren»  aU  ee  die Terbaadeaea 
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Hüir^roittel  irgend  gestatteten^):  der  wird  sich  wohl  selbst  sagen 
müssen,  dass  von  10  zu  10  Secunden  fortschreitende  trigono- 
metrische Tafeln  ein  so  wichtiges  Hülfsmittel  zur  Erleich teruog 
und  zur  Erhöhung  der  Genauigkeit  aller  betreffenden  Kechoungen 
sind,  dass  man  es  geradezu  für  eine  Sünde  halten  muss,  dass 
man  namentlich  auch  der  Jugend  bei'm  Unterrichte  in  der  Trigo- 
nometrie dieses  so  ungemein  wichtige  Hülfsmittel  mit  einem  schwer 
begreiflichen  Festhalten  an  dem  Alten  und  Veralteten  in  Deutuch- 
land  bis  jetzt  vorenthalten  hat.  Denn  in  Frankreich  z.  B.  wird 
seit  länger  als  fünfzig  Jahre  kaum  noch  eine  andere  als  die  treff- 
liche von  10  zu  10 Secunden  fortschreitende  Calle t 'sehe  Tafel**), 
die  bekanntlich  auch  die  erste  Veranlassung  zur  ErQndung  der 
Stereotypen  durch  Firm  in  ÜidoC  gab,  gebraucht,  namentlich 
auch  von  den  Seeleuten  und  allen  übrigen  Praktikern.  Seit  dem 
Jahre  1840,  insbesondere  bei  dem  Anblick  jeder  von  Herrn  U ülsse 
besorgten  neuen  Ausgabe  des  guten  alten  Vega,  haben  wir  Be- 
trachtungen wie  die  obigen  über  unser  liebes  deutsches  Vaterland 
and  den  mathematischen  Unterricht  auf  dessen  Lehranstalten  oft 
angestellt,  und  wurden  daher  in  der  freudigsten  und  angenehmsten 
Weise  überrascht,  als  ganz  unverhofft  die  von  Herrn  Doctor  Bre- 
miker  in  Berlin  besorgte  vierzigste  Auflage  des  Vega* sehen 
Handbuchs  vor  Kurzem  in  unsere  Hände  gelangte.  Jedenfalls 
hat  die  ausgezeichnete  Verlagshandlung  in  Herrn  Doctor  Bremi- 
ker  ganz  den  richtigen  iMann  getroffen,  der  eine  solche  Arbeit 
zu  machen  verstand,  und  wir  gratuliren  Allen,  die  sich  mit  trigo- 
nometrischen Rechnungen  zu  beschäftigen  haben,  und  namentlich 
auch  allen  höheren  Lehranstalten,  wahrhaft  zu  dem  trefflichen  Ge- 
schenk, welches  Herr  Doctor  Bremiker  denselben  mit  dieser 
neuen  Ausgabe  des  Vega*schen  Handbuchs  gemacht  bat,  und 
bedauern  nur  lebhaft,  dass  dies  nicht  schon  weit  früher  geschehen 
ist.  Alle  Vorzüge,  welche  diese  mit  Recht  dem  preussischen 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Arbeiten,  Herrn 
▼on  der  Heydt  Excellenz,  der  sich  bekanntlich  durch  Förderung 
und  Veranlassung  vieler  die  Verbesserung  des  mathematischen  Unter- 
richts auf  praktischen  Lehranstalten  bezweckender  Wissenschaft* 
lieber  Arbeiten  schon  so  sehr  verdient  gemacht  hat,  gewidmeten 
neaen  Tafeln  vor  allen  älteren  anzugeben,  würde  hier  zu  weit  f^- 


****  •)  M.  a.  Literat.  Ber.  Nr.  CIV.  S.  2.  In  der  Anzeige  der  hübichen 
Schrift:  Gauss  zum  Gedächtniat  von  W.  Sartorins  f,  Wal- 
tershauaen.    '  :    '  ^.  ^'      • »'  '  «lin»!»' 

**)  Die  erate  Aoagabe  vird  yom  Jahre  1795  aein.  Die  an«  TorUt» 
g«ode  Aaagabe  trägt  wenigsten«  diese  Jahreszahl  bmI  dem  Beiaitii' 
>»Tiffaje  1Ä8^» '*  ....  »  .    ,  ^,  ..        »i  ^ 

J.  1U  .I  i 


lit  9mA  ■MiMkigw  da  dM  4m  IMa  vonMsgesdMeto 
V«nM<  md  dl«  BfaMteiis  tsdeBMlbe»  dvflber  alle  erford^riMl«» 
AnJnmfr  gsban.  Wir  begnvgaa  um  dahtr  mH  folgeudm  Bmw* 
Dcrwiebtigsto  Vonng  ist  «MMÜg  der,  dam  i«  der  gameir 
Tafd  dia  Winkel      10    10  Hecunden  fortseliTel- 
1*  WIeaehr  dadoreb  die  Bereclinan^  der  Proportionaltheile  erleich- 
tert wird,  wird  wolil  Jeder  wissen ,  wer  imr  einmal  eine  trigonome- 
trische Rechnung  mit  solchen  Tafeln  gemacht  hat.     Durch  die 
ßr  emiker'&che  Talel  ist  aber  die  Mühe,  welche  diese  Berechnung 
macht,  geradezu  fa^t  aui  iNull  reducirt,  nämlich  daditreh,  dasa 
Herr  Doctor  Brem ik er  noch  kleine  Multiplicationst.ileichen  bei- 
gefös:t  hat,  welche  die  auszuführenden  Multipücationon  in  hohem 
Grade  erleichtern.  Aiies  zugleich  in  solcher  Weise,  dass  die  höchste 
mit  Tafeln  tod  sieben  Üecimalstellen  überhaupt  zn  erreichende 
Genauigkeit  auch  wirklich  erreicht  wird.    Ffir  das  Intervall  too 
0**  bia  4^  schreiten  die  Winkel  durch  die  einzelnao  iSacundeii  fort 
Aber  nicht  bloss  dia  trtgonometriaeba  Tafel»  aeodeni  auch  die 
¥alel  der  Logaritkneii  der  Zahlen  bat  ver  den  ilterea  Tafelnr 
MMbetlcl  Vorafige,  Id  wdcber  Bealeboag  wir  nor  henrefliebear 
freMaa,  daea  die  Bremlker'adiea  LagaritbrneniaMi  lielale»liek 
welOSiriigeQ  aatroveinleeiieii  Recbnangea»  die  wir  laH  Httlfe  dar* 
eeiben  Irilfalieh  anaanfillireti  Gelageiilieif  gebäht  iMben,  una  nie 
tttf  die  liei  Beredmong  der  PrepartfanaltheHe  tm  nehiMiide  DÜ* 
fereaa  le  Zweifel  gelaaaea  beben ,  waa  In  den  iltarea  Vega'aobeai 
Tafeln  leider  so  bSofig  der  Fall  iat   Eine  kleine  Tafel  lur  Vcf« 
waiulluni:  der  natürlichen  Logarithmen  in  gemeine,  und  umgekehrt; 
Tafeln  zur  Verivaniiluni;  der  iStenizcit  in  mittlere  Zeit,  und  um* 
gekehrt;   Tafeln  der  astronomischen  Kefraction ;  ujkI  ein  sehr 
wertlivolles  Vorzeichniss  der  in  der  reinen  Mathematik,  Geographie 
und  Astrcmomie  zur  Anwendung  kominencien  Coii^taitten ,  welches 
wir  im  Interesse  der  Gymnasien,  Real-  und  Gewerbschulen  gern 
noch  mit  den  svinhtiijsten  physikalischen  Constanten,  die  iu  der 
t^ewisa  bald  erscbeinendon  41^ste!i  Au<;i;,il>e  noch  nachzutragen  sein 
dfirften,  vermehrt  gesehen  hätten,  sind  beigefügt.    In  dem  Vor- 
wort hat  der  Herr  Herausgeber  sich  in  lehrreicher  Weise  über 
die  frfiberen  Ausgaben  logarithmisch -trigonemetrischer  Tafeln  nnd 
daran  Teracbiedene  Veraflge  rerbreitet.    Wir  erlauben  uns,  daza 
iMrae  bemerken»  daae  die  von  William  Gardlner  bearbeitete 
ibfÜte  Anagabe  d^  aebSnen  SbetwIn'aebM  Tafeln  nicht  aen 
Mm  IUI,  wie  die  Melnaag  dea  Terwerta  au  aei*  aehelBt,  ae»> 
vev  Jabf«  174%  und  aagMch  die  e<freateale  Aasgäbe  diena 
Tafeln  lal»  da  die  bn  Mne  Vm  rea  €lark  beaeig^ 
Mifba  md  teM«  Att^gabe  aebr  febfeirbaCk  gedmidit  adb  a^^^  Bie 
gleicbfeUa      mmm  Beaitne  befiadliobe  greeee  «kd  priUblige 
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Garcliner*äcbe  Tafel  in  Qaart,  die»  wie  wir  vor  langer  Zeit 
einmal  in  des  bekannten  früheren  Berliner  Astronomen  Johann 
Bernoulli  astronomischen  Briefen  gelesen  zu  haben  glauben, 
▼on  der  Berliner  Sternwarte  schon  zu  damaliger  Zeit  zu  einem 
ungemein  hohen  Preise  erstanden  wurde,  ist  gleichfalls  vom  Jahre 
1742,  wie  auch  das  Vorwort  richtig  angiebt,  und  die  schone 
Avignon'sche  Ausgabe  derselben  vom  Jahre  1770,  wobei  wir  nur 
bemerken  wollen,  dass  man  selbst  in  Frankreich  zugiebt,  das« 
diese  letztere  Ausgabe  nicht  so  correct  sei  wie  die  englische; 
die  in  den  ersten  vier  Geraden  beigefügten  logarithniischen  Sinns 
und  Tangenten  für  die  einzelnen  Secunden  sind  in  derselben  von 
Mouton  berechnet,  der  sonstige  Herausgeber  hat  sich  aber  nicht 
genannt.  —  Druck  und  Papier  sind  ganz  den  neueren  Ansprüchen, 
welche  man  jetzt  an  die  Ausgaben  solcher  Tafeln  macht,  gemäss, 
und  der  frühere  sehr  geringe  Preis  von  1  Thlr.  7'/«  Sgr.  ist  nicht 
erhöht  worden.  —  Sollen  wir  nun  hiernach  noch  Etwas  zur  be- 
sonderen Empfehlung  dieser  trefflichen  Tafeln  hinzufügen  ?  Ge- 
wiss nicht.  Aber  wünschen  wollen  wir,  dass  namentlich  bei  dem 
mathematischen  Unterrichte  auf  Schulen  der  bisherige  Schlendrian 
bei  dem  Gebrauche  der  älteren  Tafeln  endlich  auf  hure,  und  diese 
neuen  ausgezeichneten  Tafeln  unverzüglich  Eingang  finden.  Wir 
wünschen  dies;  ob  wir  es  aber  auch  in  der  erforderlichen  Aus- 
dehnung hoffen  dürfen,  müssen  wir  nach  den  bisherigen  Erfah- 
rungen sehr  dahin  gestellt  sein  lassen.  Daher  wünschen  wir,  dass 
auch  die  höheren  Unterrichtsbehürden  das  Ihrige  thun  mögen,  um 
der  trefflichen  Brem  ik  er 'sehen  Tafel  recht  bald  möglichst  allge- 
mein Eingang  zu  verschaffen.  •      €i»  .T-ii«r 

•  - 1  ♦  .•!«•»• 

Geometrie.  .  " 

WL°.  Instltato  Tecnico  dl  Torlno.  Sui  princi- 
pii  geometrici  de  Disegno  e  specialmento  delT  axo- 
nometrico  dalle  lezioni  di  Geometria  applicate  alle 
arti  di  ^ulntino  8ell». 

Dieses  lithographirte  und  deshalb  wohl  nicht  in  den  Buch- 
handel gekommene  Memoire  über  die  Principien  des  geometrischen 
Zeichnens,  welches,  wie  es  scheint  (m.  s.  pag.  1.),  dem  Unterrichte 
auf  dem  Königlichen  technischen  Institute  zu  Turin  zur  Grund- 
lage dient,  scheint  uns  sehr  zu  verdienen,  in  einem  weiteren 
Kreise  bekannt  zu  werden;  denn  dasselbe  enthält  in  sehr  bündi- 
ger Kürze  eine  sehr  deutliche,  ganz  elementare  Darstellung  der 


wMtlgiiM  AftM  dM  geonelftehm  Zekbnens»  tbeil«  Mose  raif 
MMb  d«r  syaHieffawbeii  Q^ometrie,  IheUs,  wo  #8  die  grOMere 
Mm  gebot,  nit  Hilf«  der  analytbcbeo  Geonetil«.  Alles»  ws» 
xvr  erfolgreiclten  praktischen  Anwendmig  erforderlieh  ist,  ist  nach 
unserer  Meinung  in  diesem  Memoire  entbalteo,  ntd  an  erllutern* 
den  Beispielen  fehlt  es  in  demselben  gleichfalls  nicht,  weshalb 
wir  dieser  Schrift  wohl  eine  tJebertraguug  ins  Deutsche  wünschen 
möchten,  da  wir  dieselbe,  wie  gesagt,  namentlich  sehr  zweck- 
mässig für  Praktiker  halten,  um  in  möglichst  kurzer  Zeit  eine 
genugende  Uebersicht  der  rerschiedeneii  Arten  dter  graphischen 
Darstellung  zu  [gewinnen.  Um  dieses  unser  ürthell  nSher  zu  be- 
gründen, gebei)  wir  im  Folgenden  eine  Uebersicht  der  einzelnen 
Haoptabs;chnitte :  Farte  1«.  VeterminaKione  dell»  fiprfliA 
e  pMisione  di  an  eorpo.  Capo  l^.  PosizloD.o  di  on  pniiCo 
«OTf«  DD  piano.  Capo  2^.  Posizlone  di  un  pnnto  o  di  un 
corp  o  BS  1 1  o  s  p  a  z  i  o.  P*rte  Blsecno  deft  eorpi  delle  eol 
IteM  e  deU«  enl  saperllele  sl  eonosee  la  posislrae  e  1* 
fttjf.  Capo  R  Piani  quotatl.  Capo  2^.  Geometrie  de- 
acrIttiTa,  Capo3^.  Prospettiva«  Capo4<^.  Disegno  axono- 
matrico.  Diese  zweite  Abtbeilong  ist  mit  besonderer  Sorgfalt,  Dent- 
liebbeit  und  bündiger  Kfirze  behandelt»  Im  vierten  Kapitel  mit  sehr 
sweefciDissIger  Anwendung  einiger  allgemein  bekannten  Formeln  der 
analytiscben  Geometrie,  «id  erlSutert  dnrcb  die  Darstellungen  einiger 
Maschinen,  Insbesondere  anch  eines  Planimeters.  Wir  glauben 
nicht,  dass  man  alle  oben  genannten  Methoden  der  graphischen  Dar- 
stellung an  einem  anderen  Orte  zusammen  so  kurz  und  deutlich,  aber 
hinlänglich  ansföhrlich  Tür  die  praktische  Anwendiinf^,  erlfiutert 
findet,  wie  in  diesem  Terdienstlichen  Memoire  des  Herrn  Quin- 
tino  Sella,  weshalb  wir  dasselbe  zur  Beachtung  wiederholt 
empfehlen. 


Physik. 

Chronologischer  Katalog  der  Nordlichter  bis  zum 
Jahre  1856,  sammt  einer  Bibliographie  öher  diese  Er- 
scheinung. Von  l>r.  Ami  Bon^,  wirklichem  Mitglieds 
der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Wien.  Aus  dem  Octoberbefte  des  Jahrgangs  18S6  der 
jSitaangsberichte  der  matbematiscb-oalsrw,  Klaaae. 

Dieser  chronologische  Katalog  der  Nordlichter  bis  zum  Jahre 
li66  ist  jedenlalU  eine  äusserst  verdienstliche  Arbeit«  für  welche 
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dia  WUiMiimUa  dm  Herrn  VerfMicr  so  IMnk  TerpttchM  H 

wenn  num  ii«ni«iitlieli  bedenkt*  wie  unendliclie  Mffhe  die  Anfo- 

tigung  demselben  gemacht  babi'u  niu66,  uuU  welche  Unzahl  dir 
verschiedenartigsten  Sehrilten  der  Herr  Verfasser  dabei  cin»u- 
seben  uenuthigt  war.  Deshalb  halten  \Mr  uns  für  verpflichtet, 
eioeu  Jeden,  wer  «ich  tiir  die  Erscheinungen  des  NordUcbU  be- 
sondere  Intereeeirt  eder  sich  der  weitereo  Aaebildaig  der  Tbeeile 
dieeee  eo  flberaae  merkwürdigen  PhanonMe  m  tridmen  gadeokb 
euT  dieee»  Yen  Jahre  ttOO.  Chr.  Geb.  bie  mm  Jahre  185B  twiehei- 
den»  mit  der  kleieetee  Nompareil-Sehrtft  uf  74  Selten  in  grom 
Oetav  gedniekten  Ketaieg  dringend  anfmerkeam  an  maeien »  fk 
deeeen  PoblleaHee  wir  im  Namen  der  Wieeenecbaft  dem  Herrn 
Verfasser  nochmalc»  uu^erii  Dank  ausspreehen. 


\  crmischtc  Schriftea. 

Aiinaii  di  scienze  noatematich e  e  fisiche,  conipilati 
da  Barnaba  Tortolini.  (Vergi*  Literarischer  Beriebt 
Nr.  CVl.  &.  9.) 

Agosfo  IS^O.  Caicul  des  exprts^iotis  centrales,  qui  dou- 
nent  la  vaicur  den  divers  elenients  de  la  parabole.  Par  Geor- 
ges Dos  tor.  (Continuazione  e  üne.)  p.  2811.  —  Teoremi  intoroo 
all*  attrazione  di  alcune  superticie,  e  solidi  omogenei  sopra  un 
punto  materiale  situato  sul  loro  asse.  Nota  dl  B.  Santint. 
p.  293.  Sul  principio  di  reciprocita  nella  teoria  delle  forme. 
Nota  di  F.  Brioscfai«  p.  304.  —  Sopra  i  resti  di  Sturm.  Note 
dt  F.  Fa^  di  Bruno,  p.  314.  —  Moto  del  doppio  cono  longo 
duo  dircttrici  r<'ttilifiee  poste  in  piani  vcrticali  tra  loro  couvergeoti. 
Nota  di  Mattia  Azzareiii.   p.  318. 

Settembre  1856.  Moto  del  doppio  cono  lungo  due  direttrici 

rettilinee  poste  in  piani  verticali  tra  loro  converijenti.  IS'ota  di 
Mattia  Azzareiii.  (Contiimaz/miic  e  üne.)  p.  iVJI.  —  Sur  Tiii- 
duction  elecU oölatique.  Troisi^nie  lettre  ric  M.  1*.  ^  olpiceUi  ä 
M.  Regnault.  p.  335.  —  EIngio  di  t'arlo  (xustavo  Jacob  Jaeelli» 
Xradusione  dal  Tedesco  di  G.  Novi.   p.  342. 

Ottobre  185(3.    Elopfio  di  Carlo  Gustavo  Jacob  Jarohi.  Trn- 
duzionc  dal  Tedesco  di  G.  Novi.    (Continuazione  e  line.j  p. 
—  Sulla  (|uadratura  dclia  superticie  parallela  ad  ana  euperici»  dl 
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iUnoriadi  a  TortolinL  p.  m      Lettre      Mr.  b  Protei 
MW  X  J.  Sylve«tef  k  le  IMaetw.  p.  3ia 

« 

SlUangsberjebte  4or  Kaiserlichen  Al^ade^ila  dat 
'  Wi««M«ckaru«i  aa  Wiao*  (Siaha  Litacariacber  Bancht 
Nr.  GVL  a  10} 

Jahrgang  1856.  Saud  XX.  flaft  2  und  .1  Littrow:  Drai 
QaeHen  Aber  dao  Kometan  von  UM.  ^.  301.  —  Bfaalbttber: 
Ueber  Profeaaor  Stampf ar'a  Lichtpunkt -Mikrometar  im  Farn« 
röhre  dea  Meridlankreiaea  der  Stemwarta  zu  Kremsmflnater.  S.  314 
Stampfer;  Zoaatz  xa  Toralehender  Abhandlung.  S.  3S17.  — 
Kreil:  öeber  die  Beetimmung  der  SaebOha  aua  dem  beobaehta- 
ten  Laftdrucke.  S.  353.  —  Stark:  Ueber  die  Metbode  dea 
Doppeltsprechens  in  (lerse!I)cn  Richtung  auf  einem  Drahte.  S.  531. 

—  Belli:  Ueber  das  arn  22.  März  zu  Pavia  beobachtete  Meteor. 
S.  540.  —  Hfirtenberger:  Bestimmung  analytischer  Gleichun- 
gen tür  die  Seiten  von  Kegelscbnitta- Vielecken  und  Anweoduog 
derselben.   S.  541. 

Jahrgari<4  1S5G.  Baiiii  XXI.  Heft  1.    8truve:  Ueber  die 
Breitengradmei$8uiig  zwischen  der  Donau  uiul  dem  Eismeer.  S.  3. 

Oeltzen:    Nachweis  des  Vorkommens  von  Sternen  aus  den 
Arc;e lande r  sehen  nordlichen  Zonen  in  anderen  Quellen.  S.  19, 

—  K  bner:  Ueber  die  Anwendung  der  Keibungs - Electricität  zum 
Züruleri  von  Sprengladungen.  S.  85.  — ■  Kreil:  Erste  Ergebnisse 
der  magnetischen  Beobachtungen  in  Wien.  S.  157*  —  Fiai« 
l^owaki:  Rotation  ohne  Grundrisa.  S.  181. 

Jahrgang  1856.  ßandXXl.  UeftS.  Zantedeschi:  Del  * 
nioto  rotatorio  dell'  arco  luminoso  deir  elettromotore  voltiano. 
S.  236.  —  Zantedeschi  e  Borlinetto:  Delle  differenze  che 
tntercedono  fra  gli  t^ffettl  jirodutti  dalla  luce  e  dal  caiorico  sopra 
I  cloruri  e  joduri  d'argeoto.  S. .243.  —  Reslhuber:  Unter« 
«Khnngen  über  das  atmosphärische  Ozon  (sehr  interessant).  S.  36L 

—  AlU:  Opposition  der  Calüope  im  Jahre  1857.  S.  379.  — 
Winkl  er:  Neue  Theoreme  zur  Lehre  von  den  bestimmten  Inte* 
gralen  (sehr  beachtenawerth).  S.  389.  — *  Grailich:  Ueber  eine 
Mlttheilang  Profaiaor  A.  Beer 's,  dia  graphlache  Daratalhmg  dat 
Am^todan-  und  PhaaaD«Varhiltnlaaa  der  Reflexion  gefadBiilg 
paltfiafateD  Lichtes  enthatteDd,  Anf  Vafanlaaaong  dea  Ham 
Saatlaoarmthaa  W.  Haidiagar.  S.  427.  —  Brttckas  Olv|eel- 
TrVger  von  Caoaiienglaa,  S.  43ft  — *  Pohl:  Ueber  die  Vet- 
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wendbarkeit  des  Mitscherlich'schen  Polarisatloas - SaccTiarlme- 
ters  zu  chemisch -technischen  Proben.  S.  402.  —  Zantedescbi 
e  Borlinetto:  Deila  irradiaziooi  chimiche,  e  della  necessita 
del  loro  foeo  separate  da  quello  delle  irradiaziooi  calorifiche  e 
lominose  al  coneguimento  della  purezzo  e  perfezione  delle  prove 
fotografiche  negative  ottenute  coiioduri  d'argento.  S.  521.  —  Heger: 
Ueber  die  Auflosung  eines  Systems  von  mehreren  unbestimmten 
Gleichungen  des  ersten  Grades  in  ganzen  Zahlen,  welche  eine 
grossere  Anzahl  von  Unbekannten  in  sich  schliessen,  als  sie  zu 
bestimmen  vermögen.    (Sehr  beachtenswerth.)   S.  550. 
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IMatlieiiiatiscbe 
ud  physikiliscbe  BiUtograifliie. 


W.  W«d6Manii,  Ow  UaentMffisM«  md  hittiMiMtiale 
IIIS  d«f  Linge»-,  Flichoi«  nd  KCtptreehiwmg.  (Lahmkach.) 
Aufl.  8^>.  7%  Ngr. 

W.  WedentBn»  Wagea  mid  Aafgabm  mm  dm  RanMire. 
(ScMerlmdi.)  4.  Aufl.  8^.  WcfaMr.  5  Ngr. 

Vf.  Miller,  TabelteB  d«r  wliklidnn  LiofM  dar  fllmn«  md 
Codoiwe  iBr  dm  HalbmeMer  roa  1  lila  10  Klaflar.  EahratlMi 
aad  baraekaat  Wlaa.  Pol  fO  Ngr. 

rnüttiaclie  MeduMülu 

C k  Ana  aagand  jaa«,  L'Oarrier  ai^eanidaa.  Galda  da  aidca- 
Dique  pnUiqaa  ata.      adit.  hk^l%  avte  4  pl.  Paria.  4  fr. 

Aaaaario  dal  Reale  Osaerratorle  di  Napoli  per  TanDO  1857 
a  ala  AlaMoaeo  annuale,  che  coafiaae  inoltre  particolaii  tavela 
aüti  e  aeceaaarie  alle  Nanticay  Gaemoalea»  Geegrapbia  a  adeaae 
afiaL  8<*.  Neapel. 

A.  F.  DittmaDB»  Die  £rde  ein  HimmelakSrper.  Bla  krUI- 
adbar  Hiobliek  aef  die  Geacbiehte  and  Wiaeeaaeball  dar  Aatro- 
aoMle.  gr.       geb.  Kiel.  1  Tbir. 

E.  Flaabar,  Ob  die  attreaombcba  WeHaneebaaeng  der  ebrfat« 
llebaa  wlderepricbtf  Ein  Vertrag,  gr.  B^.  Berlla.  geb.  TbIr. 

Gat  Adr.  Jabn»  General -Reglatar  der  Binde  91  bin  40  dar 
aAtronomlaebea  Nacbricbten.  Hamberg.  6  TbIr. 

C.  Moesta,  Infonne  «obre  las  obeerraciooes  becba«  dorante 
el  eciipae  solar  de  30  de  Noviembre  de  1853,  pr^sentario  al  Sennor 
MioUtro  de  Instruccion  publica.  Santiago  de  Ohile,         4^.  Mit  1  Tal*. 

Aanalen  der  Pbyelk  and  Cbemle.  Hetaesgegeb.  fen  J.  C.  P  o  g  - 
genderlT.  100—102.  Bd.  od.  Jakrg.  18B7,  Ne.  1.  gr.  8o.  Leip- 
alg.  IVeie  flir  den  Jabrg.  9  TbIr.  10  Ngr. 
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P.  Ant.  Cap,  titndeft  biographlques  povr  tervir  k  lliistolft 
det  sdcnces.  Pmu^ie  sdrle.  CMiDlkoi  —  MaturaUntes.  ParU, 
1867.  80.  l  Thir. 

Paracelse.  —  liernard  PalLssy.  —  Pierre  Belou.  — 
iNiic.  Houei.  —  V  an  Üelmont  —  M^l^^^c  Thara«.  —  Ro- 
bert Boyle.  —  Nie.  Leraery.  —  Rouelie  aioö.  —  Vai 
Mona.  —  Labarraque.  —  Bernard  Co urtois.  —  AI.  Da* 
paaqaier.  —  Benj.  Doleaaart«  —  Bf.Boiiafou8,  etc. 
C.  Gst.  Caroa,  Ueber  Lebenaaiagnafianiiia  und  Aber  die 
maglaehan  Wirkangen  flberliaapt  Ldpsig.  8^.  1  TUr,  15  Ngr. 

Aligemaiaa  Encyklopidie  der  Pbyailc  Baarb.  vaa  C  W.  Briz, 
6.  Daeber»  F.C.O.T.  Feilitaseb,  F.  Graabof,  F.  Harimi  etc« 
Heraus^?,  von  Gst.  Karsten.  2  Lief.  Leipzig.  8«.  j  i  hir.  20  Ngr. 
InbaU:    2.  Bd.  Krystallographie .  voo  H.  Karsten,  p.  49— 96. 

Mit  eingedr.  Holzschn.  —  5.  l^d.  Angewandte  Merha- 
nik,  von  F.  Gras  ho  f.  p.  1—128.  Mit  eingedr.  Uolzschn. 
u.  1  Kpfrtaf.  »19.i3d.  Femeivirkungen  des  galvanischen 
Stroms,  von  F.  v.  Feilitiach*  l^-SO»  Mit  eingadr. 
Haliaebn.  v.  2  Kpfrtaf. 
J.  GaTarret*  Traitd  d'dlactrlcitd«  Tone  L,  avae  S80  igttm 
dm  ie  texte.  in-18fdana.  Paiia.  8  fr. 

J.  Maller,  Lehrbacb  der  Physik  und  Mateorolagia.  Tbeü- 
weiso  nach  Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik  selbstständig  bear- 
iieitet.  5.  Aufl.  I.  Bd.  5.  u.  6.  Lief.  gr.  8^.  geb.  ßraanscbvrolg^ 
k  Va  ThIr. 

Fr.  v.  «Schwind,  Der  Wasserdainpf.  Mit  32  Tabellen.  Wien 
und  r.f  tir/ie.  80.  20  Ngr. 

L).  M.  Warren,  System  of  Phynical  (leographvi  containing 
a  Deiicription  of  tbe  Natural  Features  of  tbe  Land  and  Water, 
tbe  Pbenomena  of  tbe  Atniospbere^  and  tbe  Distribution  of  Ve- 
getable  and  Aninial  Life;  to  tvbicb  is  added  a  Treatiae  on  tbe 
Physical  Geography  of  the  United  States.  Witb  numerous  en- 
graui»!4.s,  niapt.s  and  charts,  drawn  expressly  for  litis  werk  hy 
James  H.  Young.  4*'.  Philadelphia  and  London,  half-bouod. 
7  s.  6  d. 

Yct.  Weber,  Licht  und  straldende  Wänuo  in  ihren  Beziehun- 
gen zu  einander  mit  Rücksicht  auf  die  Identitätstheorie,  zugleich 
als  Einleitung  in  die  Welientheorie  do<;  Aetbera  dargestellt.  Mit 
5  litb.  Taf.  Berlin.  8».   1  Tblr.  10  Ngr. 

%'ermlsclite  ^ctirliten. 

Abhandlungen  der  k.  Sächs.  Gesellscb.  der  WisaenacbafteD« 
V.  ßd.  A.  n.  d.  T. :  Abhandlungen  der  mathematisch  -  phyaiaehea 
Classe  etc.   III.  Bd.   hoch  4^   geb.   Leipzig.   6  Tblr.  12  Ngr. 
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Literarischer  Bericht 

CXI. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Mathematiacfa es  Wurterbucb.  Alpbabeti«che  Zu- 
■ftB^enstellaog  sftromtlicher  in  die  matbematiscben 
Wissensch aften  gebdrender  Gegenstände  in  erklären* 
4eB  und  beweisenden,  eyntbetisch  und  analytisch  be- 
arbeiteten Abbandlungen.  Von  Ludwig  Uoffmann» 
Jlaan^iater  in  Berlin.  Verlag  von  Gustav  Bosselmann 
io  Berlin.  1867.  a  (Brstes  Heft  « bis  Antikanstisclie 
Linie.) 

Eine  so  bch»  üche  Production,  wie  sie  in  Bezug  auf  das  Ziel, 
welchen  das  Buch  sich  selbst  zu  stecken  scheint,  auf  dem  Felde 
der  mathematischen  Literatur  uns  seit  fange  nicht  zu  Gesicht 
gekommen  ist,  und  derselben,  namentllcli  dem  Auslande  gegen- 
über,  wenn  diese«  irc^endsvie  davon  Notiz  nehmen  sollte,  uas  wir 
übrigens  weder  hofien  noch  wünschen,  keineswegs  zur  Ehre  gereichen 
kann.  Man  lese  z.  B.  den  so  tm^remein  wichtigen  Artikel:  „Alge* 
braische  Gleichung.'''  Kein  Wort  von  dem  Fundamentalsatse  der 
Algebra,  ohne  den  jede  Gleichungstheorie  nichts  ist;  von  dem 
VeHialten  der  Wurzeln  zu  den  Coefficienten  der  Gleichung;  von 
dem  Newton*8cben  Satze;  von  der  Anzahl  der  reellen  nnd  una- 
ginlr«D  Wurzeln,  dass  nimlich  die  letzteren  immer  nur  in  gera- 
der Adtabl  und  paanreise  yorbanden  sein  kunnen;  kein  Wert 
fliwr  den  Sab  von  Barriot  oder  Decartes  über  das  Verhalten 
der  Ansabl  der  poslÜven  und  oegatiTen  reellen  Wurzeln  zu  den 
8eiebl[n(blgen  nnd  Zeichenwechseln  in  der  Function  der  Gleichung; 
inAn  WoM  über  den  herrlichen  Satz  von  Sturm;  Über  Fourier' s, 
Oirtffe*s  nnd  Anderer  AuflQsungsmetboden  der  hSheren  Glel* 
chungen,  u.sJw.  u.  s.  w.'  Also  nichts,  was  eine  Einsicht  in  die 
eigentliche  Natur  der  algebraischen  Gleichungen  gewahrt.  Dagegen 
die  allertrivialsten  Dinge,  die  berühmten  Couriei -AulgalM  n ,  dii'  Auf- 
gabe Aber  die  beiden  Bomben  werfenden  Artilleristen  u.  w.  aus 
Meier-Hirsch,  und  dergleichen  Schulfuchsereien  mehr,  die  an  sich 
nnd  fOr  ihren  Zweck  ganz  gut  sind,  aber  nnr  nicht  den  fast  alleinigen 
Inhalt  eines  solchen  Artikels  ausmacbeo  kunnen  und  dürfen.  Oder 
man  mnss  sich,  wie  wahrscheinlich  dieses  Wörterbuch,  Schul- 
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knaben  oder  HandworinlnirMlieii  ib  mIii  PaUlkini  dnkiB.  Km 
lese  man  aber  namentlich  die  aatrononlaelien  Arflkel  nnd  alanall 

Bei  der  vuHigsten  Unkenotniss  der  Astronomie  als  Wliaeaadidl, 
und  theilweise  sehr  unklaren  Vorstellungee,  geben  diese  durch- 
weg nichts  mehr  und  nichts  weniger,  ;ils  die  allergemeinsteo  popo- 
ISren  astronomischen  Schriften,   worunter  wir  treiiicb  aicbt  die 
trefflichen  Werke  dieser  Art  von  Littrow,  Lamont,  Ponte- 
coulant»  Quetelet»  u.  s.  vr.  rechnen,  die  mit  diesem  Wörter- 
buche keine  Gemeinschaft  haben  und  haben  mögen.  Dabni  kommci  , 
aber  doch  auch  manche  pbiloaophiach  sein»  und  aeheiaen  aollends 
Redenaarten  vor»  Weoigstena kllnfet i. B. dar  Artlkal:  «^Angawandle 
Halbamallk«*  in  der  That  aebr  pbiloaophiach.  Indem demlb«  faiaai» 
nem  ersten  Tbelle  also  lantet:  „Während  die  reine  Mathamallk  la 
ihrem  arithmetischen  Theile  die  Einheit  und  die  Vielheit,  io  Ihreai 
georaetrix  fjen  Theile  die  Ausdehnung  im  Räume  zu  EltMiientea  aller 
ilircT  Liitersut'hiiii^eii  und  i^rkeiiiitnisse  hat,  80  sind  lüf  die  a.  M. 
ebenfalU  zwei  iJemente,  aut  »eiche  die  Erkenntnisse  der  retnen 
Biathematik  Ghertragen  werden :  1)  das  Belebende  und  Bett  egende 
der  Natur,  die  Kraft,  und  '2)  (\as  Leidende,  daa  Ranm-EHillleDdib 
der  Stoff,  an  wekhem  die  Kräfte  ihre  Wirknagen  anaObao.«' 
Fflicbteten  wir  nicht,  mit  aolcher  MlaerablUtfit  au  vidi  Raun  n 
maehwenden,  ao  hStten  wir  aber  dioae  latilafa  hobln  Phnao 
aabr  Viel  an  sagen.  Bei  aller  dieaer  Philosophie  Tetnteht  der  Haff 
Verfasser  aber  noch  nicht  die  Benennung  der  dem  rechten  Winkel  ge- 
genüberstehenden Seite  eine«  rechtu inkligeii  Dreiecks  richtig  tu 
schreiben;  denn  überall  liridet  j>ich    Hypoth  v  uuse"  statt,,  Hypo- 
tenuse". —  Der  Ehre  der  deutschen  mathematischen  Literatur  war 
bei  einem  solchen  Buche  das  Archiv  es  schuldig,  daa  obige,  vielleicht 
etwas  harten  sein  scheinende Urtbeil  aosattaprecbeo,  namentlich  und 
ganz  besonders  der  Anmaaaaung  gegenüber,  mit  welcher  gleich 
zu  Anfang  das  Vorwort  sich:  „an  die  geehrten  Leaer'*  la 
folgeoder  Welse  wendet:  „Bei  dem  WSrterbucbe,  deaaen  eialii 
Heft  vorliegt,  soll  es  mein  Bestreben  sein",  u.  s.  h-.,  „die  mathe- 
matischen Wissenschaften  nicht  nur  an  sich,  sondern  auch 
in  ihrer  Anwendunjy  auf  andere  Wissenschaften  ahzuhand«  In  und 
zugleich  die  7'hcorip  mit  der  Praxis  zu  verbiiiiien.**    \N>r  aus 
diesem  Buche  seine  Kenntniss  der  mathematischen  Wisöcn* 
Schäften  und  ihrer  praktischen  Anwendung  zu  schupfen  belii^ 
ben  sollte,  den  würden  wir  aufrichtii:st  ])edauern!  U&ttederitat 
Verfasser  oder  Verleger  dem  Buche  den  Titel:  «»Mathe matiach« 
phyaikaliachea  Converaationa»Iiexle«ii"  ge^hai^ 
ao  mdcbte  daa  allenfalls  angeben ;  dies  würde  aber  auch  die  hSehala 
dem  Buche  etwa  gebührende  Bezeichnung  sein,  ned  wir  mSchteo 
Inder  That  dem  llenn  Verleger  deu  wirklich  vi  ohigemeia^ 
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teil  Rath  gtbm,  daMelbe  «cbleoiiigst  gleich  vom  zweiten  HeUd 
aa  in  der  angegebenen  Weise  umzotaufe wenn  er  noch  auf 
einigen  £rsats  seines  Sc-hadeng  rechnen  zu  dürfen  die  Hoffnung 
haben  will;  denn,  wer  nur  irgend  sieb  einen  Mathematiker  nennt, 
wird  es  nicht  kaufen  und  cor  Seite  werfen,  ood  matbematiecbo 
Anfänger  müssen  von  ihren  Lehrern  vor  dem  Anknuf  und  dem 
Gebrauch,  wozn  dieseibea  der  jetaige  Titel  ieiebt  ferkttoa  kftmite» 
dsingittd  §mmt  vreideo« 


Cr  e  ametrie» 

Sammlung  Ton  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  de^ 
Planimetrie.  Für  den  Scbulgebrauch  sachlich  und  me« 
tbodisch  geordnet  und  mit  Hülfs mittein  zur  ßeurhei' 
tung  versehen  von  J.  O.  G  an  dt  n  er  und  Dr,  K.  F.  Juns^- 
bans.  Erster  Theil,  die  Anwendung  d(;r  Pro[>ortiorieHj 
nicht  erfordernd.  Mit  aecha  Figurentafeia.  BerÜD« 
WttidsiaiiD.  1856.  8. 

JMm  WM  SHuilmig  vwaogawctod  dnrdi  Ca— littetiw  wm 
Wmmdtr  paametiiaebar  A«%abeB  and  ebaii  aa  n  iMfiraiaciide^ 
g^ainetrlaelior  LalwiHae  aefaeiiit  ms  jedenfalls  In  aelir  ▼tratlndf'' 

ger  Weian  angelegt  zu  sein  und  vielen  Stoff  zu  sehr  ziveckmS^-^ 
•igen  genmetrischen  Uebuiigcn  darzubieten.    Zuerst  sind  die  Sätze 
sasaromengestellt,  welebe  als  beiiannt  angenommen  werden,  und 
mit  denen  der  Schüler  hei  allen  folgenden  LJebangen  vollständig 
ausznkommen  vermag,  die  er  steh  also,  ehe  er  zu  drf>>!!ien  Ueban" 
gen  schreitet,  vollständig  zu  eigen  gemacht  haben  rauss,  was  auch 
duTchaii.s  keine  Schwierigkeit  hat  und  von  jedem  Schüler  verlangt 
werden  kann  und  rkiss.   da  deren  Anzahl  im  Ganzen  nur  gering 
Int,   Dann  folgen  Lehrsätze,  die  zu  beweisen  sind,  und  bieraaf 
Torzugaweiae  durch  Construction  zu  iSsende  Aufgaben,  wobei 
Ji4<afc  auch  eine  Anzahl  al|^braiach  an  töaeader,  aaf  Gleiebongen 
4a0r  caalin  Grades  oder  reine  qnadmtische  Gleichungen  führeadef 
ia%ab6n  nicht  Mit  IHv  8loff  Ut  überall  In  naturKcbe  Gmppen 
fMMH«  nicht  aar,  wia  m  der  Sdialgebraacb  erfordert»  aaeli 
im  Beweia-  und  AnfiCaungamitteln  geordnet  Jede  Grappe  van 
Mhp»  wmi  A»fgab«D»  d.  b.  jeder  Paragrapb  der  SMulnng,  bn» 
fe—Ml  doft  baatiiMDto  Figur.  Il«br«m  Groppa«  maniDMii  bil« 
iibiir  AbMbnitt,  alle  Sitae  oder  Aii%riHm  einea  Aba«bnitti^ 
«Ü^MdMA  eieer  Stifa  dee  gfovMtriacben  Unterricirtf  nad  wtee» 
dee  wai  dee  fcghareB  StnÜMi  Ertatste  voraoa.   Ineevbalb  efaMt- 
jaden  Gmfife  afaid  die  Sitae  metbodiaeb  end  nacb  ibrem  Znaeen. 
maabany  geordnet,  und  die  meietee  Gruppen  eetlMiteB  naoMnl* 
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iittrmit^r  Barteki  CXI. 


lieh  im  Anfaii^  elo«  Aonbl  leiditorer  SIIm  «dtr  Arfgahw» 

Andererseita  fehlt  es  aber  auch  schon  im  vorliegenden  TImiI«, 
iiaiueiil lieh  am  Lude  dci  einzelnen  PaiagraphcD»  nicht  iin  rSum- 
mern»  die  selbst  dem  Schüler  iI't  obersten  ätofe  noch  SU\^  xum 
Narhdenkpn  bieten.  Die  Beweist  uud  Auiiosaneea  .sind  rilriiendf^ 
voiUtändig  gegeben,  wobei  aber  kurze  Aiideutungea  dazu  durch 
iweckmiasige  HinweisuDgen  anf  Friibefw  nicht  Müm.  EfaM 
grOgsere  Anzahl  gans  korter,  oll  aebr  le  Belabnng  und  Er* 
Iftntening  dienender  Fragen  ist  den  eintelnen  Nnrnnem  hMg 
beigeßigt  Nanientllcb  unter  den  Lebraitien  finden  aieb  mancbe 
den  Herren  Verlaaaeru  jcdenfidla  eigentbtfmlleba  Intefeaaanla  ga^ 
netriache  Beziehungen ,  wie  sie  sich  bei  einer  solchen  sorgfältigen 
und  mühevollen  Arbeit  inuuer  von  selbst  zu  ergeben  fliegen,  was 
in  <l>Mii  iins;emeinen  Reichtbuiu  dt^r  Geuuietr  ie,  der  nie  zu  erschüpteD 
ist,  seinen  natflrlichen  (irund  hat.  Ans*;f  r  der  jijrossen  Keichhal- 
tigkeit  dieser  Sammlung  finden  wir  ihr  Uauptverdienst  io  der  äusserst 
aorgfUltigen  methodischen,  stets  in  folgerechter  VVelae  vom  Leichteren 
snm  Schwereren,  dem  Einfacheren  sam  Zusamniengeaetaterea  fert* 
acbreitenden  Anordnoag  der  Lebraätxe  and  Aufgaben,  ao  daaa  wir 
fiberaangt  aind,  daaa  daa  Bneb  niebt  bloaa  In  dar  Hand  ainea  gaaabkk- 
tan  Lebrara  h^m  Unterriebte  Nntien  atlftaa»  aondam  aalbat  aacb 
▼on  einem  gut  vorbereiteten  Anfanger  bei*m  Selbststadinm  vor^ 
tLuilhaft  benutzt  werden  kann.  Das  Buch  ist  zu  reic}fh;dtiir .  als 
da&s  uir  seinen  Inhalt  hier  aucii  nur  in  seinen  liauptn inrmseo 
anzusehen  im  Stajide  uiirefi.  iVlötie  es  «laber  allen  Ijehrern  nneh- 
mala  zur  Beachtung  empfohlen  sein  und  der  zweite,  die  Lehre 
von  den  Proportionen  voraussetzende  Theil  bald  erscheinen. 


P  h  y  s  i  lu 

Ja  Iii  es  he  ri  eilt    über    die    hiihere    H  »i  r    e  r  s  c  b  u  I  e  z« 
Frankfurt   an    der   Odi  i    \  <>n    (J>U*in   1857.     Hiebet  die 
A  b  h  a  n  d  I '! !( 1^ :  C'  e  b    v  \  f  - 1* « c*  Ii i  e d e  ii  e  in  a  t  H  e  m  ft  1 1 «  e  U 
phy Mikttlisclie  i'robleme.  Von  JIr.  til.  iärnsniAitii. 
Frankfurt  a.  d.  O.  1857.  4^ 

Wir  hin  igen  die  Wahl  des  Inhalt:«  zu  diesem  Schul  {>rn<rramni 
ganz  nnd  n-Cinschen,  dass  andere  Lehranstalten  hcl  Abfaciaung 
ihrer  Prosrramme  öfters  fjleiche  (lesif-htspunkte  verfolgen  mochten. 
Der  Herr  Verlas.ser  iHdi  indclt  nämlieb  verschiedcf»c  wirhtij^e  phy- 
sikalibrh  -  ina(henia(is<  ht'  l*r(d)Icmc.  die  in  den  gewöhnlichen  {div- 
sikaliscbcn  Eiementarbiichcrn  nur  ^ebr  oberÜächlich  behandelt 
werden,  in  eingehender  gründlicher  Weise  at>,  daaa  dieaelba  bei* 
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IMMioM  mIw  8iiwknMMl|(*«ir  IMMBi^^imMllMii  b«Hatit  werden 
kSnnM,  wodareb  er  zugleich  «eine  mit' der  oimrieen  vKfHg  über- 
einstimmende Aimicltt  über  die  besondere  Wichtigkeit  der  mathe- 
matische» Seite  des  physikalischen  Schulunterrichts  an  rlen  Tag 
jpefegt  bat.    Wir  haben  es  schon  oft  herrergehoben ,  nnd  wieder- 
holen es  auch  bpi  dieser  Gelegenheit,  das»  auf  Schulen  t\er  habere 
physikalische  Unttirricht  vorzugsweise  mathematisch  ertheilt  wer- 
den, und  das  ExpL-riinent  zwar  keineswegs  ganz  vernachlässigen, 
aber  sieb  dabei  nur  auf  das  Nothwendif^ste  beschränken  muss,  wenn 
er  seinen  Zwock  erlfiUen  nnd  wahrhaft  befruchteod  und  anregend 
witken  soll,  wozu  eio#  ao  grosse  Anzahl  der  trefflicbstsn  Gf«* 
anente  in  demselben  liegen.   Auf  den  Universitäten,  wo  der  pbyt 
ritailiicbe  Unterricht  leiderlf  oft  nur  zu  sehr,  ja  nicht  seltei 
gMs  und  gftr  im  Dienste  der  Medicin  steht  und  derselben  als  Mi> 
MT  Crebietorln  bnidigt»  wird  4ie  iiiat)ieii«tlscbe  9«ite  der  Physik 
In  den  gewi»bnliebeo  Vorleenogen  Ober  diese  berrlicbe  Wiseen» 
•cbaft,  —  einige  sehr  rObmliebe  Ausoabmen,  enf  die  der  Kundige 
Bicbt  beeenders  hingewieeen  se  werden  bimncbt»  natfirlicb  abge- 
r^ebnet,  —  eft  gans  vernaehlissigt,  was  dasn  eber  aoeb  ineiateiie 
mr  se  bedaneriieben  Resultaten  flttbrt  Aueb  deshalb  haben  die 
höheren  Lehranstalten,  anf  denen  wiabre  Grflndtlebkeltond  Strenge» 
^e  mit  einer  elementaren  Betrachtungsweise  sehr  wohl  zu  verein 
ni^oi)  ist,  das  erste  Haupt-  und  Grondelement  alles  Unterricht« 
sein  inuss,  um  so  mehr  die  Verpflichtung,  die  in  Hede  stehende 
Seite  des  so  bildenden  physikalischen  Unterrichts  hauptsächlich 
liervorzuheben ,  und  jede  6chrift,  welche  dazu  fiirdernd  zu  wirken 
sucht,  wird  von  uns  jederzeit  mit  besonderer  Freutie  und  Aner- 
kennung hegrüsst  werden.    Deshalb  auch  das  vorliegende,  ^anz 
elementar  in  sehr  gründlicher,  vOliig  filr  den  Schulunterricht  ge- 
eigneter Weise  verfasste  Programm!    Die  Auswahl  der  betreffen- 
den Lehren  isl  sehr  zweckmiissig  getroffen,  und  überall  hat  der 
Herr  Verfaeeer,  wie  s.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Brecbungfr- 
Terfaiitnisse,  auf  die  neuesten  Methoden»  die  sieb  noch  nicht  in 
den  Lehrbüchern  finden»  Kficksieht  genommen,  wodurch  die  Schrift 
•Mh  Bkt  Lehrer,  denen  eine  grössere  Bibliothek  nicht  zu  GebMe 
atabt  lehrreich  ist.  Der  labalt  ist  folgender:  !.  Die  sfieslfi* 
•ehe  Wirme«  AJIgendne  Theorie  und  dann  I.  Die  M Iscbongg* 
awMbode.  2.  Die  Eisscbmelaiingeniethodeb  3.  Die  Erkaltongsme» 
ihide.  Endlich :  Beacbtenswertbe  Anraerknogen  fiber  die  Ermitteleng 
4er  speiifiscben  Wirme  der  Gase  mit  besonderer  Ricksicht  aitf 
die  aeoeeten  Arbeite«  toii  ¥0o  Seydlita,  Krdeig,  Kremere 
o.  s.  w.  —  IL  Die  Cenet^oten  galrAnieeber  Rbeomoto- 
ren.    Von  dem  Ohm'acheB  Geielae  anagebend:  Tangenten- 
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boussole,  elektromotorische  Krafl,  Widerstand,  Einheit  des  Lei« 
tungswiderstanries,  Leitungswiderstand  der  Drähte,  spezifischer 
Leitungswiderstand,  u.  a.  w.  —  IIL  Die  DeclinatioD  der  Mag* 
oetnadel  —  IV.  Der  Brechungsexponent,  mit  Rucksic 
auf  die  Methode  und  das  Instrument  von  Meyerstein.  —  V.  Da 
Bild  bei  sphärischen  Spiegeln  und  Linien.  Die  gewöhn«' 
liehen  einfachsten  optischen  Formeln  als  bekannt  voraussetzend, 
hauptsächlich  über  Lage  der  Bilder  in  Bezug  auf  die  Objecte, 
Vergrusserung  u.  s.  w. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Lesern  zur  Beachtung 
und  haben  es  namentlich  deshalb  etwas  näher  als  sonst  gew5bo* 
lieh  besprochen,  weil  es  die  wichtigste  Seite  des  physikalischen 
Unterrichts  in  geeigneter  Weise  hervorhebt  und  die  Furderun 
dieses  wichtigen  Unterrichts,  der,  nach  richtigen  Grundsätzen 
ertheitt,  so  viele  treffliche  Bildangsmittel  enthalt,  aber  bei  unrich« 
tlger  Behandlung  seinen  Zweck  auch  ganz  verfehlen  kann,  nach 
dieser  Seite  hin  sich  angelegen  sein  lässt. 


Optische  Instromente. 

Je  mehr  die  neuen  S  t  e  i nh  e  i  Pschen  Fernröhre  nnd  übrie^en  optischen 
Apparate  bei  ihrer  gössen  VortreflTlichkcit ,  die  wir  uns  dem  Gebrauch  einet 
in  unserem  Besitze  befindlichen  aolchcu  Fernrohrs  -vollständig  -verbürgen  kön- 
nen, und  ihrem  vcrkaltnissmässig  sehr  niedrigen  Preise  die  allgemeinste  und 
wärmste  Empfehlung  zur  Anschaffung,  namentlich  auch  für  die  Apparate  der 
Sokalea  verdienen:  desto  mehr  halten  -vrir  tu  für  unsere  Pflicht,  den  ncne- 
•len  Prcis-CourMit  der  S teioheil'schen  Werk»tatte  in  München,  für  des»«« 
Zusendung  -wir  ihrem  berühmten  Vorsteher  verbindlichst  danken,  nachstehend 
unseren  Lesern  sogleich  mitzullieilen.  (Den  früheren  Preis-Conrant  s.  m, 
Thl.  XXV.  Lilerar.  Ber.  Nr.  XCVU.  ä.8.) 


*)  Die  hier  entwickelte  Methode  snr  Beatimroang  der  Declinatioa 
lit  ganE  die  leichte  und  genaue  Methode,  welche  der  Hemuageber  im 
Archiv.  Thl.  XXIV.  S.  I3&.— S.  187.  mit  Berückaich tigun;^  de«  Excea- 
tricitäufehlera  des  InatmmeDt«  aogegeben  hat,  waa  natürlich  auch  io 
4at  vorliegenden  Schrift  bemerkt  isl.    Der  Herausgeber  erlaubt  aich 
nur  XU  beinerken,  daia  in  neuerer  Zeit  Ton  Uorro  Breithaupt  aad^ 
Sohn  io  Caaael  sehr  schöne  und  genaue  Feldmesser- Bonssolen,  bei 
denen  das  Fernrohr  sich  ganz  durchachlngen  läset,   rerfortigt  werden, 
an  dem  verhältniasmässig  geringen  Prciae  von  80  Rthlr. ,    welche  sich 
cur  Ausführung  aeiner  Methode  zur  BestiromiiDg  der  Declination  der 
Mat^netnadel  vortrelTlIch  eignen.    Da  diese  treflTlichen  Instrumente  se 
vielen   Zwecken  zugleich  entsprechen,   nnd  als  Feldmeaaer-Bousfolea 
magnetische  Declinatorien  o.  s.  w.  benutzt  werden  können ,    so  vrrdie-' 
nen  sie  sehr,  in  die  physikalischen  Kabinette  der  höheren  Lehranstalten 
anfgenomroeo  an  werden.  *  6» 


JL.Mt»tttii#il  ta 


pro 


Ml  JH«— ■im—  »M  Im  PMur  D<tiidMiHi«M^< ,  die  Artige  In  MiM- 
Tereina-Gulilffnfitsse  fraoeo  München  an^Metot.    £iMeiiMi  IVetiMbttaii* 

^tm  Jfe^fii  den  Cocirant  von  lHof>  haben  in  Ciiiiatrtrrti«niiTrrhf«sprnng-co 
itam  GmniL  l>ie  WorkstältearbeiteConranf  Bestellungen.  Dieae  wotle  man 
4ip9c4Mdie  Aaatelt  richten.  Verpackungskoaleii  werden lH)«oi»def9  berechnet. 
Aaf  •UnQiyWtirfiMauD^U^dia Flmj fu,d>i  Pr«iw<|<m«KbilM*»  gravM 


1. 


a 


4. 


5. 


.8. 


JO. 


L  Abtheilang.  Fernrohren. 
Tuben  oluw  SM?,  mit  foiirnirteni  Holirohr. 

mit  6  Okolareo  von  80. 107. 160.213. 32a  480niaJL  Voir. 
u.  Sonnen  glas,  dann  Sucher  v«  33^  Oeffn.  u.  42"  mßBtftf* 

Befractor  von  Otf'  Oeffniing  und  114F«f»«Brennvreite, 
6  Okulare  von  m.  138. 1Ö4. 276. 414mal.  Verpr..  Son- 
oengla«,  d^au  Sucher  von 27'"' Oeffn.  n. 27 Zoll  Krennw. 

MefrACtor  von  84'"  Oeffn.,  h  uas  BteuDw^  6  Okulare 
▼OQ  tSS.  rr.  lie.  ISS.  m348niiiL  Vergr.,  dnui  Sn^luur 
von  24'*'QeiEn.  u.  24ZolI  Brennw.    .       ..  .   ,    .  . 

RefiMtor  von  78'"  Oeflfn..  9  Fuss  Brennir.,  ivIt^M»; 
Ifiren  von  54.  72.  108.  144.  210.  324mal.  Verlar.,  dlM 
Sucher  von  24"'  Oeffn.  und  '24  Zoll  Brennw  

Befractor  von  72**  Oeffn.  und  8  Fuss  Brenn w.,  mit 
6  Okularen  von  64.  96.  128.  192.  288mat.  Vergr.,  daiio 
fccher  van 21''  Oeffn.  u*ii  91  Zoll  Breimw.  •      »  . 

Zn  dicken  Refrartnreo  n^crrit  n  arif  Beetellnng  ent«pre- 

chendr  purallakti^che  Aiif«lell>niß*rn  mit  nnd  ohne 
Stunden  und  Ucklinatinn«kreT>{r>  geliefert.  Dpr  Hrein 
richtet  sich  nach  der  Gröase  und  npch  dem  Grude  der 
filcgnns,  die  verlangt  wirl,  wMwber  mui  aieh  ver* 
etftndigen  wird« 

Tnbns  vooQO^ Oeffn« und  78  Zoll  Brennw.,  die  5  astron. 
4>luilare  ?erfrGMeni  ^  7&  104.^166.  *i34aiel,  dne 

)  ^^^^ 

terr.  Okular  78inal,  Sucher  von   

Tmtm^.  von  4^'  O^ffn.,  W  Brenntv;..astr.  60. 80. 120. 

180.  i40»  lerr.  00»  Sneher  -gip  • 
Tabu«  von  4'2^  Oeib.,  60"'  Brenitw. ,  astr.  60.  80.  120. 

*•  HF  .:.  :  '    .'  s  .i  d 
teic.  00,  Sacber  ^  

von  90^  Oeffn.,  60^  BreapiTM  Mtr.  aO.  120. 180^ 
9*" 

ttrr.60,  Sucher  ^ 
Taliii»v.33«'Oeffn.,  42"  BrenDW.,a8tr.56.86. 126,terr.54 


Gld. 


II.     Tubas  von  27'''  Oeffn.,  '27  '  Bronnw.» astr.  54. 81 ,  terr. 34 


Tuhsio  von  24"'  Oeffn.,  "M"  BreoDw.»  astr.  4&  7^  terr.  30 
'  Zn  den  Tuben  jiff  6—12  weiden  auf  Bestellung  ent- 
•prediendo  PytuiMabtatlvo  nül  nmi  olwo  KnIm^ 


I 


linbtativo 

von  einfacher  oder 'elMOnter  Atbeit,  oder  auch  pa- 
nttOi  AniiiaUnag«  nv-vaNiainito  Mm  goliafMi. 


SfiOO 


M  II 


MW 

1100 

a 


300 


870 


220 

130 
75 
60 


..1 
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Ii. 

15. 

Iß. 

12. 


IS. 


1& 
20. 


2L 
22. 

23. 
24. 
25. 
2Ü. 
27. 
28. 

20. 
30. 
3L 
32. 
33. 
34. 


b.  Tuben.  Rohrund  Stativ  Me§8in^;  in  polirtem  Kasten.  GM. 

Tabus  33!^  Oeffn.,  42^  Brennw.,  terr.  50.  70,  astr.  54. 84. 

126nial.  Ver^r. ,  Sonnenglas  Triebstange  .... 
Tabus  27^  Oeffn.,  27^^  ßrenow.,  terr.  34*  a«tr.  54. 81mal. 

Vergr.,  Sonnenglaa  

Tubos  21^  Oeffn.,  21^  Brennw.,  terr.  3L  a«tr.42. 63maL 

Verü;r. ,  Sonnenglas  

TnbuH  15^  Oeffn.,  12^^ Brennw..  terr.  ^  a«tr.  36. 60mal. 

Vergr.,  Sonnenglas  

c.    Sucher,  Helligkeit  und  Gesichtsfeld  gross. 

Kometensncher  von  27Ü  Oeffn.  und  Brennw,, 

mit  IB^mal.  Vergr.,  parallaktisch  niontirt.  Das  Stativ 
mit  3  Fussfichrauben  und  aus  Messingrübren  gebil- 
det zum  Stellen  auf  den  Tisch.  Die  Hohe  kann  ge- 
ändert, jede  Axe  geklemmt  und  das  Ganze  auch  als 
Horizontal -Stativ  benützt  werden  

Betfion<l<^rer  Okiilarstntzcn  mit  l'rieb  um  JV?  12 
aucb  als  Tubus  zu  benutzen.  Beigegeben  sind  terr. 
Okulare  von  34  und  astr.  von  54  u.  81nial.  Vergr.  nebst 
Sonnenglas  

Sucher  von  15^  Oeffn.,  12^ Brennw.,  mit  9nial.  Vergr. 

Sucher  kleiner,  von  Oeffn.  und  6mal.  Brennw.» 
mit  6mal.  Vergr  

d.  Zugfernröhren. 

Zufff ernrdhre  33f  Oeffn. ,  42^  Brennw.,  terr.  Vergr.  54 

27**^    „    22^      y,  „  34 


P9  iA2 —  y,  ÄSJ—             y,                 },             ,y  —-t 

15^^  y,  12!^            „               „            ,j  15 

Q///  all  7 1 

§f                                 —  y,  SJ_             ,y                 yy              yi  l_t 

Okular  zusaninienscbiebbar 

15^!^  .,  15i' Brenn  w.y  terr.  Vergr.  35 

15^  y,  12^              yy                  ,y              yy  -24 

VI'"  Q"  18 

Qlff  fi'f  Ii 


M 


»  "  „  i*—  >»  ü  •> 

Sollen  diese  Zugfernröhrr  ein  Sonnenhlendrohr  er- 
halten, so  erhöbt  sich  der  Preis  von  iSo.  21—24  um 

No.25=28um 
INo.29-34ura 

Baumschrauben ,  Futterale  oder  Ledcrftärke  werden 
auf  Verlangen  beigegeben  und  besonders  verrechnet. 

e.    Marine -Fernröhren  mit  Ilolzrohr  und  Sonnen- 

blende^  nur  Okularzug. 

35.    IHaHnefernrohr  24^ Oeffn  ,  24!' Brennw.,  30m.  Vergr. 
3Ü,  „  2M1  '111      „  26m. 

„  18'''  y,  ISl  „  22m.  yy 

skL  „  15"'     y,     12"      „     15m.  „ 

Januar  1857.  C.  A.  ^UViiKeiL 


I 
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Interessante  Naliz  über  eine  gro^ise  mathematuch^ 

.  BibBotbek  in  'England. ' 

Mein  Fremid,  der  so  verdiente  Director  der  Realschule  za 
Posen,  Herr  Dr.  Brennecke,  hat  mir  folgemle  allgemein,  inter- 
essante Notiz  mitgetiieitt :  G«  . 

.  •  .    .  .* 

„Wimn.  Sie,,  wo  die.  vollsttodigate  Bibliotliek  fSr  r^ioe 

Matbeiaatlk  xn  fiaden  istl  Ich  bebe  es  xuföUig  erfabren.  Ich  war 
Im.  yorigea  Sonmer  jo  England  io  Chelteoham  and  wurde  anbe- 
kaaatar  ..Weise  tob  einem  Mr.  Grave  eiageladea  aa  Tiache. 
IKeraelbe  bat  mich  am  folgenden  Tage,  seine  kleine  matbema* 
tische  Bibliothek  anzusehen.  Ich  kam  seiner  Aufforderang  nach. 
Er  fahrte  mich  in  ein  von  seinem  Wohnhause  (wo  seine  Frau 
^vohnt  uüd  er  «eine  Gesellschaften  giebt)  entlegenes  Stadtviertel. 
Dort  hat  er  ein  anderes  Haus,  das  von  dem  Parterre  bis  zum 
Boden  nur  mit  rein  mathematischen  Büchern  in  schHnster  Ordnung 
(Ober  9Ü0O  Bände)  angefüllt  ist.  Ich  fand  auch  Ifate  Werke,  z.  B. 
Vilich  das  ganze  Archiv,  voUatändig«  Er  hält  aieh  einen  etgenea 
bihüothekar.*'     •  .      .  , 


,  Arithmetik. 

•      »     ■  «  'Iii  I  .  ^  ,       •  ■ 

"  Avflaaa'agametliode  fflr  algehraUcbe  Baebataben- 
ifteieBViA'giBii  mlrelner'elnaigeii'  anabbiogigea  Bae#- 
i^tWM'it^aW  'Va^'tfr.  fgeai  Ifager.  Mit  eiaet  Tafel; 
An«  dem  XII.  Bande  der  Denkaehrlftea  der  metbem.^* 
natnrffr  Giasee  dei' iIl iAkademia  .der  WisMnacbil^ften 
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besonders  abgedruckt  Wien.  Ave  der  ktleerlich«kl- 

iiIglicheD  Hof-  und  Stautsdruckerei.  4, 

Dieee  Abhandlung  eiitbliU  die  Dariegeng  einer  aUgemefaMi 
AunSsungaaiethode  flir  aii^ebraiKche  Gleichungen  von  der  Fora 
F(j:,«)=0,  welche  nebat  der  Unbekannten  x  noch  eine  ivrefle 

Buchstaben^Hefie  o  in  nlch  schliessen,  daaa  F{x,  a)  eine  al- 
gebraische Function  <ler  zwei  Iiuchstabciigru8«en  x  und  a  vou  der 

Gestalt  S{^lia^»^\  bt  ond  lolglich  ein  Polynom  reo  Güedem  vei 

der  Form  JJti^j;^  üur^leUt,  uuiur  die  Gleichung 

ein  ßeis|iiel  liefert.  Nachdem  der  Herr  Verfasser  In  den  V  er- 
be merkun!»en  der  früheren  Arbeiten  von  Newton  mit  beson* 
derer  Rücksiclit  auf  dessen  analytisches  ParalleJouraniin  *),  Ton 
Stirline,  Craiiic!,  Ln^ran^e  und  Anderen  kurü  EnirliilDUUg 
gethan  hat,  labrt  er  auf  5.  3.  in  folgender  Weise  fort: 

„Spater  beschal  tilgte  sich  Fourier  sehr  ana^ele^eritiich  luit 
die&eni  Getren^ifand«  und  wir  haben,  pewi*i.serj  Andeuturj:::en  in 
8einem  \Verke  nach,  allen  (jrurul  zu  slaulien ,  das8  er  eine  aiij»©- 
meine  An flösuiigsmcthod e  fiir  solche  Gleichungen  und  awar 
nicht  blos  fiir  eine  einzelne  Gleichung  mit  einer  elnalgen  flber- 
Kchiitfjiigeu  ijucbstabeiiprrisse ,  sondern  auch  mit  einer  belieb^ 
grossen  Anzahl  von  solcbeii^  und  auch  für  Sytiteaie  von  mehre* 
ren  solchen  Gleicbotis^en  (gefunden  habe.  Leider  sind  die  Ergeb- 
nisse diet«er  Ciitersuchuiiwen,  gleieh%vie  viele  andere  von  ihv 
aufgefundenen  SehSt^e  des  Wissen»  für  uns  verloren  pej^anireD. 
Aber  auch  in  *>eineai  Werke  lindot  sich  kein<»  Andentun<[^  jener 
eben  früher  env;»hiit<'ii  (Uler.suchungen  »il)er  die  Cnstetigkeit  der 
(■eniigc  leistenden  Functionen.'* 

Endlich  wurde  derselbe  (iegenstand  von  Petzval  genauer 
behandelt.  Bei  Meinen  Cnter-sncbungen  über  »Ire  linearen  I3i^• 
ferentialffleiclniiigen  gelanute  derselbe  nicht  nur  zu  einet 
Reihe  von  Integrationsniethodeu  tür  dieselben,  sondern  fand  auch 
Aufh'igungsnicthtiden  für  eine  algebraische  Ivleichung,  welche  nebst 
der  Unbekannten  X  noch  andere  constante  l^aramctcr  beherbergt 
ilteser  Fund  war  auch  einmal  der  Gegenstand  seiner  öffentlichen 
Vorträge  nn  der  Wiener  ünivi'rsitiit,  und  die  Grundzüge  diesar 
Methode  linden  sich  in  seinem  W-erIce:  »»Integration  der  linearea 
Differentialgleichungen*'  niedergelegt    Diesen  zuletzt  envühntoa 


*)  Hl.  s»  Malbcmiatiache«  Wärtsrbocb.  TbL  ilL  8«  ttlf» 
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Arb<^teii  verdankt  diese  Abhandlung;  ihr  KiW^telica.  uurdo  mir 
viflilicli  erst  später  kund,  duss  üchon  t  ourier,  «^ietr^ohl  auf  eineui 
andern  Wege,  dentjelben  üegeuütand  bebandelt  hatte,  wie  sich 
dies  in  seinem  Werke:  „Analvse  des  <  quations  iletcrniinees**  an- 
gedeutet findet,  in  vnplrhes  di^vscr  urosse  Mathematiker  seine  ün- 
ter«<uchun(?or)  üIilt  (ileiehunsen  niederlegen  wotltc.  I<.eider  ist  der 
gruselte  Theil  hiervon  für  uns  xorloren  gep^an^en,  weil  die  Her- 
ausgabe des  zireiten  Rande»  durch  seinen  Tod  vereitelt  wurde. 
Der  erschienene  erste  Band  enthält  ßlflckttcber  Weise  eine  kurze 
übersichtHche  Darstellung:  Exposee  synoptique"  des  <«esammt- 
iobaltes.  Hieraus  nun  ist  ersichtlich,'  das«  das  vierte  Buch  die- 
ses Werkes  eine  allgemeine  A  uflCeongiiiielbode  fllr  Buch* 
•  tabeni^tcichungen  und  Systeme  von  sotcheit  enthalten 
sollte.  Daselbst  sind  in  gedrfingter  Kürze  die  Gmndzt^e  dieser 
Methode  auselnandergesetit ;  afleln  sie  seheinen  bisher  selbst  ge- 
lehrten Lesern  gans  und  gar  nnrerstHndlich  gebliebeii  lu  sein, 
Temuthlieh  wegen  der  gans  eigenthflmnchea  ßehandlitngsweise 
dieses  Gegenstandes,  und  «rftren  es  vielleicht  auch  fOr  mich  ge*' 
ItiebfB,  wenn  leb  nicht  durch  die  auf  einem  fthnllcheo  Gedanken» 
IPWgc  gegrilndeteu  Untersuchungen  P  et  st  a  Ts  Über  die  linearen 
Öiff<trealialgleichuii|Qeii  au  ihrem  Verstlndnlsse  geleitet  werden 
wire.  E«  Ist  mir  auch  gelungen,  die  Bidliode  Fourler's  m 
Auflösung  von  BuehstaheikgleichunGren  und  Systeme  von  solchen 
geoau  in  derselben  Weise  ivie<ler  autzuUiulun ,  wie  sie  einst  die* 
ser  grosse  Analyst  seihst,  seinen  eii^eiien  Andeu  tu  offen  nach,  ^e* 
habt  haben  mochte.  V.s  Uxq,  dies  zwar  so  i>igentlirb  nitlu  'u\  der 
urH|in'inglicben  Absicht;  ich  uint;  vielmehr,  j«o  nie  jeder  andere 
an  ini*iner  Stelle,  auch  darauf  uikh,  uui  diesem  weniir  betreteiten 
Felde  wo  niTmürh  einiges  FjueriUniiu  711  u'f^wioneu  und  plaui»« 
wirklich  einige«^  geiunden  zu  li  ihm;  in  der  Mehrzahl  der  KiiUe 
jedoch  peschah  es,  dass  ich  zwar  »iwiiito.  einen  eisrenen  Fund 
^ethan  zu  haben  und  dann,  Fourier's  Expose«*  »ynoptii|uc  zur 
Hand  ni'hniond,  zu  moiner  l/eberraschung  gewahr  ward,  wie  der- 
selbf*  d,irin  bereii.s  .iiiL:<'deutet  war,  mit  wenigen,  aU/tr  so  bezeicb* 
nentien  NNOrtifi.  <!as8  kein  Zweifel  Übrig  bleiben  konnte,  Fou- 
rier habe  daxseibe  bereits  selbst  hese^sKun.  Ich  fand  mich  dadurch 
nur  noch  mehr  bestimmt,  in  dieser  Abbandlnug»  weli;he  j^nea 
HmU  dieses  Fundes  sum  Gegenstände  hat,  genau  den  von  F.oo- 
rier  eingeschlagenen  Weg  beisubehaiAen.  Es  ist  dies  kfincswe^i 
hios  ein  Opfer ,  welches  man  den  Manen  dieses  gresaen  dlannee 
bringt*  leb  hege  vielmebr  die  Ueberaengnog,  dasa  diese  DarateU 
hH^nrelae  isglelch  die  allgemeinete  von  allen,  eei,  indem  sie 
iMi  hiee  mir  eiee  «Inlg«  BBchatafaengieicbuug  mit  eiMr.  eiiial- 
geu  ghiruahiesigfe  BaehMiheagittee  Aiiwendvag  veiitattat,  mm- 
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dero  allgemeine  Giltifrkeit  benitzt,  wie  ?ros8  auch  die  Anzahl  der 
Gbicbui^en  und  der  üiierscbiuMigen  ÜuobstabeiigrIiMen  «eio  mag.^ 

,»Das  in  dieser  Abhandiong  gelüste  Problem  ufellt»  wie  aas 
diesen  Beinerkuiigeo  ersichtlich  ist,  nur  deu  üiiildch&teü  lall  dar. 
Die  darin  auseinandergesetzte  Auriiisungsmethode  ^erstattet  aber 
eine  nllijomeine  Anwendung  auf  beliebig  gesfaUet*-  algebraische 
BucbstabengleicbuDgen  und  Systeme  von  solchen  mit  beliebig 
vielen  überschüssigen  Buchstaben grusaen.  Dieser  Abhnndluiig 
sollen  auch  mehrere  andere  nachfolgen,  welche  die  complicirCeren 
Probleme  bebandeln,  wodurch  die  Theorie  der  algebraischen 
Bnchatabengleichnngen  eine  eracbOpfende  Darstellung  ge* 
Winnen  wird.  Diese  Reihe  Ton  Abliandinngen  wird,  wie  schon 
erwShnt,  zum  grossten  Tbeile  als  eine  Wiederherstellung  der  von 
Fourier  zuerst  aufgefiiiuitiKii ,  aber  durch  seinen  Tod  leider  ver- 
loren gegangenen  allueiin  iDcn  Auflosun*?smethode  Tür  Bucli»taben- 
gleicbungen  anzusehen  seiu;  ob  und  ivie  weit  mir  dies  wirklich 
gelungen  ist  oder  nicht,  mag  jeder  Leser  durch  Vergleichung 
meiner  Arbeit  mit  dem  oberwähnten  Exposde  synoptique  selbst 
entscheiden.'' 

Je  sehnlicher  jeder  Mathematiker  die  Wiederherstellung  der 
verloren  gegangenen  Arbeiten  Fourier 's  über  die  Auflfisuog  der 
Gleichungen  wünschen  muss:  desto  grOsser  und  allgemeiner  Ist 
das  Interesse,  welches  die  vorliegende  Abhandlung  erregt,  und 
desto  mehr    müssen  wir   dieselbe  der  Aufmericsamkeit  aller 
Mathematiker»    welche  sich  fiir   die^^en  (»egensland  liiteressi* 
ren,  empfehlen,  wobei  %vir  zugleich  dem  Herrn  Verfasser  für  deine 
miibevollen  und  scharLsiimiiiea  üntersncfiunj^en  unsercfi  wärmsten 
Dank  auszusprechen  nicht  unterlassen  können,  eben  s«»  nie  dem 
Herrn  Fmlessor  Petzval,  dessen  Untersucbuntren  niit  die  Ver- 
anlassung zu  dieser  verdienstlichen  Arbeit,  von  der  wir  mit  dem 
grössten  Vei^ügen  genaue  Kenntniss  genommen,  gegeben  habes. 
Auf  eine  nShere  Darlegung  der  i^lethoden  des  Herrn  Verfassers 
können  wir  hier  begreiflicher  Welse  niclit  eingehen,  sondern  un* 
sere  Leser  nur  dringend  anffordern,  sich  die  Kenntniss  derselben 
aus  der  Abhandlung  selbst  so  bald  aU  möglich  zu  verschaffen. 
Im  Allgemeinen  wollen  wir  jedoch  bemerken,  dass  die  Ufethode 
auf  die  EnlvN ickclung  in  aii?»tcigt'n(le  oder  aulstciireiifle  Heiben  zu- 
rückkommt,   das«  aher  hiebet  die  Kunst  hauptsaciilich  «lariii  be- 
steht,  diese   Kiitu ickehin^en   so   vorzuiiebmeii   und  anzuortinen, 
dass  sowohl   den  betreffenden   Kcibcn  die  nöthige  Convergeni 
verschafft  wird,  als  auch  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  strsiy 
und  sorgfältig  vermieden  werden,  wan  Alles  auch  an  mebrerct 
sehr  awerkmÜHsigen  und  lehrreichen  Beispielen  criüntert  wird. 
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Aus  den  folejenden  Ueberscfirtflwi  der  Hauptabschnitte  freiT* 
die  Leser  den  Gan^  des  Herrn  Verfassers  in  seinen  allge^ 
meinsten  Umrissen  erkennen:    Varbcmerkantf.  —  Kntwick« 
]«iv*f^  der  Wurseln  in  Form  einer  nach  al>ntei;;enden 
IP^teMen  der  u n «bMaglf^en  B u c hs tab eni^r ö«fte  *}  i^eord- 
S^teii  Beittp.   Einleitung.  I.Bestimmung  des  Anfangs- 
^llede».  11.  Bestimmung  der  Folgeglieder.  —  Kntwlclc« 
mnBB  der  Wnraeln  einer  ClIelchiiBiP  In  eine  iiaeli 
eib^iiMelffenden  Peieuen  tob  a— •  s^erdnete  ^Rellie. 
1«  Bestimmang  des  Anfangeglledee*    II.  Beetimmung 
41er  Pelgeglieder. 

In  dern  wir  noch  besonders  aof  die  mit  greeeer  i>eQtiielii(eit 
nod  Pr&ciston  auf  S.  43.  74.  92.  99.  anegetprochenen  altge- 
meinen  Sttke  oder  Regeln  aafmerksam  machen»  wOnscheii  wir 
«ebr,  daaa  der  Herr  Verfaneer  die  Wiseenaebaft  reelit  bald  mit 
der  Fertaettung  «einer'  ao  intereaaanten  und  widitlgen  Arbeit  er« 
freuen  roßge. 

*  Geometrie. 

Lehrbneb  der  Stereometrie  von  Ernat  fieaen  (Leb- 
reff der  Mathematik  und  Phyaik  am  Gymnaaiom  an 
8targard.)  Stargard  i.  P.  Guetav  Weber.  185ti.  8. 

Dieses  Lehrbncli  der  Stereometrie  iSsst  in  Being  aof  £in- 
fnchbeit,  Strenge  und  Vollstäodigiceit  nieht«  au  wanschen  fibilg« 
nnd  bekundet  flberall  den  gewandten«  aeinem  Gegenstände  mit 
dar  grdsaten  Liebe  ergebenen  Lehrer»  wobei  augleich  eine  grlis- 
eere  Ansabi  eigenthflmlicher  Darstellungen  nicht  fehlt»  die  alle 
snnichst  den  verdienstlichen  Zweck  haben«  der  Stereometrie  eine 
gfrUaacre  Einfachheit  tu  verleihen,  und  dadurch  den  Unterrieht  In 
derselben  xwar  su  erleichtern,  aber  auch  das  grosse  in  demselben 
liegende  bildende  Element  stets  festanhalten  und  zu  wahren.  Wir 
künneij  daher  dieses  Lehrbuch  allen  Lehrern  zur  sorgfältigsten 
Beachtung  aus  volikaaimeus^ter  Ueberzeuguug  recht  sehr  cmpfebiett. 


Physik.  ' 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  ihren  Auflösungen 
nnd  einem  Aubange,  pbysikaiiscbe  Tabellen  eotbai teud. 

*)  B am  obige  ed^  ,  »i  -  .  ;  «i-i«  % 
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UtWitrtteker  Bericht  CXIL 


Zum  Gebrauche  ffir  Lehrer  und  SchiiUr  in  höheren 
U  u  terr  ich  ts  a  I!  s  t  ;i  I  ten  und  bosomlrts  am  in  Seil)  st  Un- 
terricht b  eJir  I)  i  t  (' t  von  l)r.^.  Fiieduer,  Hauptiehror  an 
der  Realschule  zu  Hanau.  Mit  50  im  den  Text  •ini^«'- 
dTockten  Holischnitton.  Zweite  rerbeeeerfe  und  f^er* 
mehrte  Auflage.  BreunschireLir*  Vieiveg.   18ML  8. 

Die  erste  Aullai^e  dieser  sehr  guten  Safumlung  physikalischer 
Aufgaben  iat  Im  Literar.  Bericht  Nr.  LXIV.  8.635.  angeEeigt  und 
empfohlen  worden.    Das  baldige  Erscheinen  einer  ziveiten  .Auf* 
läge  aelgt,  wie  «ehr  das  Terdienatllche  ßueh  dieae  Empfehlung 
verdiente.  Der  dort  angegebene  Hauptinhalt  Ist  Im  Weaentllcben 
dertelbe  geblieben«  mit  der  einzigen  Ahftndemng,  daiui  die  Ali- 
acbnitte  XXIV.  und  XXV.  jetzt  in  den  einen  Abschnitt  XXIV. 
Aber  die  Drechun^  des  Lichts  /ti>;iEi»nientrozoi;eii  wurden  sind» 
und  der  Absiiitätt  XXV.  fjh  r        düiifr  nicht  l'psnnders  lierfick- 
pichtigte  Far  b  e  n  z«' r  s  t  [  e  u  u  n  £j  de«  Lichts  jiH^t  neu  hinauue- 
koninien  ist.    Der,  eine  Anzahl  sehr  ziireckniä.*«t4iger  phyaikalincher 
Tabellen  enthaltende  Anhang  ist  schon  auf  dem  Titel  bcsnndera 
bemerkt  worden.  Die  Uauptver&ndemng  aber,  welche  mit  dieaer 
neuen  Auflage  vorgenonimen  werden  lat,  besteht  darin,  daaa  jetzt 
die  Aufgaben  und  AuflSaungen  in  zweckmfisaiger  Weise  von  ein- 
ander gesondert  und  In  awei  besondere  Hefte  gebracht  werilen 
sind.    Je  mehr  im  Interesse  des  Gedeihens  des  physikalischen 
l/iiliTi  ichts  wir  wufiKchpn .  dnss  die  rn.il  hi mafischc  Soite  demsel- 
ben immer  mehr  hrr\ orj^'rlmlirri  \\  erden   in«"iu*'.   ^v(»il  drr.sellM'  nur 
dunn  den  grossen  .NutztMi,   den  er  zn  stilfen  so  selir  viel  treff- 
liche Elemente  enthalt,  *virklich  stiften  »^ird:  desto  freu  dl  uer  haben 
wir  die  neue  Aiiilaffe  dieses  Hüchleins  hegrüsst,  ueJches  uerade 
in  dieser  Kiebtutig  sehr  uuliltbätig  zu  i^irkcii  geeignet  ist.  Papier, 
Druek  und  Figuren  sind  so  vorzüglich,  nie  man  es  von  der  X'er- 
lagshandlung  geivohnt  ist. 

Erste  Ergehnisse  der  magnetischen  l>eobnch tungcii 
in  Wien  von  Karl  Kreil,  vrirkliehem  Miti^liede  der  kai- 
serliehen Akademie  der  W*issen9chaften.  Aum  dem 
XII.  liande  der  Denkschriften  d<»r  niatlieinatisch-natur- 

%vi SS c n s  (  h  .1 1 1 1  i  e  Ii  e  n  (  lasse  der  k a i se  rl i  e  Ii  e n  Akademie 
<l  c  r  \V  i  SS  e  n  s  c  Ii  a  f  t  c  n  b  e  s  o  n  d  ers  a b  «^e  d  r u  (  k  t.  W  i  e n.  A  us 
der  kaiserlich-königlichen  iiot-  und  5taatsdruckerel« 
1856.  4. 

Magnetische  und  geographische  Ortsbestimmungen 
an  den  Küsten  des  adriatischen  Golfes  im  .lehre 


Digitized  by  Google 


¥•»  Karl  Krellv  irlrkllclieH  lliltfi«a»4ftr  kal»«fli^be» 
Aka4anie  d#r  Wijiaeiiaeharteii.  Alledem  B«tidc»4#i 
Dttik«ehrlfle«.  dar  mathamatiaali-iiatarwiaaaiiackalt-i 
liehen  Claaa^  d«r  kaiaerliohsa  Akadtfarie  dar  Wiaaefti 
»cbaften  besolidara  abg*df «ckt. .  Wlau.  Atta  dar.  kai» 
serliüb-küiiig^HeheD  Hof- und  StaatadruckaraL  186(lt  4« 

Diese  Frfichte  der  Arbeiten  der  kaUerUcb-oeterrelchUcheQ 
Centralaantalt  flElr  Meteorologie  aad  Erdmagnetismus  in  Wien» 
wckffer  Herr  Profaaäar  Kreil  mit  aa  greeaa^  Eiler  «ad  tiefer 
Keauhiiaa  des  betreffenden  Ge«eailtaadaa  voMlefit,*aiad.  Jadaalatttt 
Qlr  die  Wbaenecbaft  von  der  groeeten  Wichtigkeit«  und  Iterern 
von  Meuem'  den  Beweia,  mit  welcher  Gtoaearfigkeit  und  immer 
gr9e«erer  Ausdehnung  daa  meteorbk»giae1i'*  magnetische  ?9ets  aber 
deo  ganten  Ssterrelchfschen  Kaisersfaat  ausgespannt  wird.  Dia 
migneüscben  und  astronomlscb  •  geographisekea  Arbeite»  en  den 
küäti^n  des  adriatiscben  Golfes  liefern  die  betreffenden  Constanten 
lur  die  foigenUen  Punkte :  Triest,  Venedig,  Parenzo,  i^ula,  l  iuiue, 
Lussiii  Picrolo,  Zara,  Spaiato,  Curzola,  Lagosta.  Lissa,  Lesina, 
Gravfwta  bei  Rainisa,  Megline  bei  Cattaro«  Anfivari,  Durazzo, 
Vafona,  Korfu ,  Rrhidisi,  Molfetta,  Ancm>a;  und  eine  der  Abband- 
fonp^  bej<^effi 1 1?  Karte  der  ni a e: r» e t i s c h e n  l/m i e n  an  den 
KOstcTi  <1  c  s  :m!  riatiscben  Meeres  Hefert  eine  sehr  deutflche 
and  interessante  Lebersicht  des  Verhaltoiis  der  magnetischen 
Kraft  in  jener  in  so  %-ieien  Beziehoiigeii  meri^u  ürdigen  Gegend  der  . 
Erde.  Aus  der  AbhandloDg  Aber  die  magnetischen  Verhältnisse 
Wiens  tbeilen  wir  unseren  Leaern  die  folgenden  der  Epoche  5 
aataprackeaden  Resultate  ihrer  groaaen  Wichtigkeit  wegeo  aiit : 

Dedination  =  I3o.2',05, 

jährliche  Abnahme  .   .   .   •  =s  0'J5,  ^ 

faorisontale  Intenaitftt  .  .  .  s=  2,00174« 

jährliche  Znaahme  .  .   .   .  =  0,00290, 

Indinatioii  =64M6',35, 

jährliche  Abnahme  .    .    .    .  s  2',  18, 

Intenaitftt  dar  GeaammtkiafI  «s  4«61048« 

jährlieka  Zonahna  .  •  •  .  a:  CyOOlflS* 

'  Vermischte  i^cluiften.   '  ' 


'Aanalf  dl  aelÜnae  inatam'aflc|ia.  d  (laleke*  eompilatl 
da  Baraaba  Tartoliai,  (f  ar^l Ltterar.  Bar.  Nr. CX8.&X 
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Literarischer  Berfcht  CXII, 


Novembre  1856.  Varie  cose  astronomiche.  Nota  di  Giu- 
seppe Bianchi.  p.  401.  Intorno  alle  superticie  le  quali  defor- 
DKindosi  ritengoDo  le  Stesse  linee  di  curvatura.  Di  Codazzi  Del* 
fino.  p.  423.  —  Süll'  opera  del  sig.  Flourens.  Deila  longevita 
amana  e  della  quantita  della  vita  sul  globo.  Articolo  del  prof. 
6.  Ponzi.  p.  417.  — >  8ulla  forza  centrifuga  terrestre  in  quanto 
sturba  la  direzione  della  gravitä.  Formole  e  sperienze  del  dott. 
B.  Santini.   p.  445. 

Aus  dem  Octoberbefte  1856  dieser  Annalen  ist  von  des  Herrn  ^ 
Heraasgebers  trefilicber  Abhandlung:  .  | 

Sulla  quadratura  della  superficie  parallela  ad 
una  superficie  di  quart'  ordine  conosciuta  sotto  I 
il  nome  di  superficie  di  elasticita«  ' 

•in  besonderer  Abdruck  (Koma.  Tipografia  delle  belle  arti. 
1856.)  veranstaltet  worden,  h^'  dass  ein  Jeder  sich  leicht  in  deo 
Besitz  dieser  ausgezeichneten  Abhandlung  setzen  kann. 

Decembre  1856.  Sulla  forza  centrifuga  terrestre  in  quanto 
sturba  ia  direzione  della  gravita.  Formole  e  sperienze  dell  dott. 
B.  Santini.  (Continuazione  e  Gne.)  p.  449.  —  Note  sur  an  theo« 
r^me  gän^ral  par  rapport  ä  Telimination.  Par  M.  A.  Cayley« 
p.  454.  —  L'occultazione  di  Giove  nella  sera  2  Gennajo  1857  os- 
servata  a  Modena.  Del  Sig.  G.  Bianchi.  p.  459.  —  Intorno  ai 
teorema  di  Budan.   Nota  diAngeioGenocchu   p.  462.  \ 
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Berichtigung« 

In  dem  Literar.  Bcr.  Nr.  CXI.  Seite  1  Zeile  7  n.  schalte  man 
hinter  „Dagegen"  dl«  folgenden  Worte  ein^  hauptsächlich 
iu  (|em  hiermit  unmittelbar  zusamm  anhängenden  i^rti- 
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